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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В современных условиях требования к уровню подготовки по дисциплинам 

математического цикла в вузах экономического профиля существенно выросли. 
Высшая школа должна обеспечить математическую подготовку (компе- 

тентность) на уровне, который позволяет использовать математические знания 
для решения различного рода прикладных, фундаментальных задач и с разра- 
боткой математических моделей, связанных с экономикой и с управлением 

(менеджментом). 
При уменьшении числа часов, отводимых в учебных планах на изучение 

курса, необходимы новые подходы к отбору учебного материала, к увеличению 
объёма самостоятельной работы с возможностью самоконтроля уровня усвое- 

ния полученных знаний. 
Данное учебное пособие создано на основе серии опорных конспектов, из- 

данных в Санкт-Петербургском политехническом университете в 2000 — 2015 

годах и на материалах курсов лекций, читаемых авторами в СПОГПУ студентам 

направлений «Экономика» и «Менеджмент». 
Учебное пособие содержит последовательное изложение разделов курса 

высшей математики для экономических направлений подготовки бакалавров. 
В пособии вводятся и разъясняются все базисные понятия и методы реше- 

ния основных задач, как правило, связанных с экономикой. Доказательства 

большей части теорем опущены. При этом основное внимание уделено разьяс- 
нению сути (смысла) определений, правил, теорем и их геометрической, физи- 
ческой и экономической интерпретации. 

По каждому разделу приводятся задачи, контрольные вопросы и тесты для 
оценки (самооценки) уровня сформированности математической компетенции 
студентов — будущих экономистов (менеджеров). При этом часть задач имеет 

экономическое содержание. Разделы указаны в том порядке, который рекомен- 

дуется при изучении курса математики. 
В пособии много внимания уделено (= 180 стр.) изложению разделов «Тео- 

рия вероятностей» и «Математическая статистика». Это связано с тем, что ука- 
занные разделы являются базовыми, обеспечивающими приложения в задачах, 
связанных с экономикой и с управлением. Особенно велика роль статистики в 
решении задач управления производством и социальными группами людей, ибо 

без знания состояния управляемого объекта разумное управление этим объек- 
том невозможно. Эти знания OO объекте несут обработанные и осмысленные 
статистические данные. 

Настоящий курс ориентирован на студентов, изучающих математику в объ- 
ёме и на уровне, предназначенном для бакалавров экономических специально- 
стей и направлений. Но содержание учебника несколько выходит за рамки про- 

грамм для подготовки бакалавров экономических направлений в соответствии с 
требованиями Государственного образовательного стандарта ФГОС-3+. Эти 
главы и параграфы помечены знаком * (но не всегда!). Такой подход связан с 
тем, что результативность современной системы образования не должна огра- 
ничиваться только объёмом приобретённых знаний, но должна также решать 

3



задачу формирования компетенций в области теории (знания) и компетенций 

как готовности и необходимости применять полученные знания (умения и 

навыки) для эффективного решения различных экономических и управленче- 

ских задач. 

Учебное пособие может востребовано студентами старших курсов, маги- 
страми, аспирантами для восстановления в памяти нужных понятий при изуче- 

нии последующих разделов курса и других дисциплин, опирающихся на мате- 

матику. 

В пособие входят «Введение» и 11 разделов. 
. Основы линейной алгебры. 
Аналитическая геометрия. 

Введение в математический анализ. 

Дифференциальное исчисление функций одной переменной. 
Комплексные числа, многочлены, рациональные дроби. 
Интегральное исчисление функций одной переменной. 
Дифференциальное исчисление функций нескольких переменных. Двой- 

ные интегралы. 
8. Дифференциальные уравнения. 

9. Числовые и функциональные ряды. 
10.Теория вероятностей. 

11. Математическая статистика. 

Нумерация формул, таблиц, рисунков в каждом параграфе двухпозиционная, 
отражает номер параграфа и порядковый номер по параграфу. Начало и конец 
доказательства, при выводе формулы или решения примера отмечаются знака- 

ми № 4. Материал, необязательный для изучения помечен знаком *. 
Разделы указаны в том порядке, который рекомендуется при изучении курса 

математики. 
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ВВЕДЕНИЕ К КУРСУ МАТЕМАТИКИ 

1. Математика как наука, её предмет и метод. Определение мате- 

матики как науки. Математика — это наука, исследующая пространственные 

формы, количественные отношения, аксиоматические структуры и вопросы до- 

казательства путём построения абстрактных моделей реального мира. 

Моделью реального объекта, процесса, явления называется описание его 

существенных свойств на каком-либо языке. Математическая модель — аб- 

страктная модель, основанная на математических понятиях и математической 

символике, т. е. записанная на языке формул, функций, уравнений, неравенств, 

алгоритмов и т. д. Для решения своей основной задачи — построения математи- 

ческих моделей реального мира — математика использует метод абстракции, 

т.е. совершенно отвлекается от конкретных физических свойств явлений и 

предметов, исследует только сами количественные отношения, пространствен- 

ные формы, теоретико-множественные структуры. 

2. Роль математики в других науках. Математизация — характерная черта 

любой современной науки. В принципе область применения математических 

методов ничем не ограничена. Особенно велика роль математики в естество- 

знании и технических науках. Математическая модель, в отличие от моделей в 

других науках, дающих лишь качественное описание явлений, позволяет полу- 

чить количественный прогноз, т. е. описать явление более точно. 

Функции математики: 

1. Средство расчёта. 
2. Универсальный язык науки. 

3. Метод исследования. 

3. Источники и критерии истинности математического знания. Hc- 

точником математического знания является практика, т. е. математика строит 

свои абстрактные понятия на основе конкретных задач исследования природы, 

жизни, производства. Понятия длины, площади, объёма, производной, интегра- 

ла вошли в математику благодаря потребностям измерения, решения задач о 

скорости, о пути, о работе ит. д. 
Критерием истинности всякой науки также является практика. Математика 

не является исключением. Математические знания, созданные для решения 

практических задач, практикой и проверяются. 

4. Единство математики. Элементарная, высшая, вычислительная, чи- 

стая, прикладная, конструктивная и другие математики являются лишь ветвями, 

частями единой науки математики. Под элементарной математикой понимается 

математика, изучаемая в средней школе. Вся остальная математика условно 

называется высшей. Есть общие черты у всех ветвей математики, обеспечива- 

ющие единство математики: 

1. Дедуктивный (доказательный) абстрактный метод построения знаний. 

2. Общность математических понятий и символики. Наметившаяся тенден- 

ция аксиоматизации всех математических знаний. 

3. Все части математики охватываются одним и тем же определением ма- 
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тематики. 

5. Математика как дисциплина высшего технического учебного заведе- 

ния. Математика как дисциплина отличается от математики как науки прежде 
всего наличием технологии преподавания, к которой относятся методика пре- 
подавания, учебно-методические пособия, вычислительные лаборатории, учеб- 
ные планы и программы. 

Основной целью изучения математики являтся формирование у учащегося 

компетенций (знаний) в области теории и компетенций как готовности и уме- 

нич применять полученные знания (математические методы) для эффективного 
решения различных экономических и управленческих задач. 

Математика, как и всякая дисциплина, имеет свой базис. Его составляют ба- 

зисные понятия (число, уравнение, множество, производная, интеграл и т. д.), 
основные задачи, возникающие на основе базисных понятий, и базисные мето- 
ды решения основных задач. 

6. Краткие сведения о развитии математики. Начало зарождения мате- 

матики невозможно отметить. Счёт предметов появился вместе с человеком. 
Элементарная геометрия сложилась в YI — Ш веках до нашей эры в античной 

Греции. Зарождение элементарной алгебры как науки относится к началу IX 
века. Тригонометрия, как учение о тригонометрических функциях и их свой- 
ствах, сложилась в ХУП — ХУШ веках, хотя отдельные тригонометрические 

знания в связи с астрономическими наблюдениями имелись в древние времена 
в античной Греции, Вавилоне, Египте. 

Аналитическая геометрия в основном была разработана французскими ма- 
тематиками Декартом и Ферма в ХУП еке. Основоположниками дифференци- 
ального и интегрального исчисления являются английский математик Ньютон 
(1642 — 1727) и немецкий математик Лейбниц (1646 — 1716). Период матема- 

тики переменных величин можно очертить рамками XVII — середины XIX века. 

Периодом современной математики условно считается промежуток с середи- 
ны ХХ века по настоящее время. 

7. Развитие математики в России. Начало математических исследований 

в России связано с деятельностью Петербургской академии наук, Петербург- 

ского университета (1724), а также с именем Л. Эйлера (1707 — 1783), вн‹ёсшего 
огромный вклад в развитие мировой математики. 

Большое значение для науки и преподавания математики имела деятель- 
ность отечественных учёных Н. И. Лобачевского (1799 — 1856), II. Л. Чебышёва 

(1821 — 1894), А. М. Ляпунова (1857 — 1918), А. Н. Колмогорова (1903 — 1987) и 
других. 

Современные математики в России работают практически во всех областях 
этой науки.



Раздел 1. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

Краткая характеристика раздела 

1. Темы раздела. Матрицы. Определители 2-го, 3-го и п-го порядков. Си- 
стемы линейных алгебраических уравнений. 

2. Базисные понятия. Определитель. Матрица. Обратная матрица. Ранг 
матрицы. Система линейных алгебраических уравнений, ее совместность и ме- 
тоды решения. Модель межотраслевого баланса. 

3. Основные задачи. Вычисление определителей 2-го, 3-го и высших по- 
рядков. Арифметические операции с матрицами. Вычисление обратной матри- 
цы. Вычисление рангов матриц. Решение произвольных системы линейных ал- 

гебраических уравнений методом Гаусса, Решение квадратных систем методом 

Крамера. Анализ совместности систем. 

Глава 1. Определители и системы линейных уравнений 

$ 1. Системы линейных уравнений. 

Основные понятия. Метод Гаусса 

1. Основные понятия. Равносильные системы. 

Определение 1.1. Система линейных алгебраических уравнений (или си- 

стема линейных уравнений) имеет вид 

ам + арх, +...Наих, =), 
а + 9X, +...+а 2n х, =, (1.1) 

х, +4, 5X +...+4,,,x, =В Qin пп” т? 

при этом X}, X2, ..., хи называются неизвестными, ан, i = 1,2, ...,m, k = 1, 2, 
и коэффициентами при неизвестных или коэффициентами с системы, причем 

индекс 7 означает номер уравнения в системе (1.1), а индекс К — номер неиз- 
вестного. Величины {[1, 62, ..., bm называются свободными членами. Иногда си- 

стему (1.1) будем называть линейной системои. 

Замечание 1.1. Если система (1.1) содержит не более четырёх неизвестных, 
то они часто обозначаются буквами X, у, 2, Ё без индексов. 

Если т =n, т. е. число уравнений равно числу неизвестных, то систему (1.1) 

называют квадратной. При В! = b2 =...= bm система (1.1) называется однород- 
ной, в противном случае — неоднороднон. 

3x—4y=5, 

Например, | 2х+ sy =7 
двух уравнений с двумя неизвестными хи у. 

Определение 1.2. Решением системы (1.1) называется такой упорядочен- 

ный набор чисел оц, @2, ..., Or, который при подстановке в систему (1.1) вместо 

неизвестных X1, X2, ..., Xn превращает её в систему верных тождеств: 

— неоднородная квадратная линейная система из



, 
а 0 +а,20,-+...+а, 0, =В, 

J аби +9520 +...+а0, = by, (1.2) 

|. QO, + Я 206 +... Ay, %, — b,, 

Решение системы (1.1) принято обозначать следующим образом: (1, G2, ... , On) 

ИЛИ X1 = 0, X2= 00,..., Xn = An. 

Определение 1.3. Система (1.1) называется совместной, если она имеет хо- 

тя бы одно решение, и несовместной в противном случае. Совместная система 

называется определённой, если она имеет единственное решение, и неопреде- 

леннои в противном случае. 

3х-4ду=-| 
имеет единственное решение x=1 2х+5у=7 д P , Пример 1.1. Система | 

у = 1, поэтому является совместной определённой системой. 

3x—-4y=-l, 
имеет более одного решения. напри- —6х+8у=2 ОР ИТР Пример 1.2. Система 

мер, её решениями являются: х = 1, у= |1; х=2, y= 7/4; х =5, у = 4. Эта систе- 
ма является совместной неопределённой системой. 

3х-4у=-1 
не имеет ешений, т. е. является ~6x+8y=7 P , Пример 1.3. Система | 

несовместной. 

Решить систему (1.1) — это значит найти все её решения или доказать, что 

она не имеет решений. Для этого систему преобразуют в более простую, реше- 
ния которой легко найти или доказать её несовместность. При этом централь- 

ным понятием является равносильность двух систем. 

Определение 1.4. Две линейные системы с неизвестными хи, X2,... , Xn назы- 

ваются равносильными, если они обе несовместны или они совместны и каждое 

решение одной системы является решением другой и наоборот. 

З3х-ду=-Ь И eer 2 являются равносильными 
2x+5y=7 x-y=0 P ‘ 

Пример 1.4. Системы | 

так как x = 1, у = 1 является решением и той и другой системы, а других реше- 

ний они не имеют. 

также являются равно- Пример 1.5. Системы ие и ery 
3x—4y=7 x+ y=0 

сильными, поскольку обе они несовместны. 
Число уравнений в равносильных совместных системах может быть различ- 

ным, но они должны содержать одни и те же неизвестные. 
2. Теорема 00 элементарных преобразованиях в системе линейных 

уравнений. 

Определение 1.5. Элементарными преобразованиями над системой линей- 
ных уравнений вида (1.1) называются: 

1) перестановка местами двух любых её уравнений; 

2) умножение всех членов любого уравнения системы на любое отличное от 
нуля число; 

3) почленное сложение любых двух её уравнений.



На практике обычно объединяют последние два элементарных преобразова- 

ния в одно и рассматривают два основных типа: 
1-й тип — перестановка местами уравнений системы; 

2-й mun — почленное сложение двух любых её уравнений, все члены одного 

из которых предварительно умножены на одно и то же число. 
Теорема 1.1. Конечное число последовательно выполненных элементарных 

преобразований первого и второго типов приводит систему (1.1) к равносиль- 

ной ей системе. 

Пример 1.6. Показать, что при помощи элементарных преобразований 

можно из системы Зуя} получить систему ху = ‘ 

> Проведём следующие элементарные преобразования. 

1. Умножим первое уравнение исходной системы на 3, а второе - на 7, по- 

9х—12у=-3, 
лучим равносильную систему ся — 49 

23x + 23y = 46, 
2. К первому уравнению прибавим второе: 11 4х+35у= 49. 

_ _jxty=2, 3. Первое уравнение умножим на 1/23, а второе — на 2/7: | 4x +10y =14. 

4. Второе уравнение сложим с первым, умноженным Ha (—7): {355 an 

5. Второе уравнение умножим Ha (—1/3): ину С, 

3. Расширенная матрица системы. Ступенчатая матрица. Метод Гаусса. 

Коэффициенты ах системы (1.1) удобно объединить в прямоугольную таб- 

лицу, называемую матрицей системы. Для нее принято обозначение 

... ‘ 
(a, Ay Qi, 

А=| 921 922 "Gn 

Bint Gn2 °° Ann у 

Матрица А содержит т горизонтальных рядов, называемых строками, и п 

вертикальных рядов, называемых столбцами, числа ав, I= 1, 2, ..., m; k = 1, 2, 

.... 1, называются её элементами. Таким образом, первый индекс { элемента Aik 

указывает номер строки (номер уравнения системы (1.1)), а второй индекс k — 

номер столбца (или номер неизвестного Xk, коэффициентом при котором явля- 

ется ik в i-M уравнении системы (1.1)). 
Если т = п, то матрица А называется квадратной матрицей л-го (или т-го) 

порядка. У квадратной матрицы равно число строк и столбцов. Квадратная мат- 

рица называется единичной, если её элементы а, = 1, /= 1, 2, ..., п, а все осталь- 

ные элементы равны нулю. 

3 0 —1 
Tak, матрица A, = 0 ] -2 — квадратная матрица 3-го порядка, а матрица



ЕЁ. =(6 1) — единичная матрица 2-го порядка. Нижние индексы в обозначениях 

квадратных матриц соответствуют их порядку. 

Если к матрице А добавить (п + 1) — й столбец из свободных членов, то по- 
лучим так называемую расширенную матрицу A* системы (1.1), содержащую 

y 
Ч, @»› + Qh, р ) 
а», а.» .. a 

всю информацию о системе: A*=| “2! “22 an} “2 

Ч Я и vee Ginn b, / 

-. 3 — Для системы из примера 1.1 матрицей системы является A= 2 5|› 4 pac- 

ширенной матрицей этой системы является матрица A*= [> - Г. 

На практике элементарным преобразованиям подвергают не саму систему, а 

её расширенную матрицу. Преобразованиям двух типов над системой (1.1) со- 

ответствуют два типа элементарных преобразований над строками матрицы A*: 

1-й тип — перестановка местами двух любых её строк; 

2-й тип — сложение соответствующих элементов двух любых её строк, все 

элементы одной из которых предварительно умножены на одно и то же число. 

Целью элементарных преобразований является приведение расширенной 

матрицы A* системы (1.1) к так называемой ступенчатой форме. 
Определение 1.6. Матрица называется ступенчатой, если для неё выпол- 

няются следующие условия: 

1. если какая-либо строка данной матрицы состоит из нулей, TO и все после- 

дующие строки также состоят из нулей; 

2. если Aix — первый ненулевой элемент 7 —й строки, а аз-1„ — первый ненуле- 

вой элемент (1+1) - й строки, то т > k. 
00 \ 5 

3 
2 | — ступенчатая. 
0 >

 
> 
=
 | 

00 0 
Tak, например, матрица А=|0 0 0 

00 0 
0000000, 

Матрица из одной строки считается ступенчатой по определению. 

Теорема 1.2. Любую матрицу А конечным числом элементарных преобра- 
зований первого и второго типов можно преобразовать в ступенчатую матрицу. 

102 8 
Пример 1.7. Привести к ступенчатому виду матрицу 4*=|-1 3 0 -5 

1114 

> Выполним элементарные преобразования над матрицей A*: 

1) кэлементам 2-й строки прибавим элементы 1-й строки и из элементов 3- 

й строки вычтем элементы 1-й строки, в результате А* преобразуется к виду: 

[0 2 8 
A¥>|0 3 2 31; 

0 1 -1|-4 
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1028 
2) переставим 2-ю и 3-ю строку: 4*-—>10 1 -1|-4|; 

03 21| 3 

3) из последней строки полученной матрицы вычтем 2-ю строку, умножен- 
ную на 3: 

10 218 
A >A*=|0 1 —1|-4|. « 

00 5115 
На приведении расширенной матрицы A* системы (1.1) к ступенчатой мат- 

рице А! основан метод Гаусса, или метод последовательного исключения не- 

известных. Система линейных уравнений с расширенной ступенчатой матрицей 

А! называется ступенчатой, по теореме 1.1 она будет равносильна системе 

(1.1). Приведение системы (1.1) к ступенчатой форме называется прямым ходом 

метода Гаусса. Решение полученной ступенчатой системы называется обрат- 

ным ходом метода Гаусса. Он может быть выполнен как в форме последова- 
тельного определения неизвестных, начиная с последнего уравнения ступенча- 

той системы, так и в форме преобразования матрицы A} к ступенчатой матрице 

В* специального вида. 

х+22=8, 
Пример 1.8. Решить методом Гаусса систему уравнений \—х+3у=-5, 

х+у+2=4. 

10218 
№ A*=|-1 3 0 |-5 | — расширенная матрица системы. 

111 

Прямой ход метода Гаусса. В примере 1.7 матрица A* элементарными пре- 

образованиями приведена к ступенчатой матрице 

10218 
Ay =|0 1-1 1-4 |. 

00 5115 

Теперь матрице A‘ опоставим систему, для которой она будет расширенной 

х+22=8, 
матрицей: 3 у-2=-4, 

5z=15. 

Обратный ход метода Гаусса. 
|1 —й способ. Имеем 

д=3; у=-4+2=-4+3=-1|;х=8-22=8-6=2. 
2—й способ. 

Умножим последнюю строку матрицы A, на 1/5, сложим со 2-й строкой, а к 

1-й строке прибавим последнюю, умноженную на (—2), с целью получить нули 

в 3-м столбце: 

10 2 8 1 0 2] 8 1001 2 
Ay>|0 1-11 -4|>0 10-11-20 10-1 =Р». 

0 0 1 3 0013 0013 
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Напишем систему с расширенной матрицей В*: 4 у=-1, 

Ответ: система совместная и определенная, она имеет единственное реше- 

ниех = 2, y=—-1,z=3.< 

Пример 1.9. Завод выпускает изделия трех видов: A, В, С. Для ux изготов- 
ления требуются сырье трех типов: сталь алюмний и медь. Нормы расхода этих 
металлов на каждое изделие и допустимый объем расхода сырья на один день 
заданы таблицей. 

Изделие Нормы расхода сырья на одно изделие (кг) _| OObEM ресурса 
сталь алюминий медь (кг/день) 

А 2 4 4 100 

В 3,5 3 3,5 102,5 

С 1.5 4 4,5 102,5 

Найти ежедневный объем выпуска каждого из изделий. 

> ГТусть ежедневно фабрика выпускает х! изделий вида A, x2 изделий вида 

В, хз изделий вида С. В соответствии с расходом сырья каждого вида имеем си- 

2х, +4х, + 4x, =100, 
стему: 43.5x, +3x, +3.5х, =102.5, 

1.5x, + 4x, + 4.5x, =10.5. 

Решая систему, находим (10; 5; 15), т. е. завод выпускает в день 10 изделий 

вида A, 5 изделий вида РВ и 15 изделий вида С. << 

$ 2. Определители второго и третьего порядков 

1. Системы двух линейных уравнений с двумя неизвестными. Понятие 

определителя 2-го порядка. Метод Гаусса не даёт явных формул, выражаю- 

щих решение системы линейных уравнений через элементы её расширенной 

матрицы. Проблема отыскания таких формул приводит к понятию определите- 

ля. Рассмотрим систему двух линейных уравнений с двумя неизвестными: 

axt+b,y=a, 
tae (2.1) 

где х, y — неизвестные, a ат, а>, bi, 62, ci, с>— известные величины. 

Если a,b, —a,b, #0, то система (2.1) имеет единственное решение, выража- 

емое формулами: 

Jo =(ac,—a,c,)/(a,b,—a,b). 

Это утверждение называется теоремой Крамера (1704 — 1752) для системы 
двух уравнений с двумя неизвестными. Далее эта теорема будет сформулирова- 
на в общем виде для системы из и линейных уравнений с и неизвестными. 

При a,b,—a,b,=0 система (2.1) может быть совместной и неопределённой 

| =(c,b,—c,b,)/(a,b,—a,b), 
(2.2) 

(при условии ©b,—c,b=a,c,—a,c,=0) или несовместной (при условии 

с, -сЬ 0 или ac,—a,c, #0). 
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Очевидно, что при решении системы (2.1) особую роль играют разности 

a,b, —a,b,, c\b, —C,b,, ас. — aC, из элементов расширенной матрицы этой систе- 

мы. Эти разности называются определителями 2-го порядка. 
Определение 2.1. Пусть дана квадратная матрица 2-го порядка 

[а 5, (а м] 
Определителем 2-го порядка, соответствующим матрице A (или определи- 

телем A), называется число а16> — arb), которое принято обозначать одним из 

символов: |“! и det A, Al А. Итак, по определению 
2 % 

а 6 

Числа а1, a2, b1, b2 называются элементами определителя; ai, 5> образуют 

главную диагональ определителя, а В, а> — побочную диагональ, следовательно, 

определитель 2-го порядка равен разности произведений его элементов, нахо- 

дящихся на главной и побочной диагоналях. 

Пример 2.1. Вычислить определитель 3 4]. 

>} 4 =3-С0-4-2=-И. < 

Используя определение 2.1, формулы (2.2) можно записать в виде: 

Xy=A,/A, 
ear (2.3a) 

где A — определитель матрицы A системы (2.1), Ax, Ay определители матриц, 

полученных путем замены первого и второго столбца матрицы A соответствен- 

но на столбец свободных членов. 

Пример 2.2. С помощью теоремы Крамера решить систему уравнений 

|3; +4y=7, 
2х-у=1. 

№ А =(3 4 | — матрица системы, В = (7}- столбец свободных членов. 
2—1 

_|37 3 4 _ 
=—11, A, = |=. 

— — —— _|7 4 А=аеА=| 5 |=-1, A «= 1-1 
Теперь по формулам (2.3a) находим решение системы: xX = 1, y = 1.< 
2. Свойства определителей 2-го порядка. 

Свойство 1. Определитель с двумя одинаковыми строками равен нулю. 
Свойство 2. Определитель, в котором все элементы одной из строк являют- 

ся суммой двух слагаемых, равен сумме двух определителей. Так, 

аа; ale a B\ ja В 
a by | |4 | |4 61 

Свойство 3. Общий множитель элементов какой-либо строки определителя 

можно выносить за знак определителя. Например, 

+ 
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ha, Ab, =| р, 
a, b, a, b,| 

Свойство 4. При замене строк столбцами определитель не изменяется: 

а аа 45, 

b, | Ja, bf 
Замечание 2.1. Операция замены строк столбцами называется транспони- 

рованием. Благодаря свойству 4 все свойства определителя, справедливые для 

его строк, будут справедливы и для его столбцов. 
Свойство 5. Определитель единичной матрицы 2-го порядка равен |. 
Свойство 6. При перестановке двух строк (столбцов) определитель меняет 

знак, оставаясь неизменным по абсолютной величине. Так, 

а b,|_ |a, 5b, 
а в. a, Б| 

Свойство 7. Определитель не изменяется при элементарных преобразова- 
ниях 2-го типа над его строками (столбцами). Например, 

Atha, БАБ а 5 
a, b, al, b, | 

Замечание 2.2. Все свойства определителей 2-го порядка доказываются с 
помощью определения 2.1. Но не все они являются независимыми. Так, свой- 

ства 6 — 7 следуют из свойств 1 — 5. Первые пять свойств далее будем называть 

основными. 
3. Определитель 3-го порядка и его свойства. К понятию определителя 3- 

го порядка приводит процесс отыскания формул, выражающих решение систе- 
мы из трёх линейных уравнений с тремя неизвестными через её коэффициенты 
и свободные члены. 

Определение 2.2. Пусть дана квадратная матрица 3-го порядка 

= ан а? ab |. (2.4) 
@33 

Определителем 3-го порядка, соответствующим матрице А (или определи- 
телем A), называется число 

441422433 + 12423431 + а13а21а32 — а13а22а31 — аиа2заз2 — а12а21азз, 
которое обозначается одним из следующих символов: 

Ч: Ay Ay . Qi; Ar @з 

а» Ay, A,, |, det A,| A|,A,,A. По определению | @21 422 423 |= 
(3, @32 Ax; 43; @32 433 

= Qy 1447033 т а›азаз, + аза» аз. — ана аз. — а›а аз; — аза» Аз. (2.5) 

Элементы матрицы A из (2.4) называются также элементами detA. Эле- 

менты 11, 422, азз образуют главную диагональ этого определителя, а элементы 
Q\3, 922, 231 его побочную диагональ. 

Правило Саррюса. Определитель 3-го порядка равен сумме произведений 
его элементов, находящихся на главной диагонали и в вершинах равнобедрен- 
ных треугольников, основания которых параллельны главной диагонали, минус 
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сумма произведений элементов, находящихся на побочной диагонали и в вер- 

шинах равнобедренных треугольников, основания которых параллельны по- 
бочной диагонали (рис. 2.1а, 6). 

+ — 

Рис. 2.la Рис. 2.16 

123 
Пример 2.3. Вычислить по правилу Саррюса определитель |-1 0 2). 

4 5 -l 

1 2 3 
Pi-1 0 21=1.0. (-1+4.2.2+3.(-1):5-3.0.4- 

5 -1 

— (—1). (-1).2-1.2.5=0+16-15-0-2-10 =—11. < 
Сгруппировав слагаемые в правой части (2.5), это равенство, с учётом (2.3), можно переписать в виде 

Ч U2 Ч з Ay» а. a, a аа. 
(>| (55 Я 53 — det A — С -- а 2 а a. + Q3) a. a. (2.6) 

32 433 32 433 22 Ay 
3; 235 G33 

Для исследования свойств определителя 3-го порядка введём новые понятия 
минора и алгебраического дополнения элемента матрицы A. 

Определение 2.3. Минором Ми (дополнительным минором) элемента ак 

квадратной матрицы 3-го порядка из (2.4) называется определитель матрицы 
2-го порядка, полученной из матрицы (2.4) путем вычёркивания её 1-й строки и 

k-ro столбца, на пересечении которых находится Aix. 

(>> A3 Ч 12 Qy3 

35 @зз 35 A33 
Qin Qy3 

G5 Ay, 
’ 21 — 2 31 Например, /,, = 

Используя три последних равенства, (2.6) можно переписать в виде 

1 @1> Ay3 

Ay, Ay, Ay, |= а Ми -а> Мо +ал Ми. (2.7) 
Чз1 43 G33 

Определение 2.4. Алгебраическим дополнением элемента аи матрицы A 
называется число 

Ах =(-—1 yk Mir. (2.8) 

Так, An= (—-1)""' M1 = Ми, Aoi = (-1)**' Ma = — Ма, Asi = (1) Ма = Ма. 

Пример 2.4. Дана матрица [3 о | Найти 4,, им... 
2 3 -l | | 

> №5; = р 3 3—4=-1| (определение 2.3), а в силу (2.8) и определения 2.3, 

-1 4 

Заменяя в (2.7) миноры Ha алгебраические дополнения, в соответствии с 
определением 2.4 получим 

Ay =(-17 М, =- 7 =-(4+3)=-7.4 
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Ч: Ayo Ay; 
Ay, Ay Ay, |= det A =a), + G,A,, + G3) Ау. (2.9) 
@з1 @3> 433 

Каждое из равенств (2.6), (2.7), (2.9) называется разложением detd no эле- 
ментам его первого столбца. 

Теорема 2.1 (теорема о разложении определителя по элементам какой- 
либо его строки или столбца). Определитель квадратной матрицы А третьего 
порядка равен сумме произведений элементов какой-либо его строки или 
столбца на их алгебраические дополнения. 

Пример 2.5. Используя разложение определителя по строке или столбцу, 

12 3 
вычислить |--1 0 4). 

23 -1 

> Выберем строку или столбец, где есть нули. Разложим данный определи- 
тель, например, по второму столбцу: 

12 3 
бл (_лн2|-1 4 (12211 3 (32| 1 3 _ 

=—2(1-8)+0-3(4+3)=- 7. < 
Свойства определителей 3-го порядка 

Свойство 1. Определитель с двумя одинаковыми строками (столбцами) ра- 

вен нулю. 

Свойство 2. Определитель, все элементы которого одной из строк (столб- 
цов) есть суммы двух слагаемых, равен сумме двух определителей, 

/ 7 / 4 / ГА / У У a” 

ата, арта, азтаз| [Gy Ar Az} а, Ar аз 
например, Ay) a9 аз |=) @2 @›3|1| а) Ay 3 

3) (135 @33 91 4. 33| [91 42 %3 

Свойство 3. Общий множитель элементов какой-либо строки определителя 

можно выносить за знак определителя. 

Свойство 4. При транспонировании квадратной матрицы 3-го порядка 

её определитель остается неизменным. 

Свойство 5. Определитель единичной матрицы 3-го порядка равен |. 

Свойство 6. При перестановке местами двух любых строк или двух любых 

столбцов определителя его величина меняет знак. 

Свойство 7. Определитель не изменяется при элементарных преобразова- 

ниях второго типа над его строками (столбцами). 
Свойство 8. Сумма произведений элементов какой-либо строки (столбца) 

на алгебраические дополнения элементов другой строки (столбца) равна нулю. 
Свойство 8 также называется теоремой аннулирования. 

Применение свойств существенно упрощает вычисление определителя. 

Пример 2.6. Используя свойства определителя, вычислить определи- 

1 -5 3 
тельА=|-1 -5 2 

4 6 

> Выполним последовательно следующие преобразования. 

1) Ко 2-й строке прибавим |- 10, а из 3- ей вычтем 1-ю строку, умноженную 
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на 4, определитель при этом не меняется: 

1 -5 3 
A=|0 -10 51. 

0 26 -13 

2) Из 2-й строки вынесем общий множитель (—5), а из 3-й — множитель 13: 

1 —5 3 
А=—65. 0 2 | =0, ибо имеем определитель с одинаковыми строками. < 

$ 3. Определители высших порядков 

1. Понятие определителя я-го порядка. Обобщим рассуждения предыду- 
щего параграфа на случай произвольного натурального я. Определители 2-го и 
3-го порядков введены как числовые функции, ставящие в соответствие неко- 
торое число квадратным матрицам 2-го и 3-го порядков. Эти функции обладают 
пятью основными свойствами (св. | — 5 из § 2, п. 2°, 3°), из них следуют свой- 
ства 6, 7 (см. § 2, п. 2’, 3°). 

Рассуждая индуктивно, предположим, что введено понятие определителя 
для квадратной матрицы k-ro порядка, k < п-1, как функции, ставящей в соот- 

ветствие этой матрице некоторое вещественное число и обладающей вышеупо- 
мянутыми пятью основными свойствами (а также свойствами 6, 7, следующими 

из них). Рассмотрим квадратную матрицу п-го порядка 

д | (3.1) 
а ---ат 

Если из матрицы (3.1) удалить элементы 1-й строки и /-го столбца, /, i= 1, 

2,.... п, то получим квадратную матрицу (п — 1) -го порядка, существование 

определителя у которой предположено выше. По аналогии с определением 2.3 

назовем этот определитель минором (дополнительным минором) элемента ау 

матрицы A, находящегося на пересечении 1-Й строки и /-го столбца. Минор эле- 

мента ау. будем обозначать Му, а произведение (-1)*Му будем называть алгеб- 
раическим дополнением элемента ах. и обозначать Aj. 

Определение 3.1. Определителем п-го порядка, соответствующим матрице 

А из (3.1), называется число, равное SC) aM и обозначаемое одним из 
k=l 

a,,...a 1] ** In 
символов: det А, Д,Д,,|......... . По определению 

det A= 2 (Пена Ми. (3.2) 

Замечание 3.1. При п=3 формула (3.2) совпадает с равенством (2.7) для 
определителя 3-го порядка, а при п=2 из (3.2) после некоторых преобразова- 
ний можно получить равенство (2.3) для определителя 2-го порядка. Итак, фор- 

мула (3.2) (и, следовательно, определение 3.1) обобщает на случай произволь- 
ного натурального ип закономерности, вытекающие из способа построения 

определителей 2-го и 3-го порядков. 
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Свойства определителя п-го порядка аналогичны свойствам определителей 
2-го и 3-го порядков из $ 2, п. 2°, 3°. 

Для определителя и-го порядка справедливы также теоремы, аналогичные 
теореме 2.1 и свойству 8 для определителя 3-го порядка ($ 2, п. 3). 

Теорема 3.1 (теорема о разложении определителя п-го порядка по элемен- 
там какого-либо столбца или строки). Определитель матрицы A из (3.1) равен 

сумме произведений элементов его любого столбца (или строки) на их алгебра- 

ические дополнения. 
Теорема 3.2 (теорема аннулирования). Сумма произведений элементов ка- 

кого-либо столбца (или строки) матрицы A из (3.1) на алгебраические дополне- 
ния к элементам другого столбца (или строки) равна нулю. 

2. Примеры вычисления определителей лп-го порядка. 

Пример 3.1. Вычислить определитель 4-го порядка 

i 2 33 
А= 2 4 06: 

3 0 03 
> Вынесем последовательно из 3- ей строки общий множитель 2 и из по- 

следнего столбца — общий множитель 3, по свойству 3 имеем 

i 2 3 0 
30 O 1 

Пользуясь теоремой 3.1, разложим полученный определитель по элементам 
последней строки: 

-1 2 1 121 1 -1 1 
A=6| 3-(-1)##!| 2. -3 0/+0-(-1)4#2/ 1 -3 O]40-(-143/ 1 2 0+ 

2 0 1 о 1 -1 2 1 

1 -1 2 -1 2 1 1 -1 2 
+1-(-1I)44] 1 2 -3]]=-18} 2 -3 0+61 2 -3.. 

-1 2 0 2 0 1 -1 2 0 
Вычислив определители 3-го порядка, например, по правилу Саррюса, в ре- 

зультате получим A =-18(3+6-4)+6(-3+4+4+6)=-24. 4 
Пример 3.2. Вычислить определитель 4-го порядка от треугольной матрицы 

123 4 

( треугольный определитель) A= 052 И. 
О 0 -6 12 
00 0 —30 

> Разложим определитель по элементам 1-го столбца (теорема 3.1): 

52 Ш 
А=1.0 -6 12). 

0 0 -30 

Полученный определитель также разложим по элементам 1-го столбца (теорема 
2.1) и вычислим полученный определитель 2-го порядка: 

—6 

18 

12 
—30 

1.5. (-6) - (-30). <



Показанное на примере свойство треугольного определителя 4-го порядка 

можно доказать [13] для определителя n-ro порядка: 

Ч 92 аз 7 Qh), 

О Gy G3 -- а, п 

А, =| 0 0 Ч 33 3, = G49 ay, = Ч; 
i=l 

0 0 0 a Qin 

В примере 3.2 рассмотрен треугольный определитель. Как было показано, 

он равен произведению элементов, находящихся на главной диагонали. При 

вычислении определителей высших порядков удобно с помощью свойств 
определителя привести его к определителю от треугольной матрицы. 

Пример 3.3. Вычислить определитель из примера 3.1, приведя его к опреде- 

лителю от треугольной матрицы. 
> Вычтем из второй строки определителя первую строку, к третьей строке 

прибавим первую строку, умноженную на 2, а из последней строки вычтем 
первую, умноженную на 3. Определитель при этом не изменится, 

1 -l 2 3) {1 -1 2 3 
Az=|l 2 —3 0-0 3 5 -3 
~{—2 4 0 6) 10 2 4 12)° 
3003 10 3 -6 -6 

Из 3-й строки вынесем общий множитель 2, а из 4-й строки — вынесем MHO- 
житель 3, после чего переставим местами 2-ю и 3-ю строки, при этом определи- 
тель изменит знак: 

01 2 6 
A=—6/9 3 -5 3]: 

0 1 2 -2 
Из последней строки вычтем 2-10, a из 3-й строки вычтем 2-ю строку, YMHO- 

женную на 3, после этого вынесем из последней строки общий множитель (-4) 

и переставим две последние строки, получим 

ое 
А=—4 001 2 

0 0 11 -21 
Чтобы получить определитель от треугольной матрицы, осталось к послед- 

ней строке прибавить третью, умноженную на 11: 

1-12 3 
01 2 6__ A=-24)) 01 S|=-24.< 

0001 

Глава 2. Матрицы и действия с ними 

$ 1. Линейные операции с матрицами и их свойства 

В главе | было введено понятие числовой матрицы А как прямоугольной 

таблицы чисел (см. гл.1, $ 1, п. 3°). Матрица 
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Ган Ч a, ) 

А = > O92 °° * Gan (1.1) 

\ int Ain? _— Ain у 

содержит т строк и п столбцов. Говорят, что она имеет размер mxn, для неё 
принято также обозначение Ayxn. Элементы матрицы A обозначают малыми ла- 
тинскими буквами с двумя индексами, первый из которых указывает номер 
строки, в которой расположен элемент, а второй — номер столбца. Например, 

элемент а; находится в 1-й строке и B j-M столбце матрицы A. 

Замечание 1.1. С помощью матриц удобно записывать различные наборы 
данных. Так, распределение населения по возрасту по трем регионам России 

приведено в виде таблицы (в % от общей численности населения в регионе). 

Регион Возраст < 25 лет 25< возраст < 60 Возраст > 60 

А 20 40 30 

В 35 30 35 

С 15 40 45 

Эта таблица может быть записана в компактной форме в виде матрицы рас- 
пределения населения по возрасту: 

20 40 30 
A=A,,=|35 30 35 

15 40 45 
В этой записи, например, матричный элемент а!з показывает, каков процент 

пенсионеров в регионе А, а матричный элемент а2з — в регионе В. 

Определение 1.1. Две матрицы A и В называются равными, если они имеют 

одинаковый размер и их соответствующие элементы равны, т. е. 

т = К, 

Ann = Bry = N= [, . . 
ay =б;, 1=1,2,....m, j =1,2,....n. 

При т = ип матрица (1.1) называется квадратной. Квадратная матрица назы- 

вается диагональной, если все её элементы равны нулю, кроме стоящих на 

главной диагонали (т. е. кроме элементов a,,,i = 1,2,..., п). Единичные матрицы — 

частный случай диагональных матриц, в них все элементы, находящиеся на 

главной диагонали, равны |. Матрица, все элементы которой равны нулю, 

называется нулевой матрицей или нуль-матрицей. 

1 V7 _ 
Пример 1.1. 4= 020| B= iy ; c=(34). D=( fq оз. 

003 п 2 

а) Указать размер каждой матрицы; 6) какие матрицы являются квадратны- 

ми, диагональными? 

»а) Размеры матриц: A — 3х3, В — 3х2, С - 2х2, Р -— 2x3; 6) квадратными 
являются матрицы A и С, а диагональной — только матрица A. < 
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Определение 1.2. Суммой двух матриц A и В одинакового размера тхи 

называется матрица С того же размера, элементы которой суть суммы соответ- 
ствующих элементов матриц слагаемых, т. е. 

су=аз+ by, 1=1,2,...,т,]=1,2,....П. 

Принято обозначение: С =А+В. 

Ч... Ч, р +++ by, 
Таким образом, если А=| - - : |, В=| - + + |, TO 

Qin see Qin buy “ve bam 

ay | +B, | "** Ч +В, 

а, +b а +b т т min тп 

Пример 1.2. Даны матрицы A=(5' * 5 | и в=(} Е > 1. Найти 

их сумму. 
_(-1 2 3 - (123 4)_(-l41 242 343 -244)_ 

> 4+ B=(5 -3 2 2+} 3 2 (Si 343 2+2 0+1 )- 
(0 462 
-($ 69 i} 

Определение 1.3. //роизведением матрицы A размера тхл на вещественное 

число Л называется матрица того же размера, обозначаемая AA, её элементы 
есть произведения соответствующих элементов матрицы A на это число A. Та- 

Лан --- Лат 

.. ЛА 
тт 

Ч: **` A, 
ким образом, AA=A;} : ‹: : |= 

а а ла т] min 

Пример 1.3. Дана матрица A из примера 1.2. Найти ЗА. 

_f-1 2 3 -2\_[-3 6 9 -6 
4-33 -3 2 )=(5 -9 6 $). 

Определение 1.4. Операции сложения матриц и умножения матрицы на ве- 

щественное число называются линейными операциями с матрицами. 

Свойства линейных операций с матрицами 

1. A+B=B+A — коммутативность (переместительный закон) сложения. 

2. (A+B)+C=A+(B+C) — ассоциативность (сочетательный закон) сложения. 

3. Для любой матрицы A существует единственная матрица, равная нуль- 
матрице О, такая что А+О=А. 

4. Для любой матрицы A существует единственная матрица (—A), называемая 

противоположной, такая что A—A) = О, где О — нуль-матрица. 
5.1. А=А. 

6. (нА) = (Ap) A. 
7. (A+ p)A=AA +A. 

8. Л(А+В)=АА+ ЛВ. 

Замечание 1.2. Во всех перечисленных выше свойствах A, и — произвольные 
вещественные числа, а A, В, С, О — такие матрицы, для которых осуществимы 
указанные в этих свойствах операции. При этом все перечисленные выше ра- 
венства понимаются в том смысле, что если определена правая часть равенства, 
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то определена и левая, и наоборот, при этом матрицы в левой и правой частях 

равенств равны между собой. 
Замечание 1.3. Матрица (—A) из свойства 4 равна (-1) A. 

Пример 1.4. Для матрицы A из примера 1.2 найти противоположную, a 

также проверить, что 2A + ЗА = SA. 
-12 3-2) (1-2 -3 2 као 320 re 3-2 a} 

_jf-1 2 3 -2 -l1 2 3 -2\_[-2 4 6 -4 
24+34=Х 5 3 2 2+3 -3 2 о) 6 —6 4 о + 

-3 6 9 -6)_f-5 10 15 -10)_f-I1 2 3 -2)_ 
(5 -9 6 (1 -15 10 0 )-5(3 -3 2 р) 54.< 

$ 2. Операция умножения матриц и её свойства 

Для прямоугольных матриц A и В произведение существует, если длины 
строк первого сомножителя A равны длинам столбцов второго сомножителя В, 
т. е. если равны числа столбцов матрицы 4 и строк матрицы В. 

Определение 2.1. //ронзведением матрицы А размера mxk на матрицу В 
размера kx называется матрица С размера mx, элемент которой су, стоящий 

в 1-Й строке и в j-M столбце, равен сумме произведений соответствующих эле- 
ментов 1-й строки матрицы A и /-го столбца матрицы В: 

k 

= aj) ; + а;262 |; +... Ain Oy = >. а: Б,; Ci 

Принято обозначение С = АВ. 
Рассмотрим частный случай произведения матриц. Пусть даны матрица-строка 

by 
Ayn = (а 1A, ) и матрица-столбец В, -? . Матрица С=АВ имеет размер 

п 

Г? 

(a, Ay) [ = (ab t+...+a,b,) -[ a0} 
п 

1х1, причем её элемент с, =аб +а>6, +...+а6, = ab ИЛИ 
— 

Пример 2.1. Найти произведение матрицы-строки A = (V2 0 -—3) 
Г 

на матрицу-столбец В= (172 И, 1) 

> AB=(1/2 0 3)(¥?)=08-2+0-ne-9-)=(-1)-4 
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Правило для вычисления произведения матриц схематично проиллюстриро- 

вано на рис. 2.1. 

J 
Г J 

У 

А В С 

Рис. 2.1. К определению произведения матриц 

Замечание 2.1. При умножении матриц обычно говорят, что элемент с 

матрицы С = AB , находящийся в 1-Й строке и в /-м столбце является «произве- 
дением 1-й строки мат-рицы A и /-го столбца матрицы В». 

Пример 2.2. Даны матрицы A, В из примера 2.1, а также матрицы 

_{1 2 fl 2 ТО -1 й 
c=( i} p-(} 3] И Е 20 ) Установить, для каких матриц опре 

делена операция умножения, и найти эти произведения. 
» Имеем: Aixa, Baxi, C22, Юэ», Е›хз. Сравнивая размеры данных матриц, 

убеждаемся, что определены следующие произведения: AB, CD, DC, CF, DF. 

Произведение АВ было найдено в примере 2.1. 

в 2. J2-0 2-63) [2 032 
ВА=| п (2 0 -3)= п./2 1-0 п: (-3) |= nJ2 0 —3n 

1 1/2 1.0 1-(-3) J2 0 -3 

cr = (| 2) (1 = (1:12 1.0+2.2 02-0) = ( 41). 
34]\32 0 3.1+4.3 3.0+4.2 3-(-1)+4-0 158 —3 

Произведение DF найдите самостоятельно. «® 

Замечание 2.2. Как видно из примера 2.2, при перестановке матриц резуль- 
тат умножения может получиться различным (сравните АВ и BA, CD и DC). 
Кроме того, легко заметить, что хотя определено произведение CF, произведе- 

ние РС не определено. В общем случае свойство коммутативности при умно- 
жении матриц не имеет места. 

Определение 2.2. Матрицы A и В, для которых АВ = BA, называются ком- 
мутирующими. 

Чтобы матрицы были коммутирующими, необходимо, чтобы они были 
квадратными матрицами одинакового порядка, однако, как показывают приве- 
дённые выше примеры, это условие не является достаточным, так матрицы С и 
D из примера 2.2 не коммутируют. 
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Пример 2.3. Показать, что матрицы А= (3 4) н В= (3 6] коммутируют. 

> AB=(1 nt = 6 -( 56} 
3 46 6) \3-0+4.6 3.4+4.6) \24 36 

BA=(6 НЕ аа В: se} 
6 6A\3 4) \6:1+6:3 6.2+6.4) \24 36 

т.е. АВ = BA, значит, матрицы A и В коммутируют. < 

Свойства действия умножения матриц 

1. (AB)C=A(BC) (ассоциативность умножения). 
2. (^А)В=А(АВ)=ААВ). 

3. (А+ A2)B=A1B +A2B. 

4. A(B\+ В>)=АВ\! +АВ.. 

Если матрица А имеет размер xn, то равенство Ё„.А = AF, = А справедливо 

только, если Ein, Ay единичные матрицы 71-го и п-го порядка. 

Все перечисленные свойства трактуются таким образом, что если одна из 

частей равенства имеет смысл, то имеет смысл и другая, и они равны. 

Замечание 2.3. Для квадратных матриц можно определить возведение в сте- 

пень с натуральным показателем, сведя это действие к поизведению равных 

матриц. 

Теорема 2.1. Если A u В — квадратные матрицы я-го порядка, то 

detAB = detA-detB. (2.1) 

$ 3. Операция транспонирования матриц и её свойства 

Определение 3.1. Если в матрице A размера тхя заменить строки на столб- 

цы, то получится матрица размера 1x, называемая транспонированной по от- 
ношению к матрице А. 

Транспонированная матрица обозначается A’, таким образом, если 

[аа а ay, аа а - аш) 
A= Я> 1 Ay a Ay), , TO АТ — “2 а ° ° Чи? | 

\ Чт Ч > °° Any) ‘Ч, ay Ann) 6 

Пример 3.1. Дана матрица А=(} 0 т Найти матрицу A’. 

(1 V7 
» Имеем A’=|-5 0 |. < 

п 2 

Диагональная матрица совпадает со своей транспонированной. Для двух 

матриц A и А’ всегда определена операция умножения. 

Замечание 3.1. Для операции транспонирования матриц справедливы следу- 

ющие Соотношения: 

1. (АТТА. 2. (А+В)Т=АТ+ВТ, 3. (АА)Т-ХАТ, 4. (АВУГ=ВТАТ. 
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$ 4. Обратная матрица 

Определение 4.1. Пусть А — квадратная матрица порядка п. Квадратная 

матрица В называется обратной для матрицы A, если АВ = ВА. 

Для матрицы, обратной к матрице A, принято обозначение A. 

Определение 4.2. Квадратная матрица А называется невырожденной (не- 

особенной), если де # 0. В противном случае матрица А называется вырож- 
денной (особенной). 

Теорема 4.1 (о существовании и единствениости обратной матрицы). 
Всякая невырожденная квадратная матрица A л-го порядка имеет единственную 
обратную матрицу А-', для которой справедливо равенство 

(A | A, —_ A, ) 
_ 1 |4, A, .. A 1— |442 4122 2 |, 4.1 

A det A . . . . ( ) 

\A,,, A,, _ A, ) 

где А; — алгебраические дополнения элементов ау матрицы A. 

(Ay, Ах --. A, 

Определение 4.3. Матрица Ay Ар ^^ Ар | из правой части соотноше- 

LA, Ay, —_ А, у 

ния (4.1) называется присоединённой по отношению к матрице А и обозначает- 
ся А“. 

Формулу (4.1) можно переписать в виде A!= Е 7 AY. 
е 

Замечание 4.1. Вырожденная матрица не имеет обратной. 

10 2 
Пример 4.1. Найти матрицу, обратную к матрице A (7 ; q , 

> det4 =—5 = 0- матрица A неособенная и имеет обратную. Вычислим ал- 
гебраические дополнения её элементов. 

ест 953, ое Зы я 2-6, 
АСОИ Ч, an =|] ЗЕ, Aad в =-2. 

_ _ 1 0 _- 
Аз=(-1 i! =-4, 43=CI4]y И, = 93. 

Обратной матрицей является матрица 

] A, A, Ay 13 2 - 
= А» 4» Ay = 1 1 -2|. 

Аз Ay 4 
Сделаем проверку. Покажем, например, что A!A = Е. 

4 113 2 -6\/ 1 0 2 1f/- 0 0 100 
АА =-- 1 -1 —2]/-1 3 01=-0 -5 0=0 1 O|=£.<4 

S\-4 1 3}, 1 1 1 50 0 -5 0 0 1 
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Свойства обратной матрицы 

1. det А“! = (4е4)-'. 2. (АВ)! = ВИА. 3.(АИ= А. 4. (АГ) = (47), 

$ 5. Понятие о ранге матрицы. Ранг ступенчатой матрицы 

Определение 5.1. Минором МЕ матрицы А разме ра mxn (К < шш(т, п) назы- 
вается определитель k-ro порядка, составленный из элементов этой матрицы, 
находящихся на пересечении любых её k строк с любыми К столбцами. 

2013 .. 
Пример 5.1. Дана матрица = 1 —1 3} Определить число её MHHO- 

24 3 

ров 2-го порядка и найти какой-нибудь один из них. 

» Матрица A имеет несколько миноров данного порядка (определение 5.1). 

Число N миноров 2-го порядка M2 равно N= №№, Ni — число способов, кото- 

рыми можно выбрать 2 строки из трёх, а № — число способов, которыми можно 
выбрать 2 столбца из четырёх. Так как Ni=3, №=6, то № = 18. Одним из миноров 

13 
Мо будет определитель М, = 1 2 =5, составленный из элементов матрицы 

А, находящихся на пересечении её |-й и 2-й строк с 3-м и 4-м столбцами. < 
Определение 5.2. Базисным минором матрицы А размера mx называется 

любой её минор порядка г (7 < шш(т, п)), если он отличен от нуля, а все мино- 

ры порядка (7+1) либо равны нулю, либо не существуют. Порядок г базисного 

минора называется рангом матрицы A, а её строки и столбцы, входящие в ба- 
зисный минор, называются базисными. 

Ранг нулевой матрицы принимается равным нулю. 

Для ранга матрицы A приняты обозначения rangA, (А). 
Пример 5.2. Найти ранг матрицы A из примера 5.1. 

> Ранг матрицы A равен 3, так как у нее есть минор МЗ 0, 

20110 2-1 
M,=|-1 1 -1Е-Е 1 -1= 

02410 2 4 

а миноров 4-го порядка она не имеет. < 

2 И 5 4|=1020, 

Пример 5.3. Найти rang A, если ==} 0 a) 
4 -1 -l 

> М, = Ё 0 =-140=>rangA2>2. Данная матрица имеет только один 

О-о -l 
минор 3-го порядка: М. =3 -1 0|=0 -1 3|=05тапе А=2. < 

р р а lo -1 3 
Teopema 5.1. Ранг ступенчатой матрицы равен числу её ненулевых строк. 

1-0 2 1 

Пример 5.4. Найти rangd,ecnu A=|) 6 7 4 91. 
3 

0 0 0 0 0 

» Матрица A — ступенчатая (см. определение 1.6, гл. 1), у Hee три ненуле- 

вые строки, поэтому ее ранг, в силу теоремы 5.1, равен 3. <4 
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Можно доказать [1], что при элементарных преобразованиях над матрицей 

ранг не изменяется, т. е. ранг полученной матрицы равен рангу исходной. Это 
утверждение вместе с теоремой 5.1 положено в основу вычисления ранга мат- 

рицы методом элементарных преобразований, при этом матрицу A преобразуют 
к ступенчатой форме 41. Такая операция всегда возможна согласно теореме 1.2 

гл. 1. Ранг A; определяется по теореме 5.1, а ранг матрицы A получают из pa- 

венства rang. A = rang. A}. 
Пример 5.5. Методом элементарных преобразований найти rangA, если 

> Выполним следующие элементарные преобразования: 
1) переставим 1-ю и 2-ю строки, после чего из 4-й строки вычтем 1-ю, а из 2-й 

11-1 
— 1-ю, умноженную на 2, получим A> о > 1 4 

0 0 0 3 #1 

2) переставим 2-ю и 3-ю строки, затем из 3-й строки вычтем 2-10, умноженную 

на 2, в полученной матрице переставим 3-ю и 4-ю строки: 

vers 
A>10 0 0 3 1/ 

00 0 6 2 

11-30 
3) из 4-й строки вычтем 3-ю, умноженную на 2, А АО а 7 4 . 

00 0 0 0 

Поскольку A) — ступенчатая матрица, имеющая три ненулевых строки, 

то по теореме 5.1 гапо А! = 3. Но тогда rangA = гап? А! = 3. 9 

$ 6. Линейная зависимость и независимость системы 

матриц-строк (столбцов). Теорема о базисном миноре 

Рассмотрим матрицу A размера тхл: 

(ay, Ay A, ) 
А=| G21 422 °7° Gan 

\ Чт Ana -* "Я ) 

Любую такую матрицу можно считать образованной из системы тт матриц- 

строк длины п или из системы и матриц-столбцов длины т. Элементы системы 

матриц-строк или матриц столбцов будем называть арифметическими векто- 

рами или векторами и обозначать X. Для элемента системы матриц-строк 

х, = (а, 4,.,.--,4,,),4=1,2,....n. Для элемента системы  матриц-столбцов 

х, = (а, а ,›... аи)’, J=1,2,....m. Введем для этих систем понятия линейной 

зависиости и независимости. 
Определение 6.1. Линейной комбинацией К матриц-строк (столбцов) назы- 

вается строка (столбец), равная сумме произведений данных матриц-строк на 
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произвольные вещественные числа №, Az, ..., Ax. 

Для линейной комбинации A матриц-строк X,,...,%, можно записать равен- 

ство 
A,X, +... №, =X. (6.1) 

Определение 6.2. Линейная комбинация А матриц-строк (столбцов) называ- 
ется нетривиальной, если не все числа Л, 1=1,..., К, равны нулю, т. е. 

МА. +...+А; >0. Если все Л; =0,7 = 1, 2, ..., А, то линейная комбинация 

(6.1) называется тривиальнои. 
Заметим, что тривиальная линейная комбинация любых К матриц-строк 

(столбцов) является нуль-строкой (столбцом). Действительно, 

0.х, +0-> +...+0-х, =0, 0 = (0,0,...,0). 
Определение 6.3. Система матриц-строк (столбцов) называются линейно за- 

висимой, если существует их нетривиальная линейная комбинация, равная 
нуль-матрице, иначе данная система называется линейно независимой. 

Итак, для линейно зависимых векторов имеет место равенство 

A,X, +...+ Ах, =0 (6.2) 

при некоторых Aj, Az, ... Ax, удовлетворяющих условию № + ^^ +... + №. >0, а 

для линейно независимых векторов равенство (6.2) справедливо только при А = 

=А2 =... == 0. 
Теорема 6.1 (необходимое и достаточное условие линейной зависимости 

системы матриц-строк (столбцов)). Система матриц-строк (столбцов) линейно 
зависима тогда и только тогда, когда хотя бы одна из строк (один из столбцов) 

является линейной комбинацией всех остальных. 

> Утверждение «данные арифметические векторы Х/,...,Х, линейно зависи- 

мы» означает, что в равенстве (6.2) не все Aj = 0,7 = 1,2, ... , К.. Для определен- 

ности предположим, что Ах # 0. После деления обеих частей равенства (6.2) на 

(—-№«) оно преобразуется к виду 

OX, +0.Х, +... + —X, =0 (6.3) 

или 

Хх, =O,X, $O,X, +...+ 9, (6.4) 

где aj=—Aj/y, i = 1, 2, ...,k — 1. Итак, показано, что вектор X, является линей- 

ной комбинацией векторов X],X9,...,X,_]. 

Наоборот, если имеет место равенство (6.4) и, следовательно, эквивалентное 

ему равенство (6.3), заключаем, что в этом случае система векторов Х|,Х2...., Ху 

линейно зависима в силу определения 1.5, ибо левая часть (6.3) представляет из 
себя нетривиальную линейную комбинацию этих векторов (коэффициент при 
xX; в (6.4) равен (-1)=0). < 

Связь между максимально возможным числом линейно независимых эле- 
ментов в этих системах и рангом матрицы А устанавливается нижеследующей 
теоремой. 
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Теорема 6.2 (теорема о базисном миноре). Любая строка (столбец) прямо- 

угольной матрицы А является линейной комбинацией её базисных строк 

(столбцов). 

Глава 3. Общая теория линейных систем 

$ 1. Крамеровские системы линейных уравнений 

1. Матричная форма записи системы линейных уравнений. Пусть дана 

система из т линейных уравнений с п неизвестными хи, X2, ..., Хи: 

Brit dak +. ых, mi 

(1.1) 

Xy+...+4,,% -ь. 
men т Чи + An? 

С введением понятия матриц и операций над ними (см. разд. 1, гл. 2) появ- 
ляется возможность записать систему (1.1) в более компактном виде, а именно, 

в виде так называемого матричного уравнения. 
Сопоставим системе (1.1) следующие матрицы: 

а, ... а x b noses “In и СИ 
а’ а’ р xX — y" р В — Тр 

п °° min nn m 

A= 

Матрица A — это матрица коэффициентов системы (см. разд. 1, гл. 1, § 1), 
матрица Х называется столбуом неизвестных, а матрица В — столбуом свобод- 
ных членов. Вычислим произведение матриц A их: 

X Ч eee a, x, a, 1%) +.. -+4,,%,, :1 2 

АХ=| И и ts ||. (1.2) 
а а А Чи +. „+ Ч, n x ml *** mn n 

п 

Элементы столбца из правой части (1.2) — левые части уравнений системы 
(1.1). Используя определение равенства двух матриц (определение 1.1, гл. 2), 

перепишем эту систему в виде 

ах, +...+а)х, b, 

ax +..+a,x b 
my? mane hn m 

Заменяя в последнем соотношении его левую часть в силу (1.2) Ha АХ, a правую 
— на В, приходим к соотношению 

АХ = В. (1.3) 
Равенство (1.3) называется матричным уравнением, соответствующим си- 

стеме (1.1). Решением матричного уравнения (1.3) называется столбец Х, при 
подстановке в это уравнение обращающий его в матричное тождество. Решение 
матричного уравнения (1.3) эквивалентно решению системы (1.1). 

2. Крамеровские системы. Теорема Крамера. Рассмотрим систему из п 

уравнений с п неизвестными XI, X2, ..., Хи: 
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ам+а,5х5+...+арх, =, 

р 21, Е а››№ +. .. FQ, X, =b,, (1.4) 

Ч“ + Я 2^> +... GinXy — b,,. 

Система (1.4) называется квадратной. Матрица А этой системы — квадрат- 

Ч... Ay, 

Ч ee Gin 

Определитель матрицы А называется главным определителем системы и 

ная матрица л-го порядка, A -| 

Ay) ++ 
a’ 

Ч 
a’ 

п *** mn 

обозначается A. Таким образом, A = detd = 

Наряду с главным определителем системы A рассмотрим так называемые 
вспомогательные определители А, i = 1, 2,..., п, которые получаются из глав- 
ного путём замены его 1-го столбца на столбец свободных членов: 

Ay Ay В ам ^^ Ny 
А. = 

} 
=... sn. 

Qn) ee Ч; b, Qy i+ “se Qn 

Теорема 1.1 (теорема Крамера). Если главный определитель A системы 

(1.4) отличен от нуля, то эта система имеет единственное решение, определяе- 

мое равенствами 
x; = АМА, i =1, 2, ..., 7 (1.5) 

Равенства (1.5) называются формулами Крамера, а система (1.4) при А # 0 

называется крамеровской системои. 
Пример 1.1. Используя формулы Крамера, решить систему 

х+22=8, 
—x+3y=—5, 
х+у+2=4. 

» Для отыскания решения системы по формулам (1.5) вычислим главный 

определитель системы A и вспомогательные определители Ax, A,, A-, получаю- 
щиеся из А путем замены его первого, второго и третьего столбцов соответ- 
ственно на столбец свободных членов: 

1 0 2/|1 0 2 
A=|-1 3 0=0 3 2 |= 2=-3-2=-5, тит 
802 А,=|-5 3 0|=8); +2 #]=8-3+2-5-12)=-10, 

1 8 2 
л,=-1 -5 0521 + Bl-2-4+5)+(-5+8)=5 

1 0 8 $ 5-13 А.=|-1 3 —5 -| м =12+5+8С1-3 =—15. |S pr 4 т 1 (-1-3) 

Теперь находим решение системы по формулам (1.5): 
x=A,/A=2, у=А,/Д=-Ь z=A_/A=3.< 

Замечание 1.1. При доказательстве теоремы Крамера [7] излагается метод 
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обратной матрицы, позволяющий выразить решение крамеровской системы в 

матричной форме: 
Х =А\В, (1.6) 

где А! матрица, обратная к матрице системы A, а В — столбец свободных чле- 

HOB. 
Пример 1.2. Используя матричную форму записи, решить систему ypaBHe- 

ний из примера 1.1. 
> Пусть A — матрица системы, В — столбец свободных членов, а Х-— столбец 

из неизвестных: А= . , B= 3 ‚К = y . Рассматриваемой системе 
2 

соответствует уравнение (1.3), где матрицы А и В имеют указанный смысл. 

Матрица A имеет обратную (см. пр. 4.1 гл. 2), А-! = -= 1 “1 2 . С помощью 

(1.6) найдём решение системы: Х=А"В= 
1 32 —6\8 1 3.842. (-5) + (-6)-4 1 —10 2 

=== 1 -1 -2 | -5|=-=11.8+(-0. (-5) + (-2).:4|=-=| 5 |= -1|. 
5-4 -1 3 )l 4 5| —4.8+(-1). (-5)+3-4 {-15} [3 

Итак, система имеет единственное решениех = 2, у=-1,2=3. < 

Замечание 1.2. Таким образом, систему уравнений с квадратной неособен- 
ной матрицей (крамеровскую систему) можно решать тремя способами: мето- 

дом Гаусса, по формулам Крамера, методом обратной матрицы.по формуле 
(1.6) настоящего параграфа). 

$ 2. Решение произвольных систем линейных уравнений 

1. Векторная форма записи системы линейных уравнений. Теорема 

Кронекера — Капелли. Выше рассматривались, в основном, квадратные систе- 

мы линейных уравнений, число неизвестных в которых совпадает с числом 

уравнений. Здесь исследуются системы, в которых число линейных уравнений 

и число неизвестных произвольны. Такие системы будем называть произволь- 

ными системами линейных уравнений. 

Пусть дана система из 71 линейных уравнений с п неизвестными хи, X2, ..., Хи: 
4 

a, 1%] + Aj 5X5 +.. „Нах, =В, 

4 Ay |X, +а>5^ 4. . +a,,X,, =b,, (2 1) 

res | + Я 2-Х +... Я пи = bys 

где т и п — произвольные натуральные числа. Через A и А* обозначим матрицу 

коэффициентов системы и ее расширенную матрицу, 

A= ayy 
а: 

| 

. a a,, .. ab In 14* __ 11 |1 1 
woe а’ 5 4 — а’ ® а ® ® (2.2) 

mi mm ! пи *** mn an 

Столбцы матрицы А” будем считать арифметическми векторами и обозна- 
чать: 
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т; р T ‚1=1,2,...п, b=(6,5,...b,) . 

Согласно правилам действий с матрицами и определению равных матриц 

система (2.1) записывается так: 

a, = (а, а,,...а 
т 

a) Ч > Ч р 
Ч |x +] 922 Ix, +...+| @2 [x =| 9? 
а» а а р 

m2 yin m 

или, используя вышевведенные векторы, в виде: 

ха, +...+х,а, =b. (2.3) „Я 
Равенство (2.3) называется векторным видом системы (2.1). 

Теорема 2.1 (теорема Кронекера — Капелли, Кронекер Л. — немецкий мате- 

матик (1823 — 1891), Капелли А. — итальянский математик (1855 — 1910)). Для 
того, чтобы система (2.1) была совместной, необходимо и достаточно, чтобы 
ранг матрицы A системы (2.1) был равен рангу расширенной матрицы A* этой 
системы: rangA = rangA*. 

> Испоьзуем векторный вид (2.3) системы (2.1), где под а,,..., а, понима- 

ются столбцы матрицы А коэффицентов системы, а под р — столбец свободных 
членов. 

Предположим, что система (2.1) совместна, т. е. имеет хотя бы одно реше- 

ниех! = 01, ..., Xn = OG». Подставим это решение в (2.3): 

аа, +...+0,а, =ЁБ. (2.4) 
пон 

Последнее равенство означает, что столбец b является линейной комбинацией 

стоблцов матрицы A и, следовательно, rangA = rangA*. 
Если ранги матриц A и А* совпадают, то базисный минор матрицы A одно- 

временно является и базисным минором ее расширенной матрицы A*. Поэтому 

вектор р (столбец свободных членов) есть линейная комбинация базисных 
столцов матрицы A* (теорема 6.2, гл. 2). Тогда найдутся числа оц, ..., 0 , не все 

равные нулю, такие что будет выполняться равенство (2.4), а это и означает, что 

X1 =, ..., Xn = Oy — рещение данной системы. << 

Следствие из теоремы 2.1. Если rangA # rangA*, To система (2.1) несов- 
местна. 

Замечание 2.1. Теорема Кронекера — Капелли является так называемой тео- 

ремой существования, т. е. она гарантирует существование решения системы 
(2.1) при выполнении её условия, но не дает способа отыскания этого решения. 
Заметим, однако, что следствие из нее позволяет установить несовместность 
данной системы линейных уравнений. 

2. Решение систем линейных уравнений методом Кронекера — Капелли. 

Выполнив конечное число элементарных преобразований, матрицу A* всегда 

можно привести к ступенчатой матрице A; (теорема 1.2 гл. 1): 
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/ , / / / / 

(ay Ayn Ay Apa °° Чи by \ 
О Ay --- Ary Aa p44 Gon 62 

ОО --. а, Я. +1 **° и , 
* — › t 

A* > Aj 00-0 0 + DO Ba (2.5) 

0 0 0 0 -- D O 

(0 O-- 0 0-00) 

Можно считать, что ни один из элементов а’,,..., a’, матрицы А!” не равен 

нулю, в противном случае этого можно добиться перестановкой столбцов мат- 
рицы A”, изменив при этом нумерацию неизвестных. 

В силу теоремы 1.1 гл. 1 система уравнеий, соответсвующая матрице A, 

равносильна системе (2.1). 

Первые и столбцов матрицы Аг’ соответствуют матрице А! получа-ющейся 

при указанных преобразованиях из матрицы A. При г < т матрица 4, имеет г 

ненулевых строк, а в матрице Аг’ число таких строк равно (7+ 1) или г, в зави- 
симости от величины её элемента ь’.,. При г = т число ненулевых строк в мат- 

рицах А! и А!’ одинаково и равно г’. 
Случай 1. 7 <m, b/,, #0. Число ненулевых строк в матрицах 4, и А! раз- 

лично и равно ги (г + 1) соответственно. В силу теоремы 6.2 гл. 2 ранги матриц 

A, и Ai не совпадают и по теореме Кронекера — Капелли система (2.1) несов- 

местна. 

- 2x, +3х.—-2х. =], 

Пример 2.1. Решить систему уравнений ‹х-—х,+х,=0, 
3x, + 2x, 7X3 =?. 

» Рассмотрим расширенную матрицу этой системы 

2 3 -2/1 
A*=|1 -—1 1 | 0 

32—12 

Первые три столбца этой матрицы образуют матрицу А — матрицу коэффи- 

циентов системы. Подвергнем A* следующим элементарным преобразованиям. 
Переставим 1-ю и 2-ю строки, затем последовательно умножим 1-10 строку на 

(—2) и на (—3) и сложим со 2-й и 3-строками, после чего из 3-й строки вычтем 

2-ю: 

Г ГО 1-го 
4—2 3 -211|->50 5 -41>0 5 —1|=А.. 

32-112 0 5 -4}2 0001 

Матрица A при этом преобразуется в матрицу A1, составленную из первых 
трёх столбцов матрицы А!”. Матрица А!” имеет 3 ненулевых строки, поэтому её 

рангравен 3. У матрицы А! только две ненулевых строки её ранг равен 2. Итак, 
rangA, # гапоА,”. В соответствии со следствием из теоремы Кронекера — Капел- 

ли заключаем, что система несовместна. < 

Случай 2. r < m, В’, =0 или Г = Ш. Число ненулевых строк в матрицах 

Ai 4 А! одинаково и равно г. В силу теоремы Кронекера — Капелли система (2.1) 

является совместной, определенной или неопределенной. 
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В этом случае матрице Аг’ сопоставляется следующая система: 
fr , , , р аи 
а + а1›Х2 +...+ арх, FAY pap Xpgy FoF A,X, =D, 

/ / / / / 

аэ>Хо +... + ах, + а ныхьы +...+ ах, = by, 
(2.6) 

| а,„х, + а, НХ, +... Din Xy = by, 

равносильная системе (2.1), в силу теоремы 1.1 из главы 1. 
Система (2.6) (а следовательно, и система (2.1)) будет иметь различное чис- 

ло решений в зависимости от соотношения между числами г и п. 
1). Пусть г = я. Система (2.4) имеет вид 

г/ / / / 

Qy |X + а1-Х› +...+аих, =, 
/ / / 

Я5>Х>5 +... Q5,X), = Ь., 

(2.7) 

, 
a | nn 

и является крамеровской (она квадратная и ее определитель A #0), 
, , 

Ч Ч > eee a 

, 

Xx, =5,. 

0 as, -.. @5 soe , 
A= ~ "|= 4),4,,°..°a,, #0. (2.8) 

00 ..a 

Система (2.7) имеет единственное решение, которое можно найти по форму- 
лам Крамера (1.5), но естественнее и проще выполнить обратный ход метода 
Гаусса, при этом сначала из последнего уравнения системы (2.7) находят 

x, = b’ /а’, › Потом из предпоследнего уравнения находят х„-! после подстановки 

в него найденного значения х,„. Аналогичные операции производят до Tex пор, 
пока из первого уравнения не будет найдено х!. 

А —2х, +X =—4, 

`. 

> Выпишем расширенную матрицу этой системы: 

Пример 2.2. Решить систему уравнений - 

т Li? ra —3 1 
“= “2 11-4 

4 -2 =! 1 
и подвергнем её элементарным преобразованиям. Умножим первую строку на 

числа 2, |, 4 и вычтем её последовательно из второй, третьей и четвёртой строк, 

после чего поменяем местами вторую и третью строки: 

а 0-62 * —) ! — Г — 

> 0 1 01-210 3 -5!11 
0 2 -5:9}) [0 2 -5!9 

Умножим теперь вторую строку на числа 3, 2 и сложим её последовательно 

с третьей и четвёртой строками, получим: 
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—2 | 
| 

й 0 -l 031-2 
AQ 0 -5! 5 

0 0 -51 5 
Наконец, умножим вторую строку Ha (—1), третью строку вычтем из четвёртой, 
после чего умножим третью строку на (—1/5), получим 

67 ole ж * | 

АО 0 1! -] 
0 0 0! 0 

XX, +2, =-2, 
Матрице A; соответствует система Хх, =2, которая является кра- 

о oe Cw) | —] | 

меровской, так как её главный определитель A=|0 1 0|[=1=0. Она имеет 
0 0 1 

единственное решение х! = 1, х2= 1, хз= -1. < 

2). Пусть г < п. Перенесём члены с неизвестными Xr+1, ..., Xn правые части 

уравнений системы (2.6), получим 
гл / / / / / 

Ay, Xy + а12х> +...+ ах, = Dy —а ых. =... — ашХь» 
/ / / / / 

@2>Х. +... а>,х, = b, — 22 pair ray Toe 7 GanX ns 
‹ (2.9) 

^ _. = р’ , , 
| yy Xp = Dp — Ay Хин Toe 7 Qin Xy- 

Относительно неизвестных X1, ..., Х, система (2.9) является крамеровской 
(число её уравнений равно числу неизвестных, и её определитель А отличен от 

нуля (см. (2.8)). Поэтому из системы (2.9) можно единственным образом выра- 

зить неизвестные хи, ..., х; через неизвестные X;+1, ..., х» По формулам Крамера 
или осуществив обратный ход метода Гаусса: 

x, =B, +04 1х, +--+ 0), X,> 
] № =В. +05,X,4) +...+05 „_„Х„» (2.10) 

x, =B, + ох, Fe FO Nye 

Числа Bi, a7, {= 1,..., rj= 1,..., n—r получаются в результате арифметиче- 

ских операций над коэффициентами а'к, i= 1,..., r, k= 1,..., n, и свободны- 

ми членами Б', i=1, ..., г, системы (2.9) в процессе вычислений. Для них 

можно записать и явные выражения в виде: 
B,=A,/A, a,=—A,/A, =]... К, f=Hl..yacr, (2.11) 

где Ai, Aj — определители, полученные из А путём замены его 1-го столбца на 

столбцы (dy, ... 5)” и (а, ..., yy )', ]=Ь....п-к. Равенства (2.11) являются 

следствием формул Крамера и свойств определителей. 

В равенствах (2.10) неизвестные X41, ... , YX, принимают произвольные зна- 

чения, поэтому их называют свободными неизвестными, а неизвестные X1,...,X; 
— базисными. Используя для свободных неизвестных традиционные обозначе- 
ния х-н= Ст, хе = Со, ..., Хи= С, , перепишем (2.10) в виде 
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‚ 

м =В, + QO, IC, +...+O),.C; Г 

x, =B,+0,,C, +...+ Ob „_„С 
n-r? 

9X, =B,+O,0,+...+0,,.C., (2.12) 
х.н=С ЕВ, 

| = C,,--€ В. 

При частных значениях C,,C,,...,C,_, правые части равенств (2.12) опреде- 

ляют все решения системы (2.1). 
Определение 2.1. Совокупность правых частей системы равенств (2.12) 

называется общим решением системы (2.1). 

хх, +X; -— xX, =2, 
2X, —х, + 4x, — 3x, =5, 
3x, — 2x, + 5x, — 4х, =7, 

х› +2. —х, =. 

Пример 2.3. Найти все решения системы ‹ 

> Выпишем расширенную матрицу системы 
1 -1 1 |2 

4*=|2 -1 4 -3 |5 
3-25 -4|7| 
O 1 2 -1]1 

Подвергнем матрицу A* элементарным преобразованиям. Умножим первую 
строку на числа (-2) и (-3) и сложим последовательно со второй и третьей 
строкой, получим 

N
h
e
 

| 
—
 

p
t
 
p
t
 

pe
e 

[A
D | 

* 0 
A’ >| 9 

0 

Вычтем теперь вторую строку из третьей и четвертой: 

0 1 2 1/1 
Ао 0 0 0 lo} 

00000 
(м-№+мж-жм=2 

Матрице A; соответствует следующая система: 4° | Oy x, =] ? 

равносильная данной. Неизвестные х,х примем за базисные, а неизвестные хз, 

x4 — за свободные. Перенесём члены со свободными неизвестными в правые ча- 

сти уравнений последней системы: 

X) — Xy = 2— Xz + Xy, 
> — ] — 2X3 + X43. 

Отсюда имеем 

ж=2-лх, +х, +х, =3- 3x, + 2х.. 

Приняв обозначения х, = С.Е В, х, = С, е В , Получаем совокупность всех реше- 

ний данной системы в виде 
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(x, =3—3C, +2С, 
xX, =1-2C, +C,, 

1x3 =СЕВ, < 

[№4 = CLE В. 

Замечание 2.2. Здесь под В понимается множество всех вещественных чи- 

сел (см. разд. 4, гл. 1, § 1). 
Резюмируя вышеизложенное, заключаем, что при решении произвольной 

системы линейных уравнений (т. е. системы (2.1)) реализуется один из следу- 
ющих случаев. 

1) Система (2.1) не имеет решений (T. е. является несовместной), если не 
совпадает число ненулевых строк в матрицах д, и А!, полученных в результате 

приведения матрицы системы A и её расширенной матрицы A* к ступенчатой 

форме. 
2) Система (2.1) имеет единственное решение (т. е. является совместной и 

определённой), если число ненулевых строк в матрицах 4, и A; одинаково и 

равно числу неизвестных. В этом случае система (2.1) крамеровская или равно- 

сильна такой системе. 

3) Система (2.1) имеет бесчисленное множество решений (т. е. является 
совместной и неопределённой), если число ненулевых строк в матрицах 4, и A 

одинаково и меньше числа неизвестных. 
Замечание 2.2. Множество решений системы (2.1) может быть либо пу- 

стым, либо состоять из одного элемента, либо быть бесконечным. Оно не может 

состоять из одного, двух, трёх и т. д. элементов. 
Пример 2.4. Дана система линейных уравнений 

При каких значениях параметра A она: а) не имеет решений? 6) имеет един- 
ственное решение? в) имеет бесчисленное множество решений? 

» Рассмотрим матрицы 

2 1 ] ^.-2 1 111 
А= 1 A2 | и A*=| | л,—2 111 

1 1 Л2 | | ^.-211 

Для приведения матрицы 4* (и тем самым матрицы A) к ступенчатой форме 

A} выполним над 4* следующие элементарные преобразования. 

1. Переставим местами первую и третью сроки: 

l 
А 1 A-2 1 | 

A-2 | 1 j1 

2. Последовательно вычтем из второй строки первую и из третьей — первую, 

умноженную на (A - 2), получим: 

| 4-2 (| ] 
А*—|0 A-3 3—А, 1 QO |. 

0 3-A -—^?+4^-3 | 3—А, 
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3. К третьей строке прибавим вторую, имеем 

] I A-2 ; | 
A*>Aj=|0 ^-3 3-A_ ! 0 

0 O -A+3A 1 3-A 

] I A-2 
и, следовательно, AA =|0 A-3 3-A_ |. 

0 O -H+3A 

При —22+3+0 (то есть A#0, 4 #3) матрицы д, и А! имеют по три ненуле- 

вых строки, причем число ненулевых строк совпадает с числом неизвестных в 
системе. Таким образом, в этом случае рассматриваемая система является кра- 

меровской и имеет единственное решение. 

1 1—2 11-2 1 
При л=0 А=|0 -3 З|и 14!'=0 -3 3 0. Число ненулевых строк в 

0 0 0 0 0 O 3 

матрицах д, и A; различно, при 7 =0 система не имеет решений. 

1 1 J 1 1 1 | 
При ^ =3 имеем А=|0 0 O| uw Aj=|0 000 

0 0 0 0 0 0 0 

Число ненулевых строк в матрицах 4, и A; одинаково, OHO меньше числа неиз- 

вестных в системе. Система имеет бесчисленное множество решений. 
Ответ: а) 1 =0; 6) AAO, A#3; в) A=3.<4 

Замечание 2.3. Число ненулевых строк в матрицах A, и А! совпадает с их 

рангами (разд.1, гл.2, $ 5) и, как было отмечено в $ 5 гл. 2, справедливы равен- 

ства rang Ai=rang Aj=rang A*, поэтому приведённое выше резюме о числе ре- 

шений системы (2.1) можно перефразировать следующим образом: 
1) если rang A# rang А*, то система (2.1) несовместна; 

2) если rang A=rang A*=r ur = п, то система (2.1) имеет единственное pe- 

шение; 

3) если rang A=rang A*=r иг < п, то система (2.1) имеет бесчисленное 

множество решений. 
Замечание 2.4. Система (2.1) называется однородной, если все ее свободные 

члены бт, b2,... , bmn равны нулю. Однородная система линейных уравнений все- 
гда совместна, ибо при любых значениях её коэффициентов она всегда имеет 

так называемое нулевое (или тривиальное) решение х! =...= Xn = 0. Решение си- 
стемы (2.1), не совпадающее с тривиальным, называется ненулевым. Если одно- 
родная система является крамеровской или равносильна такой системе, то ее 
нулевое решение единственно. В противном случае наряду с нулевым она име- 
ет бесчисленное множество ненулевых решений. 

x, +2x,—x,=0, 
Пример 2.5. Дана система: 42x,—x,+3x,=0, Найти значения параметра В, 

3x, +Bx,+2x,=0. 

при которых: а) нулевое решение этой системы единственно; 
0) данная система имеет ненулевые решения. 

> Данная система является квадратной. Вычислим её главный определитель 
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Ответ; 

а) Нулевое решение x) = x2 = хз =0 единственно, если AZ#0. Это условие вы- 

полняется в случае B41. 
6) Поскольку система имеет ненулевые решения при Д=0, то для параметра 

В получаем условие В =1. <4 

$ 3. Модель межотраслевого баланса 

Модель межотраслевого баланса (МОБ) - это метод анализа межотрасле- 
вых связей с привлечением аппарата линейной алгебры был применен впервые 
в 30-х гг. ХХ в. лауреатом Нобелевской премии американским экономистом 

русского происхождения В. В. Леонтьевым (1906—1999) для изучения макро- 
структуры экономики США. Первый МОБ был опубликован в США в 1936 г. 

Пусть весь производственный сектор народного хозяйства разбит на п чи- 

стых отраслей. Чистая отрасль — это условное понятие — некоторая часть 

народного хозяйства, более или менее цельная (например, энергетика, машино- 
строение, сельское хозяйство ит. п.) [19]. 

Пусть x; - общий объем продукции 1-й отрасли (за данный промежуток 
времени, например за год, — валовой продукт 1-и отрасли). 

Пусть далее x — объем продукции 1-й отрасли, расходуемый в /-Й отрасли, yi 

— объём потребления продукции 1-й отрасли в непроизводственной сфере (вы- 

плата зарплаты и налогов, предпринимательская прибыль, инвестции и т. п.). 
Ясно, что 

х=Ух, +у.,1=12,......П. (3.1) 
=! 

Равенства (3.1) называют соотношениями баланса. 
Перейдем теперь к стоимостному межотраслевому балансу. Пусть 

а; = ху/х; — затраты продукции 1-Й отрасли, расходуемое на производство од- 
ной единицы продукции /-Й отрасли. Числа а; называются коэффициентами 
прямых затрат }-й отрасли и характеризуют технологию этой отрасли. Число 

xi / yi есть доля продукции 7-H отрасли, идущая на непроизводственное потреб- 
ление. Введем в рассмотрение матрицу 

(ay, 9 ^°° а» \ 
A= | 42 42 7 Gn (3.2) 

as, a>, —_ Ч 

Назовем эту матрицу матрицей прямых затрат. Ее элементы пределяются 
используемой технологией производства, которую будем на данном промежут- 

ке времени считать неизменной (эту матрицу называют также и технологиче- 
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ской матрицей). Таким образом, элементы матрицы А постоянны. Но тогда, 

предполагая. что материальные издержки пропорциональны объему выпускае- 
мой продукции (линейность используемой технологии), получаем 

Xj, = GX, 1,7 =12,.....п. (3.3) 

И соотношения баланса (3.1) принимают вид: 
Ш 

Xx; = oa, x, TY; , i=1,2, ...... И. (3.4) 
J=! 

Полагая X = (x, x5...x,)', Y=(y, у....у,)Г , равенства (3.4) запишем в мат- 

ричном виде: 
Х=АХ-У. (3.5) 

Равенство (3.5) называется уравнением Леонтьева. 

Замечание 3.1. Все элементы матриц АХ неотрицательны, что вытекает из их 
экономического смысла. 

Замечании 3.2. Y — это матрица-столбец, каждый элемент которой равен до- 

ходу отрасли, т. е. разности объема денежных средств, полученных от реализа- 
ции выпущенной продукции, и средств, затраченных на ее производство. Из 
(3.5) находим У = Х- АХ, или 

У = (Е - АХ. (3.6) 
Соотношения (3.5) и (3.6) позволяют прогнозировать цены на продуцию от- 

раслей и изменение цен вследствие изменений в одной (или нескольких) из от- 

раслей. Приведем несколько примеров (объемы выпуска продукции и доходы 
приведены в млн. рублей). 

Пример 3.1. Рассмотрим экономическую систему из 2 фирм. Пусть 

х= [199] — матрица выпуска продукции (за год) фирмами | и 2, 4403 bn 

матрица прямых затрат. Тогда доходы каждой фирмы описываются матрицей 

_y_ у [200\ — [0,2 0,4) [200\—/120 
Т=Л-АХ [100 (Е 4) (00) (30): 

Пример 3.2. Перед каждой из фирм | и 2 была поставлена задача повыше- 

ния прибыли, т. е. чтобы матрица доходов имела вид У = | ). Как нужно yBe- 

личить (изменить) обьем выпускаемой продукции фирмами | и 2 для достиже- 
ния такого результата? 

> Соотношение (3.5) разрешим относительно матрицы А: 

Х=(Е- А) "У. (3.7) 
Находим последовательно: 

_4z={1 0\ [0,2 0,4\=/ 0,8 —0,4 — д 5[(0,9 0,4 
в-4= [0 9 - |= |, Е-49"- [03 08) Teton 0 1 0,3 0,1] \-0,3 0,9 

(Е дут.у= 5[0,9 0,4) (180\_/(310 
Х=(Е-4) -7 3\ 0,3 03) | 60) (70): 

Замечание 3.3. Модель Леонтьева продуктивна (применима), если уравне- 
ние X = AX +У имеет неотрицательное решение для любой матрицы-столбца У, 

т. е. матрица A позволяет произвести любую неотрицательную матрицу дохо- 
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дов. Для этого необходимо и достаточно, чтобы матрица Е-А имела обратную, 

все элементы которой были бы неотрицательны. 

Пример 3.3. Будет ли матрица 4 =(0: о продуктивной? Нет, так как 

0,2 -0,3 
0,35 -—0,3 

100 
элементы матрицы (Е- A)! = | отрицательны. 

Глава 4. Задания для проверки качества усвоения 

раздела 1 

$ 1. Задачи для самостоятельной работы 

12 7 12 3 4 

1. Вычислите определители: а) |--1 2 -3|; 6) [3 4 — > 

07 4 4 3 2 -1 
2 2 3 0 7 3 

2. Пусть даны две матрицы: А=| 1 -1 0, В=| -1 2 -1|. 

-l 2 | 0 1 2 

Найдите матрицу С, удовлетворяющую уравнениям: а) А.В + AC =A, AF 0; 
6) 4А:С =E. 

3. Решите систему уравнений методом Гаусса: 

х = 2х. +x, =1, 

х —2xX, +x, -xX,=-1, 

х — 2X, +X, +5x, =5. 

4. Решите систему уравнений по формулам Крамера: 

—X, +х, +2х, =-Ь 

2X, —х. +2x, = -4, 

4х, +x, +4х, =-2. 

12-1 
5. Найдите ранг матрицы 4=|-1 1 -1 2|. 

03 -2 3 

6. Исследуйте на совместность систему уравнений (методом Гаусса или ис- 

пользуя теорему Кронекеля —Капелли). Если она совместна, решите её: 

ix, +X, —3x, =-1, Г 2x, —x, +3х, =3, 
a) J2x, +x, — 2x 1 6) : 3x, + x, — 5x, =0, 

X, +x, +x; =3, 4x, —х, +x, =3, 
|х, + 2x, - 3х, =]; [х, + 3x, -13х, =-6. 

7. Завод выпускает изделия трех видов: А, В, С. Изделия производятся на 

токарных, фрезерных и шлифовальных станках. Нормы загрузки этих станков 

(в часах) на каждое изделие и допустимое время их эксплуатации на месяц ра- 

боты заданы таблицей. 
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Прибыль от | Нормы загрузки станков (в часах) на одно из- Допустимая 

Изде- | каждого изде- делие нагрузка станков 
лие | лия (ден.ед.) | токарные | фрезерные | шлифовальные (час/месяц) 

А 30 60 80 120 4000 

В 40 80 70 30 4700 

C 60 6 10 12 520 

Найдите объем выпуска каждого из изделий в месяц и прибыль OT их реали- 

зации. 
8. Рассмотрим экономическую систему, состоящую из 2 фирм. Пусть 

X= [оо — матрица выпуска продукции фирмами | и2, A= (08 ны — мат- 

рица прямых затрат. Найдите доходы каждой фирмы. 

9. Перед каждой из фирм | и 2 была поставлена задача повышения прибы- 

ли, т. е. чтобы матрица доходов имела вид У = fea Для достижения такого 

результата как надо увеличить выпуск продукции фирмами | и 2? 

10. Будет ли матрица A= tie 9} продуктивной? 

Ответы к задачам для самостоятельной работы 

1) а) 74; 6) 900. 2) а) С = A(E-B)/A, 6) С=А"'. 3) x1 = 2х», x2 — любое число, 

хз = 0, ж = 1.4) x = 1, х = 2, ж = -2. 5) 2. 6) а) Система несовместна; 

6) система совместна, хи = 1, х2 = 2, хз = 1. 7) Объем выпуска: А — 30, В — 10, 

С - 20 шт. Прибыль 900 + 400 + 1200 = 2500 (ден. ед.). 

8) y = (50). 9) X=(E-A)' y =(7%}. 10) Нет, так kak матрица 

100/ — _ 
(Е- А)" = (03% 03) не будет положительной. 

$ 2. Контрольные вопросы к разделу 1 

ж-х,+ж=-2, 
2х +X5—3x,=7 

1. Напишите расширенную матрицу системы “1..2, 73 
р Penny PHY X,— 2X, +X, =-4, 

(4x, —2%-ж=1. 

2. Совместна ли системах + y= 1, 2x + 2y = 4? 
3. Какая система линейных уравнений называется квадратной? 
4. Опишите метод Гаусса решения систем линейных уравнений. 

5. Дайте понятия определителей 2-го и 3-го порядков. 

6. Напишите квадратную матрицу A третьего порядка в общем виде. Ка- 

кие элементы находятся на главной диагонали detA? На его побочной диа- 
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гонали? Сформулируйте правило Саррюса для вычисления определителя 3- 
го порядка. 

7. Дайте понятие определителя п-порядка и сформулируйте его свойства. 

8. Какие две матрицы называются равными? Равны ли матрицы A и В, ес- 

ли А=( о} в=(9 я ? 
О 1)? 10 

9. Дайте определение действия сложения матриц. Можно ли сложить две 

матрицы с размерами 2X3 и 3X2? 
10. Даны матрицы Agi и Ви. При каких соотношениях между числами kK, 

/, т, п операции сложения и умножения определены для данных матриц од- 
новременно? 

11. Матрица А имеет размерность 3X4. Какой размерности должна быть 
матрица В, чтобы было определено произведение: а) АВ? 6) ВА? в) ВА? 
г) АВ? 

12. Дана матрица A. В каком случае справедливо равенство A! =A? 

13. Докажите, что всегда определены произведения AA! и АГА. 
14. Известно, что для матрицы A выполняется равенство: 

(1 2 3) А=(0 1). Каковы размеры матрицы A? 
15. Дайте понятие единичной матрицы. Какая из матриц: 

2. а) | | 6) |. о}; в) Е 4 является единичной? 

16. Известно, что detd4sxs=3. Чему равен: a) det2.4; 6) detA’; в) detA7'? 
17. Найдите det(ABC), если A, В, С — квадратные матрицы одного порядка, 

при этом одна из них вырожденная. 
18. Докажите, что если A? = A, то матрица В = 2A — Е удовлетворяет усло- 

вию B2 = E. 

19. Какими должны быть матрицы A, В, С, чтобы было определено выра- 
жение: а) (AB)C; 6) (A+B)C; в) A(B+C); г) A?(BC); д) (A7+2B)C? 

20. ГТусть A и В — две квадратные матрицы. Докажите, что суммы элемен- 

тов, находящихся на главной диагонали, для матриц АВ и ВА равны. 
21. Какая матрица всегда имеет обратную? Сколько обратных матриц она 

имеет? Как найти обратную матрицу? 
22. Решите в матричном виде уравнение АХС + D = Р, где A, С, D, Е- 

данные матрицы, Х — искомая матрица. 

xt+tdAy—4z=-1, 
23. При каких значениях параметра A система 4 Ax + y—3z=0, 

x-yt+z=l, 

a) совместна и определённа? 6) совместна и неопределённа? в) несовместна? 
24. В каком случае однородная система линейных уравнений имеет нену- 

левые решения? её нулевое решение единственно? 

25. Линейная зависимость (независимость) системы матриц - строк. 
26. Ранг матрицы. Определение. 
27. Базисный минор матрицы. Теорема о базисном миноре. 
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$ 3. Тесты по разделу 1 

Вар. №1 Линейная алгебра: матрицы, определители, системы линейных 
Pp. N° уравнений 

3 4 2 144 
Даны две матрицы Аи В: А=| 1 —5 3), B=| | 3 21|. Найдите эле- 

1 0 -1 2 4 12 
мент C32 матрицы С = 34 — 48 — 2E, где Ё — единичная матрица. 

3 -3 2 
2 | Дана матрица A= | 2 о Найдите элемент с22 матрицы C= A?. 

4 —2 1 

Укажите элемент 475 матрицы A’, транспонированной по отношению к 

( 7 -14 21 -28) 
3 14 -27 41 —-57 

матрице A=| 35 —69 104 —41. 
—7 13 -20 29 

\-21 40 -6l 86) 

.. _{ 1 25 
4 | Найдите определитель матрицы A= 4 95|: 

Найдите алгебраическое дополнение элемента 412 определителя 

20 -13 
5 23-90 

02 -1 3 
42 06 

1 0 3 
6 |Для матрицы A=| 3 1 7| найдите элемент a's; обратной матрицы 4 !. 

2 1 8 

Га | 
7 | При каком значении 0. матрица В =|2 3 3 не имеет обратной? 

1—2 -l 

„.. | 29х-317=178, 
8 | Решите систему уравнений: > +18) =—44. В ответе укажите сумму x + y. 

—3x, +5х, + 6х, =-8, 
9 | Решите систему уравнений: 3x, +х, +x; =—4, В ответе укажите хз. 

x, — 4x, —2x, =-9. 

X, —3x, +5х, = 0, 
Решите систему уравнений: 4 x, +2х, —Зх, =0, В ответе укажите значение 

10 3X, —х, +2x, =0. 

отношения х! / х2. 

Bap. №2 Линейная алгебра: матрицы, определители, системы линейных 

р. уравнений 
5 1 -2 355 

Даны две матрицы АиБ:А=|1 3 -1|,В=|7 1 2]. Найдите элемент 
1 8 4 1 1 6 0 

c21 матрицы С = 3A — 4B — 2Е, где Е — единичная матрица. 
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310 
2 | Дана матрица A= Е 3 2} Найдите элемент сзз матрицы C= A?. 

2 2 -7 

Укажите элемент 4753 матрицы A’, транспонированной по отношению к 

(—17 —34 —51 —68 -85\ 
3 _|-17 -33 -52 —69 —86 

матрице A=| |7 32 53 70 87| 
\ 51 101 154 205 256) 

4 | Найдите определитель матрицы A = 30 27 P *P —41 —57]: 
Найдите алгебраическое дополнение элемента а!2 определителя 

20-13 

> 23-90 
02 -1 3 

42 06 

5 1 -2 
6 |Для матрицы A=| 1 3 -1| найдите элемент а 'з> обратной матрицы A!. 

8 4 -l 

-l 1 1] 
7 | При каком значении © матрица B=| 2 a 3) не имеет обратной? 

1—2 -l 

2х + 23у = 44, 

8 .. ]-3х-90у= 177 
Решите систему уравнений: ; `В ответе укажите сумму X + у. 

2X, —х, +2х, =0, 
9 | Решите систему уравнений: < 4х, +х, +4, = 6, В ответе укажите x2. 

X, +x, +2х, = 4. 

2x, —х, +3x, =0, 
10 Решите систему уравнений: 4 x, — 3x, +2x, =0, В ответе укажите значение 

x, +2x, +x, =0. 

отношения X1 / х>. 

Ответы к заданиям тестов 

№ № заданий 
вар 

1 2 3 4 5 6 7 9 10 

| —7 7 40 —193 | 120 | -2.5 0.8 —6 |-—1/13 

2 —25 53 87 5 5 —6/19 | Ни 2 —7 
при 

каком 



Раздел 2. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

Краткая характеристика раздела 

1. Темы раздела. Геометрические векторы и операции с ними. Линейная 

зависимость и линейная независимость системы векторов. Базис множества 
векторов. Прямоугольная система координат. 

2. Базисные понятия. Геометрический вектор, линейные операции с век- 

торами. Базис на плоскости и в пространстве. Декартова прямоугольная систе- 
ма координат. Скалярное произведение векторов. Линии и поверхности 1-го и 
2-го порядков. Уравнение поверхности в пространстве. 

3. Основные задачи. Выполнение операций над векторами. Изучение вза- 
имного расположения векторов. Построение уравнений прямых и плоскостей 

по различным данным. Исследование взаимного расположения прямых и плос- 
костей. Построение кривых второго порядка. Построение графиков функций 

спроса и предложения, нахождение равновесной цены. 

Глава 1. Геометрические векторы и операции с ними 

$ 1. Понятие вектора. Равные векторы. 
Коллинеарные и компланарные векторы 

Определение 1.1. Геометрическим вектором (или вектором) называется 
направленный прямолинейный отрезок, для которого указано, какая из ограни- 

чивающих его точек считается началом, а какая концом. Начало вектора назы- 
вают также точкой его приложения. 

Если точки A и В — начало и конец данного вектора, то сам вектор обознача- 
ется символом AB или а (рис. 1.1). 

a 

Рис. 1.1. Изображение векторов Рис. 1.2. Изображение коллинеарных 
векторов 

Пусть выбрана какая-либо система измерения длин прямолинейных отрез- 

ков, иначе говоря, масштаб. Длиной вектора, или его модулем, называется дли- 

на отрезка, образующего вектор. Обозначение: | ABI, | G |. 
Определение 1.2. Два вектора называются равными, если они лежат на па- 

раллельных прямых (или на одной прямой), одинаково направлены и имеют 
равные длины. 

Вектор, у которого начало и конец совпадают, называется нулевым, или 
нуль-вектором. Нуль-вектор не имеет определённого направления, а его модуль 
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равен нулю. Итак, можно считать все нуль-векторы равными и ввести для них 

единое обозначение: 0. 

Определение 1.3. Векторы е,6,,...,е, называются коллинеарными, если 

они лежат либо на одной прямой, либо на параллельных прямых. 

Для обозначения коллинеарных векторов а и b используется символ па- 

раллельности: а 

Определение 1.4. Векторы €,,@>,...,€, называются компланарными, если 

они расположены на прямых, параллельных одной и той же плоскости. 

Определение 1.5. Вектор, коллинеарный данному вектору а, одинаково 

направленный с ним и имеющий единичную длину, называется ортом а и обо- 

значается Ag (рис. 1.1). 

$ 2. Линейные операции с векторами 

К линейым операциям с веторами относятся сложение векторов и умножене 
вектора на вещественное число. 

Определение 2.1 (сложение векторов по правилу треугольника). Пусть да- 
ны два вектора а и в. Приложим вектор р к концу вектора а. Тогда вектор, 
начало которого совпадает с началом вектора а, а конец — с концом вектора в, 
называется суммой векторов а и Ь и обозначается а+ь (рис. 2.1). 

Рис. 2.1. Иллюстрация к понятию Рис. 2.2. Сложение векторов а,а,,..., а 
суммы векторов 

b 

| (а+Б)-+с=а+(Ь+с) 

Рис. 2.3. Сложение векторов Рис. 2.4. Иллюстрация ассоциативного 

по правилу параллелограмма свойства сложения векторов 

Вектор а+Ь можно также получить по правилу параллелограмма, построив 

на векторах а и J, как на сторонах, параллелограмм (рис. 2.3). 

Понятие суммы двух векторов обобщается на случай сложения л векторов 
а,а.,....@„ (рис. 2.2). 

Определение 2.2. Разностью двух векторов Gu называется вектор с та- 

кой, что р+6=а (рис. 2.5). Обозначение: а-— -Ь. 
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Рис. 2.5. Разность векторов Рис. 2.6. Иллюстрация к примеру 2.1 

— 

Для любых двух векторов 4 и b разность существует и выражается форму- 

лой: с=а-р=а+(-5). 

Из определений 2.1 и 2.2 следует, что разность @—b векторов а u b, при- 
ведённых к общему началу, представляет собой вектор, идущий из конца век- 

тора b (вычитаемого) в конец вектора @ (уменьшаемого). 

Определение 2.3. Произведением вектора & на вещественное число A назы- 

вается вектор 5 , определяемый следующими тремя условиями: 

НА а|; 
2) вектор 4 коллинеарен вектору а; 
3) векторы 4 и р одинаково направлены, если А, > 0, и противонаправлены, 

если 1. <0. 

Для введённой операции применяется обозначение: AG, т. е. Б=Ла. При 

G=0 или ^=0 из условия | следует | ла |= 0, т.е. ла=0. 
— 

При А получаем вектор р = 407 OPT вектора &. Противоположный 
а а 

вектор (-а) = (-1).4. 

Теорема 2.1 (свойство коллинеарных векторов). Для того чтобы два нену- 
левых вектора а и р были коллинеарны, необходимо и достаточно, чтобы вы- 
полнялось равенство 

b=ha (2.1) 
при некотором вещественном i. 

+В 
Число Л в (2.1) можно найти из соотношения [| , где знак «+» выбира- 

ется в случае, если векторы G@ и 6 сонаправлены (а ТТ), и знак «—», если они 
противонаправлены (а TL b ). 

Замечание 2.1. Число A в равенстве (2.1) определяется единственным обра- 
30M. 

Свойства линейных операций с векторами 

1. а+р =Б-+а (коммутативное или переместительное свойство). 

2. (а+ b )+c=at (b +c) (ассоциативное или сочетательное свойство). 

3. Существует единственный вектор, равный нуль-вектору 0, такой, что 

a+0=d для любого вектора 4. 
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4. Для любого вектора а существует единственный вектор (—а), называе- 

мый противоположным, такой, что а + (-—а) =0 для любого вектора а. 

5. 1.а=а; 
6. Л(ца)=(Аи)а (свойство ассоциативности относительного скалярного 

множителя); 
7. (At+p)a = лЛа-+ца (свойство дистрибутивности умножения вектора на 

сумму вещественных чисел); 

8. Л(а+Ь) =Ла-+ЛЬ (свойство дистрибутивности умножения вещественно- 

го числа на сумму векторов). 

Пример 2.1. Показать, что середины сторон произвольного четырехуголь- 

ника являются вершинами параллелограмма. 

> Обозначим середины сторон четырехугольника ABCD буквами Ё, Е, G, Н 

(рис. 2.6). Для вектора EF имеем равенство EF = EB + ВЕ = (АВ + ВС). Ана- 

логично НС =4(AD+DC)=-3(CD+ DA). Поскольку AB+BC+CD+ DA, TO 

EF — HG =0, те EF=HG. Последнее равенство означает равенство длин и 

параллельность двух противолежащих сторон четырехугольника EFGH. По- 
этому, как известно из планиметрии, он является параллелограммом. < 

$ 3. Линейная зависимость и независимость системы векторов. 

Базис множества векторов. Прямоугольная система координат 

Для системы геометрических векторов @,, @,,...,€, вводятся понятия линей- 

ной зависимости и линейной независмости аналогично тому, как это было сде- 

лано для арифметических векторов (разд. 1, гл. 2, $ 6). 
Определение 3.1. Линейной комбинацией векторов е,е.,...‚е, называется 

сумма произведений данных векторов на произвольные вещественные числа 

А, ,..5^ 
Таким образом, линейная комбинация векторов 6, е.,...,е, имеет вид 

Л., +Л.>6. +...+А.„2 (3.1) 

n° 

anon? 

где NER, i=1,....2. Здесь под R понимается множество всех вещественных 

чисел (разд. 3, гл. 1, $ 1). Очевидно, линейная комбинация векторов также явля- 

ется вектором. 

Определение 3.2. Линейная комбинация (3.1) векторов @,, @,,...,@, называ- 

ется нетривиальной, если не все числа А. 1[=1,...П, равны нулю, т.е. 

№+№+...+№ >0. Если все Л; =0, 1=1,....п, то линейная комбинация (3.1) 

называется тривиальной. 

Заметим, что тривиальная линейная комбинация любых векторов является 

нуль-вектором. Действительно, 0-2 +0.е, +...+0-6, =0. 
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Определение 3.3. Векторы @,, €,,...,@, называются линейно зависимыми, ес- 

ли существует их нетривиальная линейная комбинация, равная нуль-вектору, 
иначе данные векторы называются линейно независимыми. 

Для линейно зависимых векторов равенство 

ла +4,8, +..+А. 5, =0 (3.2) 
выполняется при некоторых №, Az, ..., An, удовлетворяющих условию 

№+АЛ№ +...+№ >0, а для линейно независимых векторов равенство (3.2) спра- 

ведливо только при A, =A, =... А, =0. 

Теорема 3.1 Векторы е,е,,...‚е, линейно зависимы тогда и только тогда, 

когда хотя бы один из векторов есть линейная комбинация всех остальных. 
> Утверждение «данные векторы линейно зависимы» означает, что в выра- 

жении (3.1) не все Л. =0, 7=1,..,n. Для определённости предположим, что 

Л., #0, при этом равенство (3.2) преобразуется к виду 

г, = ое + 0.е, +...+0,_е_, (3.3) 

где с, =-А,/А. 

е,) является линейной комбинацией векторов 4, @,,...,€,_,- Напротив, если име- 

1=1,....И-1. А это и означает, что один из векторов (а именно 
п? 

ет место равенство (3.3), то для векторов @,, @5,...,@, из (3.2) получаем 

Оле; + 05 е> + ...- 1 е„_| — е„ =0. (3.4) 

Левая часть равенства (3.4) — нетривиальная линейная комбинация данных век- 

торов, так как коэффициент при векторе е, равен —1. Следовательно, данные 

векторы линейно зависимы. 4 
Замечание 3.1. Понятия линейной зависимости и линейной независимости, 

вообще говоря, отнесены к системе векторов. Для единства формул и формули- 
ровок любой ненулевой вектор целесообразно считать линейно независимым, а 

нуль-вектор — линейно зависимым. Действительно, равенство Ad =0 при A #0 
— 

справедливо только при а =0. 
Следствия из теоремы 3.1 

1. Если хотя бы один из векторов @,6.,...,е, — нулевой, то эти векторы ли- 

нейно зависимы. 

2. Если какие-то k (А < п) векторов из п векторов @,, @>,..., @, линейно зави- 

симы, 2 <k <n, то и все векторы @,, €,,...,@, линейно зависимы. 

3. Любые два неколлинеарных вектора линейно независимы. 
4. Любые три некомпланарных вектора линейно независимы. 
5. Любые четыре вектора линейно зависимы. 
Понятия вектора и линейных операций над векторами алгебраизируют гео- 

метрические высказывания, т. е. заменяют геометрические утверждения век- 
торными равенствами. Используя результаты предыдущих параграфов, приве- 

дём теперь действия с векторами к действиям с числами, т. е. арифметизируем 
векторно-алгебраические соотношения. Для этого введём понятия базиса на 

данном множестве векторов, а также системы координат на прямой, плоскости 
и в пространстве. 
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Определение 3.4. Базисом множества векторов называется любой упорядо- 

ченный набор из п его линейно независимых векторов, где п равно максималь- 
но возможному числу линейно независимых векторов этого множества. 

Пусть V3 — множество всех векторов пространства. Любые четыре вектора 

из V3 линейно зависимы по следствию 5 из теоремы 3.1, а три некомпланарных 

вектора из V3 линейно независимы по следствию 4 из теоремы 3.1. Поэтому 

максимально возможное число линейно независимых векторов в Из равно 3. 

Определение 3.5. Любая упорядоченная тройка некомпланарных векторов 
(2, е,, @;) из множества V3 всех векторов пространства называется базисом в V3 

и в пространстве. 

Любой вектор 4 из V3 единственным образом представим в виде 
а=хе-+уе.+2е, х,у,2Е В. (3.5) 

Числа x, у, 2 называют координатами вектора а в данном базисе (4,é,,e,), а 

равенство (3.5) называется разложением вектора а по данному базису. Выбор 
базиса в Гз устанавливает взаимно однозначное соответствие между векторами 
из V3 и упорядоченными тройками (x, у, 2) вещественных чисел. 

Обобщая вышесказанное, заключаем, что на пути арифметизации векторно- 
алгебраических соотношений сделан важный шаг — установлено взаимно одно- 
значное соответствие между векторами из множества V3 и упорядоченными 
наборами вещественных чисел. Для достижения поставленной цели осталось 

установить правила выполнения линейных операций с векторами, заданными 
разложениями в некотором базисе. 

Правило 3.1. При сложении векторов, заданных разложениями в некотором 

базисе, складываются их соответствующие координаты. 
Правило 3.2. При умножении вектора, заданного разложением в некотором 

базисе, на вещественное число A все его координаты умножаются на это число. 
Свойство координат коллинеарных векторов. 

Соответственные координаты коллинеарных векторов в любом базисе про- 
порциональны. 

Поставленная в начале параграфа задача решена — линейные операции с 

векторами сведены к арифметическим операциям (сложению и умножению) 
над вещественными числами. 

Особую роль в аналитической геометрии играет так называемый прямо- 
угольный базис, в котором векторы попарно перпендикулярны и имеют еди- 

ничную длину. В этом случае приняты обозначения: а =i, е, =/, 6, =k. Век- 

торы i, /,К называются ортами прямоугольного базиса. С прямоугольным ба- 

зисом связано понятие о прямоугольной декартовой системе координат. 

Определение 3.6. Прямоугольной декартовой системой координат в про- 

странстве называется совокупность некоторой точки О и прямоугольного бази- 
са. Точка О называется началом координат; прямые Ox, Oy, Oz, проходящие 
через начало координат в направлении ортов базиса, называются координат- 
ными осями — абсцисс, ординат и аппликат соответственно (рис. 3.1). 
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Рис. 3.1. Прямоугольный базис и прямоугольная декартова система координат 

Плоскости, проходящие через какие-либо две координатные OCH, называ- 
ются координатными плоскостями Oxy, Oyz и Oxz. Прямоугольными коорди- 
натами произвольной точки М пространства называются координаты её ради- 
ус-вектора ОМ в данном прямоугольном базисе (рис. 3.1). Их пишут в скобках 
после обозначения точки M(x, у, 2); х называется абсциссой, у — ординатой, а 2 

— апиликатой точки М. 

Выбранное определение прямоугольных координат точки пространства 
устанавливает взаимно однозначное соответствие между точками пространства 
и упорядоченными тройками действительных чисел (х, у, 2). 

Пусть заданы точки A(x, у1, 21) и B(x2, y2, 22). Для вектора АВ имеем 

АВ=(х.-хУ+(-у)/+(а-25)К. (3.6) 

Замечание 3.2. Координаты вектора в прямоугольном базисе часто пишут в 

скобках после обозначения вектора. Например, АВ (х, —х,У-У,2.-2). 

$ 4. Скалярное произведение двух векторов 

Определение 4.1. Скалярным произведением двух векторов 4 и b называет- 

ся произведение длин этих векторов на косинус угла между ними. 
Если хотя бы один из векторов нулевой, то угол между ними не определён 

(т. е. может принимать любое значение между 0 ит). Однако косинус этого уг- 
ла ограничен, и в соответствии с определением 4.1 скалярное произведение та- 
ких векторов существует и равно 0. 

Скалярное произведение векторов @ и 5 принято обозначать так: д.5, ино- 

гда (a,b). Таким образом, по определению 

2.5 =а||Б | соз(а,Б), (4.1) 
где (a,b) — угол между векторами GUS. 

Свойства скалярного произведения 

l)a-b=b-a (коммутативность)› 

2) QI
 -b=|4|-np,b =|6|-np.4; 

QI
 -(b+0)=G-b+4-é (дистрибутивность); 

.(^5)=Л(а-Б); 

3) 

4) QI
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5) ага=а| 

6) а:Б =0 => а. 

Замечание 4.1. Свойства 3 — 4 называются линейными свойствами скаляр- 
ного произведения. 

Если векторы а и 6 заданы разложениями в прямоугольном базисе 

G=a,i +a,j +ak, (4.2) 
b=b,i +b, j +b.k, 

TO 

aG-b=a,b,+ a,b, + a-b,. (4.3) 

В частном случае, при 4 =) имеем а-а = lal’ =a; +а; +а? т.е. 

|@| = Jaz ча: +а?. (4.4) 
— 

Равенство (4.4) дает выражение для длины вектора а через его координаты. 

В частности, если а= АВ, Ал, yi, 21), Bo, y2, 22) и, следовательно, 

G = АВ =(x,—x,)i + (у, -)1+(2, —2,)k (см. формулу (3.5), то 
| a | = | AB |= af (X, —х, )? + (У, —y,)? + (2, —2,)? . (4.5) 

Соотношение (4.5) — это формула для определения расстояния между точка- 
ми Ди В по известным прямоугольным координатам этих точек. 

Из определения 4.1 с учетом (4.3) и (4.4) следует формула для косинуса угла 
между данными векторами: 

_A= a-b аб, +a,b, +a_b. 
cos(a ,b)= — = -_ a = 

|G@|-|b| Jfa?+a?+a?-Jb? +b? +B? 
(4.6) 

Полагая в (4.6) поочередно b=i, b =j, b=k, получим формулы для направ- 

ляющих косинусов вектора &, под которыми понимают косинусы углов, образо- 

ванных вектором а с векторами прямоугольного базиса i, ], или, что то же 
самое, с осями прямоугольной системы координат. Имеем 

‚соз(а, =. =“ соз(а^ k) = ak 
Ja|-|y| 14 |а 

со5?(&,Г) + соз?(а, 7) +cos?(a,k) =1. 

^^ д.7 _ a, 
СОА |) =—— = —= НТ Та Fl

 

a 

Направляющие косинусы вектора & — это координаты его орта а, = ay 
Аа 

Пример 4.1. Точки A(1, —1, 0), В(3, -3, 1), С(2, 1, 2)— вершины треугольника. 

Найти его внутренний угол при вершине В. 

> Угол ЛАВС при вершине В образован векторами ВА и BC (рис. 4.1). Их 
координаты найдём, вычитая из координат их концов координаты начала (фор- 

мула (3.5)): ВА=(-2,2,-1), ВС’= (-14,1, а длины по формуле (4.5): 

ВА = (2)? +22 +(-l? =3, |BCl= f(-l? +42 +12 =3V2. Для cosB в силу 
(4.6) имеем равенство 

53



fp - (ВАВО) _С2)С0+2-4+ 011 
|BA||BC| 3-3/2 /2’ 

откуда заключаем, что В=л/4. << 

В 

А С 

Рис. 4.1. К примеру 4.1 Рис. 4.2. К примеру 4.2 

Пример 4.2. Найти длины диагоналей параллелограмма, построенного на 

векторах @ u b как на сторонах, если G@=3p+2g, Б=2р-а, |p| =4, [4] =3, 

(p,q) =2n/3 (рис. 4.2). 

> Длины диагоналей параллелограмма равны |a+b|=|5p+q|u |а-ЁЬ| = 

= +38 (рис. 4.2). Так как la+b |=,/(a +b)2, поэтому |a+b|= J(5p+q) = 

=,/25p?+10pq+q? . Tax как pg =| p||q|cos( p,q) =12cos(27/3) —6, р? =| p|?= 16, 

4? =|4?=9, To|a + b |= 25-16 -60+9= 4349. Аналогично, |a—b |=./(p+3g) _ 

= /Р?+6ра+94? = V16-36+9-9= 61. < 
Замечание 4.2. Скалярное произведение используется для нахождения углов 

между векторами, проекции одного вектора на направление другого, для уста- 

новления факта ортогональности (перпендикулярности) векторов, для вычисле- 

ния работы A, затрачиваемой при движении материальной точки из положения 

Р! в положение P> в поле действия силы Е. 

Глава 2. Прямая на плоскости 

$ 1. Понятие об уравнении плоской линии. Алгебраические линии. 

Теорема 00 инвариантности порядка 

Пусть на плоскости задана прямоугольная декартова система координат Оху 
и некоторая линия Г. 

Определение 1.1. Уравнение 

F(x, у) = 0 (1.1) 
с двумя переменными х и у называется уравнением плоской линии Г, если ему 
удовлетворяют координаты х, у любой точки Г и не удовлетворяют координаты 

точек, не принадлежащих Г. 
Равенство (x — а)? + (у-Ь)*=г есть уравнение окружности с центром в точ- 

ке A(a, b) и радиусом r (рис. 1.1), ибо ему удовлетворяют координаты любой её 
точки и не удовлетворяют координаты точек, не принадлежащих ей. 
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Рис. 1.1. Окружность с центром в точке Аи радиусом г 

Замечание 1.1. Уравнение вида (1.1) не всегда задаёт линию. Так, уравне- 

нию (х-а) +(y—b)? =0 удовлетворяют координаты единственной точки 
A(a, b), а уравнению (x — a)? + (vy — Ь)? = -—1 не удовлетворяют координаты ни од- 
ной точки плоскости. 

Определение 1.2. Плоская линия Г называется алгебраической линией по- 

рядка п, если в некоторой прямоугольной декартовой системе координат Оху 

она может быть задана уравнением вида 

Ах“ yt +... 4 Ах ув =0, (1.2) 

где все показатели степени — неотрицательные целые числа, и — степень этого 

уравнения, равная наибольшей из сумм 4; + [, 1=1, ..., 5, при этом отличен OT 

нуля хотя бы один коэффициент Aj, для которого А! + |; =n. 
На плоскости можно выбрать бесчисленное множество прямоугольных де- 

картовых систем координат, поэтому возникает вопрос о зависимости порядка 

данной алгебраической линии от выбора системы координат. Ответом на этот 
вопрос служит теорема об инвариантности порядка. 

Теорема 1.1. Порядок алгебраической линии инвариантен по отношению к 

выбору прямоугольной декартовой системы координат. 
Замечание 1.2. Все линии, не являющиеся алгебраическими, называются 

трансцендентными. Таковыми будут, например, графики логарифмической, 

показательной, тригонометрических функций. 

$ 2. Различные виды задания прямой на плоскости 

1. Общее уравнение прямой на плоскости. Введём на плоскости прямо- 

угольную декартову систему координат Оху и рассмотрим уравнение первой 
степени относительно х, у: 

Ax + By+C=0, 4? + В? #0. (2.1) 

Теорема 2.1. Любая прямая на плоскости может быть задана в любой пря- 
моугольной декартовой системе координат уравнением вида (2.1). 

Теорема 2.2. Любое уравнение вида (2.1) определяет на плоскости прямую. 

Из теорем 2.1 и 2.2 следует, что прямая на плоскости, и только она, является 

линией первого порядка. 

Уравнение (2.1) называется общим уравнением прямой на плоскости. Его 
коэффициенты A и В имеют определённый геометрический смысл, а именно 
они являются координатами вектора п, перпендикулярного прямой, определя- 
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емой этим уравнением. Этот вектор называется вектором пормали, или нор- 
мальным вектором к данной прямой. Уравнение 

A(x — хо) + B(y — yo) = 0 (2.2) 
при различных значениях коэффициентов A, В задаёт все прямые плоскости, 
проходящие через точку Мо(хо,уо). Оно называется уравнением пучка прямых с 
центром в точке Мо. Выбор конкретных значений А и Вв (2.2) соответствует 

выбору той прямой пучка, которая проходит через точку Мо перпендикулярно 

заданному вектору п =(А,В) (рис. 2.1). 

и 

LN Му и" 

x 
O “ 

Рис. 2.1. К уравнению пучка прямых 

Если один из коэффициентов A или В равен нулю, уравнение (2.1) задаёт 
прямую, параллельную одной из осей координат, а именно при A = 0 — прямую, 

параллельную оси Ox, а при В =0 - оси Oy. При C=0 уравнение (2.1) задаёт 
прямую, проходящую через начало координат. 

Пример 2.1. Написать уравнение прямой LZ, проходящей через точку 
Мо(-1, 2) перпендикулярно вектору п = (3,—2). 

> Напишем уравнение пучка прямых с центром в точке Mo(—1, 2): 
A(x + 1) + By — 2) = 0. (2.3) 

Коэффициенты уравнения (2.3), как отмечено выше, есть координаты вектора 
нормали к прямой L, каковым здесь можно считать вектор л =(3,— 2) из условия 

задачи. Подставив в (2.3) вместо A и В координаты вектора 77, после очевидных 
преобразований получаем уравнение прямой L:3x — 2у+7= 0. < 

2. Уравнение прямой с угловым коэффициентом. Выберем на плоскости 

прямоугольную декартову систему координат Oxy и прямую L, задаваемую 

уравнением (2.1). Пусть в этом уравнении B+0. При этом условии прямая L не 

параллельна оси Оу, а уравнение (2.1) приводится к виду 
у = Ах +Ь, (2.4) 

где А = А/В, b =—-C/B. 

Коэффициент 5 из уравнения (3.1) называется начальной ординатой прямой 
Г. Он равен ординате точки пересечения этой прямой с осью Оу (у = В при 

x = 0). Для геометрической интерпретации коэффициента А введём понятие уг- 
ла наклона данной прямой к оси Ох. 

Определение 2.1. Углом наклона Ф прямой L к оси Ох называется наи- 

меньший угол поворота этой оси, производимого вокруг точки пересечения Ох 
и прямой Г в направлении против часовой стрелки до совмещения Ох с L 

(рис. 2.2). 
При этом ф = 0, если прямая Д и ось Ох параллельны или совпадают. 
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Коэффициент К из правой части уравнения (3.1) есть тангенс угла наклона © 
прямой Г к оси Ox. Он называется угловым коэффициентом этой прямой, а 

уравнение (2.4) — уравнением прямой с угловым коэффициентом. 
Замечание 2.1. Уравнением вида (2.4) не может быть задана прямая, парал- 

лельная оси Oy, так как она определяется уравнением вида (2.1) при В = 0, и по- 
этому не имеет углового коэффициента. Уравнение 

у У = k(x—Xo) (2.5) 
при всевозможных значениях k вместе с уравнением 

хх =0 (2.6) 

задаёт все прямые пучка с центром в точке Mo(xo, yo). 
Если известны координаты двух точек Мо(хо, yo) и Mi(x1, у!) прямой L, то её 

угловой коэффициент А определяется из равенства 

=, (2.7) 
х-х 

которое можно получить из (2.5), подставив туда координаты точки М1. 

Пример 2.2. Найти угол между осью Ох и прямой L:/3x+ y—-2=0. 

> Обозначим искомый угол через ф. Преобразуем уравнение L к виду (3.1): 

у=—\Зх+2, отсюда А =tgQg=—V3 иф=2л/3. 4 

Пример 2.3. Луч света проходит через точку A(6, 2) и, отразившись от оси 
Ох в точке В, проходит через точку C(-4, 3). Найти абсциссу точки В. 

> Как известно из физики, угол падения равен углу отражения. Для угло- 
вых коэффициентов А! и kz прямых Гл и [2 (рис. 2.3) верно равенство 

ko —— АТ, (2.8) 

поскольку ф2=л — 1 и {262 = — 2ф!.Для А! и ko из (2.7) имеем 

у ИХ ЛУ 

L 

L, a с Lt 

3 © = 
ф > Mo: 

A О —4 О В 6 ^ 

Рис. 2.2. Угол наклона прямои к оси Ох Рис.2.3. К примеру 2.3 

Е = рав, x, — абсцисса точки В (рис. 2.3), 
х,-х, 6-х,’ ^ ж-х, -4-х, 

отсюда с учетом (2.8) получаем 2-3 —>x, =2.<4 
6-х, 4+, 

3. Каноническое уравнение прямой Ha плоскости. Уравнение 

№ У 29 
/ т (2.9) 

называется каноническим уравнением прямой на плоскости. Оно определяет 
прямую L, проходящую через точку Мо(хо, yo) параллельно вектору 4q(/,m), 

называемому её направляющим вектором (рис. 2.4, M(x, у) — текущая точка 
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прямой). 

ФА ,- 

у
 

- 

Рис. 2.4. К заданию прямой на плоскости Рис. 2.5. К примеру 2.4. 

каноническим уравнением 

Если заданы две точки Мо(хо, yo) и Миа, у!), принадлежащие данной пря- 
мой, то её уравнение записывается в виде 

х-х _ 0-7 Jo (2.10) 
№ VT Mo 

за направляющий вектор Gg можно принять вектор MM, (-х„,у- у). Урав- 

нение (2.10) называется уравнением прямой, проходящей через две данные точ- 

Ku. 
Пример 2.4. Написать уравнение перпендикуляра, опущенного из точки 

A(2, —1) на прямую L: 3x —2y +5 = 0. 
> За направляющий вектор g перпендикуляра АР примем я - вектор нор- 

мали к прямой L (рис. 2.5): д=я= (3,- 2), АР: x2 = ae .< 

Пример 2.5. Написать уравнение прямой, проходящей через точки A(2, —1) 

и BC, 3). 
» Подставим координаты точек А и В в уравнение (2.10), получим: 

х-2 УЧ! о x-2_ytl 
[23-2 -1 4 4 

$ 3. Взаимное расположение двух прямых на плоскости. 

Вычисление угла между двумя прямыми 

Две прямые на плоскости могут либо совпадать, либо пересекаться в одной 
точке, либо не иметь ни одной общей точки, т. е. быть параллельными. 

Пусть прямые ZL; и 22 заданы следующими уравнениями с угловым коэффи- 

циентом: Li: у = Ах + by, Lo: у = Ах + bo. 
Условие параллельности таких прямых следует из условия равенства углов 

наклона ф! и (2 этих прямых к оси Ох. Отсюда 12! = 162, приходим к следую- 
щему утверждению: Li|| [2 < Ки! = ko. 

Для угла ф между прямыми Г! и L2, понимаемого как угол поворота в на- 

правлении против часовой стрелки прямой Zi до совмещения с прямой L2 

(рис. 3.1), имеем формулу 

58



К. —k 

! (3.1) 
~ 1+1 › 

где ki =tg@i, ko =>. 

Рис. 3.1. К формуле для тангенса угла между прямыми 

Если 1+hik2 = 0, то ctgg = 0, поэтому угол @=7/2 и данные прямые пер- 

пендикулярны. Итак, любое из равенств kik2 +1 = 0 или А! = —1/k2 есть условие 
перпендикулярности прямых, заданных уравнениями с угловым коэффициен- 
том. 

Пример 3.1. Написать уравнение прямой L, проходящей через точку (2, 3), 

если она: а) параллельна прямой Li: у =—2x +5; 6) перпендикулярна прямой Lz: 

у=х- 1; в) перпендикулярна прямой L3: у = 1; г) образует угол п/4 с прямой 

Ly: у=Зх +5. 

» Пусть Ат, k2, ks, ks — угловые коэффициенты прямых Li, Lo, L3, La, = — 2, 

k2 = 1, Аз = 0, ko =3, а Kk — угловой коэффициент прямой Г. Напишем уравнение 

пучка прямых с центром в точке (2, 3): у- 3 =k(x — 2), x =2 и определим К так, 

чтобы удовлетворить условиям а) — г). 

а) к =! = - 2, тогда L: у-3=-2(х- 2) > Пу=-2х+7. 

6) А =-1/А> =-—1, тогда: :у-3=-(х- 2) = Li y=-x+5. 

в) Прямая 23 параллельна оси Ох , следовательно, прямая L перпендикуляр- 

на этой оси и не имеет углового коэффициента. Данному условию удовлетворя- 

ет прямая L: x = 2 из рассматриваемого пучка. 

-=1= 3 
1+ ЗА 

уравнения: а => i ии] Данному условию удовлетворяют две пря- 

мые: L: у-3=-2(х - 2) > у=-2х+7иПу-3=-—(х- 2)/2 > у=-х/2 +2. 

—| = 3-—k >". для К получаем два +34 уе я г) Из (3.1) имеем tgo или tg @ 

$ 4. Расстояние от точки до прямой на плоскости 

Пусть на плоскости введена прямоугольная декартова система координат и 
заданы прямая L: Ах + By + С = 0, и точка Мо(хо, уо,) не лежащая на L. 

Расстоянием d от точки Мо до прямой L называется длина отрезка MoN, где 

N(x, уг) — проекция точки Мо на данную прямую (рис. 4.1). Для d имеем 
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формулу 
_ | Axy + By t Cl (4.1) 

A? + B? 

Пример 4.1. Найти длину стороны квадрата, если одна из его сторон распо- 

ложена на прямой L: у=—х-3, a одна из вершин - в точке A(3, 6). 

d 

IN м, 
d A 

L_— N x d 

O — L 4 

Рис. 4.1. К понятию расстояния Рис. 4.2. К примеру 5.1 
от точки М, до прямой L 

> Точка A не принадлежит L, ибо её координаты не удовлетворяют уравне- 

нию L. Поэтому длина стороны квадрата равна расстоянию 4 от точки A до 
прямой L (рис. 4.2). Преобразовав уравнение L к виду x+y —3=0, найдём это 

расстояние по формуле (4.1). 

JP+P 2 

Глава 3. Плоскость и прямая в пространстве 

$ 1. Понятие об уравнении поверхности. Алгебраические поверх- 

ности. Теорема 00 инвариантности порядка 

Пусть в пространстве введена прямоугольная декартова система координат 

Oxyz и задана некоторая поверхность (5), понимаемая как множество точек 
пространства, обладающих общим геометрическим свойством. 

Определение 1.1. Уравнение 

F(x, у, 2) = 0 (1.1) 
с тремя NepeMeHHbIMH X, у, 2 называется уравнением данной поверхности (5), ес- 
ли ему удовлетворяют координаты х, у, 2 любой точки (5) и не удовлетворяют 

координаты точек, не принадлежащих ей. 
7! 

ху 
ря О 

Хх 

Рис. 1.1. Сфера с центром в точке А и радиусом г 
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Замечание 1.1. Уравнение вида (1.1) не всегда задаёт линию. Так, уравне- 

нию (ха)? + (y—b)* + (2-с)?=0 удовлетворяют координаты единственной точки 
A(a, Ь, с), а уравнению (х-а)? + (y—b)* + (2-с)?= —1 не удовлетворяют координа- 
ты ни одной точки пространства. 

Определение 1.2. Поверхность (5) называется алгебраической поверхно- 

стью п-го порядка, если в некоторой прямоугольной декартовой системе коор- 

динат Oxyz она может быть задана уравнением вида 

Ах“ у 12 aS Ах у527; =0, 

где все показатели степени — неотрицательные числа, а п — степень этого урав- 
нения, равная наибольшей из сумм № + /; +mi, i = 1, ..., $, при этом отличен OT 
нуля хотя бы один коэффициент A;, для которого А; + [1 +m; =n. 

Для алгебраической поверхности, также как и для алгебраической плоской 
линии, справедлива теорема об инвариантности порядка. 

Теорема 1.1. Порядок алгебраической поверхности инвариантен по отно- 

шению к выбору прямоугольной декартовой системы координат. 

Замечание 1.2. Все поверхности, не являющиеся алгебраическими, называ- 
ются трансцендентиыми. 

$ 2. Плоскость как поверхность первого порядка. 

Общее уравнение плоскости 

Введём в пространстве прямоугольную декартову систему координат Оху2 и 

рассмотрим уравнение первой степени (или линейное уравнение) относительно 

х, у, 2: 

Ах + Ву +Cz + D=0, А?+ B2?+C?#0. (2.1) 

Теорема 2.1. Любая плоскость может быть задана в произвольной прямо- 

угольной декартовой системе координат уравнением вида (2.1). 
Точно так же, как и в случае прямой на плоскости, справедлива теорема, обратная теореме 2.1. 

Теорема 2.2. Любое уравнение вида (2.1) задаёт в пространстве плоскость. 
Из теорем 2.1 и 2.2 следует, что плоскость, и только она, является поверхно- 

стью первого порядка. 
Уравнение (2.1) называется общим уравнением плоскости. Его коэффициен- 

ты A, В, С геометрически трактуются как координаты вектора п, перпендику- 
лярного плоскости, определяемой этим уравнением. Вектор я(А,В,С) называ- 

ется вектором нормали к данной плоскости. Уравнение 
А(х-х,) + В(у-у,)+С(2-2)=0 (2.2) 

при всевозможных значениях коэффициентов 4, В, С задаёт все плоскости, 
проходящие через точку М(хо, yo, Zo). Оно называется уравнением связки плоско- 
стей. Выбор конкретных значений A, В, Св (2.2) означает выбор плоскости Р 
из связки, проходящей через точку Mo перпендикулярно заданному вектору 

i(A,B,C) (рис. 2.1). 
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Рис. 2.1. К уравнению Рис. 2.2. К примеру 2.1 

связки плоскостей 

Пример 2.1. Написать уравнение плоскости Р, проходящей через точку 

Мо1, 2, 0) параллельно векторам д = (1,21), b = (2,0,1). 

> Вектор нормали (A,B,C) к плоскости Р ортогонален данным векторам 

a ub (рис. 2.2), следовательно па = 0, ib =0. Для его координат получаем си- 

стему {4 +28 -С =0, Она имеет бесчисленное ингожество решений: А = —C/2, 
2A+C=0. 

B= —3С/4, где С может принимать любые вещественные значения. Положим 

C= —4, получим: A = 2, В = —3, таким образом 7(2,-3,—4). Подставим коорди- 

наты точки Мо и координаты вектора л в уравнение (2.2), получим уравнение 

плоскости P: 2(x—1) — 32-1) —4z = 0 или Р: 2х -Зу-—42+4=0.< 
Если два из коэффициентов A, В, С уравнения (2.1) равны нулю, оно задаёт 

плоскость, параллельную одной из координатных плоскостей. Так, при А=В= 0, 

C#0 — плоскость Ри: С2 +)= 0 или P\: z= -Б/С. Она параллельна плоскости 
Oxy, поскольку её вектор нормали 77,(0,0,C) перпендикулярен этой плоскости. 

При A=C=0, B40 или B=C=0, А+0 уравнение (2.1) определяет плоскости Ро: 
By + р =0и P3: Ax + = 0, параллельные координатным плоскостям Oxz и Oyz, 
так как их векторы нормали п.(0, В,0) и п,(4,0,0) им перпендикулярны (рис. 

2.3). Если только один из коэффициентов A, В, С уравнения (2.1) равен нулю, то 
оно задаёт плоскость, параллельную одной из координатных осей. Так, плос- 

кость Р: Ах+Ву + D=0 параллельна оси Oz, ибо её вектор нормали Я(А, В, 0) 

перпендикулярен оси Oz. Заметим, что она проходит через прямую 
L: Ах +Ву+ D=0, лежащую в плоскости Oxy (рис. 2.4). При О = 0 уравнение 
(2.1) задаёт плоскость, проходящую через начало координат. 

Пример 2.2. Найти значения параметра А, при которых уравнение 

Ax +02 + 2A)y + (7 +^- 2); +А-3=0 определяет плоскость P: 
а) параллельную одной из координатных плоскостей; 
0) параллельную одной из координатных осей; 
в) проходящую через начало координат. 

> Запишем данное уравнение в виде 
Ах + А+ 2)у+ (^+2)(.-15+А-3=0. (2.3) 

При любом значении A уравнение (2.3) определяет некоторую плоскость, 

ибо коэффициенты прих, у, 2 в (2.3) не обращаются в нуль одновременно. 

62



i, ра И 

YP, 
xX vA xX 

Рис. 2.3. Плоскости, параллельные Рис. 2.4. Плоскость Р: Ах+Ву+р=0, 

плоскостям координат параллельная оси Oz 

a) При Л = 0 уравнение (2.3) определяет плоскость P, параллельную плоско- 
сти Oxy, Р: 2 =-3/2, а при A=— 2 оно определяет плоскость P, параллельную 

плоскости Oyz, Р: x = —5/2. Ни при каких значениях А, плоскость P, определяе- 

мая уравнением (2.3), не параллельна плоскости Ох2, так как коэффициенты 
при xX, 2 в (2.3) не обращаются в нуль одновременно. 

6) При Л =- 1 уравнение (2.3) задает плоскость P, параллельную оси Oz, 

Р: x +Зу - 2 = 0. При остальных значениях параметра A оно не определяет плос- 

кости, параллельной только одной из координатных осей. 

в) При Л = 3 уравнение (2.3) определяет плоскость P, проходящую через 

начало координат, P: 3x + 15у + 102 =- 0.щ< 

$ 3. Расстояние от точки до плоскости 

Пусть в пространстве введена прямоугольная декартова система координат, 
задана плоскость P, определяемая уравнением: 

Ах + Ву+ С2+ О = 0, (3.1) 
и точка Мо(хо, yo, Zo), не принадлежащая Р. 

Расстоянием d от точки Мо до плоскости Р называется, как известно, длина 
отрезка MoN, где Мм, yi, 2) — проекция точки Мо на данную плоскость 
(рис. 3.1). Для величины d справедлива формула: 

Ako + Ви + Са +В] 

VA? + В? + С? 
Пример 3.1. Найти длину ребра куба, если одна из его граней расположена 

в плоскости Р: х-2у-22+2=0, а одна из его вершин - в точке A(4, —1, —2) 

(рис. 3.2). 

(3.2) 

Рис. 3.1. К понятию расстояния Рис. 3.2. К примеру 3.1 
от точки Мо до плоскости P 
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» Точка A(4, —1, —2) не принадлежит плоскости Р, ибо её координаты не 
удовлетворяют уравнению Р. Поэтому длина d ребра куба равна расстоянию OT 
точки A до плоскости Р (рис. 3.2). Найдём это расстояние по формуле (3.2): 
„_И-2С0-2С2)+2 12g 

Jl + (-2)? +(-2)? № 

$ 4. Уравнения линии в пространстве 

Пусть в пространстве введена прямоугольная декартова система координат 
Oxyz и задана линия Г, понимаемая как множество точек пространства, облада- 
ющих некоторым общим геометрическим свойством. Им, например, может 

быть принадлежность любой её точки одновременно двум поверхностям, что 
соответствует заданию Г как линии пересечения этих поверхностей. 

Определение 4.1. Система из двух уравнений с тремя переменными х, у, 2 

ЮР (х, У, 2) =0 

называется уравнениями линии Г, если координаты любой её точки удовлетво- 
ряют этой системе, а координаты точек, не принадлежащих Г, ей не удовлетво- 
ряют. 

Каждое из уравнений системы (4.1) задаёт некоторую поверхность, тогда 
Г линия пересечения этих поверхностей. Так, система уравнений 

a +y4+27=rPr’, (4.2) 

Yuz 

определяет в пространстве окружность как линию пересечения сферы (5) 
Х+у +27 ЕР и плоскости Р:у = 2 (рис. 4.1). 

Одна и та же линия может быть пересечением различных пар поверхностей. 
Поэтому её можно задавать различными системами уравнений вида (4.1). Так, 

вышеупомянутая окружность является также линией пересечения плоскости Р: 
у=2 и поверхности (51): x7 + 2)? = г, которая (разд. 2, гл.5, § 6), называется 
цилиндром (рис. 4.2). Поэтому система уравнений 

№ +2у? =P, 
у=2 

также, наряду с (4.2), является уравнениями данной окружности. 
Для линии Г, определяемой системой (4.1), можно найти уравнение её про- 

екции Г’в ту или иную координатную плоскость. Пусть точка M'(x,y, 0) — про- 

екция точки M(x, у, 2), принадлежащей Г, в плоскость Oxy (рис. 4.3). 

Очевидно, что абсциссы и ординаты этих двух точек равны. Поэтому ис- 
ключение координаты 2 из уравнений (4.1) даёт ту связь между х и у, характе- 
ризующую линию Г’- проекцию Г в плоскость Oxy, т. е. приводит к уравнению 

Г’. Так, при исключении 2 из уравнений (4.2) приходим к уравнению х” + у? =, 

определяющему проекцию Г’ данной окружности Г в плоскость Oxy, которая, 
как мы увидим ниже (разд. 2.гл. 4, $ 2), является эллипсом (рис. 4.3). Аналогич- 

но может быть рассмотрен вопрос об уравнении проекции данной линии в дру- 
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гие координатные плоскости. 

Рис. 4.1. Окружность Г Рис. 4.2. Окружность Г` Рис. 4.3. Линия I" - 

как линия пересечения как линия пересечения проекция линии Г 
сферы (5) и плоскости P цилиндра и плоскости P в плокость Оху 

$ 5. Различные виды уравнений прямой в пространстве 

Введём в пространстве прямоугольную систему координат Oxyz. 

1. Общие уравнения прямой. Пусть прямая L есть линия пересечения двух 

непараллельных плоскостей Р и Р>› определяемых уравнениями 

Ах +Biy + С! + ВР = Ou Aox + Boy + Coz + D2 = 0. Система уравнений 

Ax+By+Cz+D,=9, (5.1) 

A,x+ By +C,z+D,=0 

A, B, C, 

A, B, С» 
не имеют места хотя бы для одной из пропорций, что следует из условия парал- 

лельности плоскостей. 

2. Канонические уравнения прямой. Любую прямую L в пространстве 

можно задать принадлежащей ей точкой Mo(xo, yo, Zo) и ненулевым вектором 

а(1 тп), Кколлинеарным ей и называемым её направляющим вектором 

называется общими уравнениями прямой L. При этом равенства 

(рис. 5.1), причём и точка Mo, и вектор g выбираются произвольно. Уравнения 

х-х yr-y, 2-2 
о _ о о. (5.2) 

l m n 

называются каноническими уравнениями прямой в пространстве. 
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Рис. 5.1. К заданию прямой в пространстве Рис. 5.2. К примеру 5.1 
каноническими уравнениями 

Замечание 5.1. Переход от общих уравнений прямой в пространстве к ка- 
ноническим сводится к отысканию координат любой точки, принадлежащей 
данной прямой и направляющего вектора. Этот переход описан в [13]. 

Пример 5.1. Написать уравнения перпендикуляра, опущенного из точки 

А(1, —2,1) на плоскость P: х+2у-2= 0. 
» За направляющий вектор g перпендикуляра AB к плоскости Р можно 

взять вектор нормали п к плоскости Р (рис. 5.2): д=я = (1,2, -1). Уравнения AB 

имеют вид 21.4 

3. Взаимное расположение двух прямых в пространстве. Задание прямой 

каноническими уравнениями позволяет легко установить их взаимное располо- 
жение в пространстве. 

Пусть прямые Л! и L2 заданы следующими уравнениями: 

| ea eee ae eee Г: УТУ 2 2720 
2 e 

/ т n° "р т. 11, 

Их направляющие векторы q,(/,,11,,1,) и 45(,т„,пь) соответственно. 

Условие параллельности прямых Li и [> равносильно коллинеарности век- 

торов 94| и Gp, следовательно, пропорциональности их координат: 

Alm om (5.3) 

Условие перпендикулярности этих прямых эквивалентно условию перпен- 

дикулярности векторов а, и а›, которое в свою очередь приводит к условию 

выполнения равенства 4-4, =0, или [[ +тт, +пп, =0. 
2 

Понимая угол @ между прямыми Г! и L2 как угол между их направляющими 

векторами, получаем для созф следующую формулу: 
4-9, il, +тть + пп, 

я || а. |. 
5.4 

191-142 | fli tim tiny: + т; + (5.4) cos@= 

Условием совпадения прямых L; и L2 является совместное выполнение pa- 

У У->2-А 
l, Mm, n, 

x 
венств (5.3) и — , выражающего условие принадлежности 

точки М(х», у», 22) прямой L2 также и прямой L). 
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Пример 5.2. Найти значения параметров A и Ц так, чтобы прямые 

x+1_¥—-3_ 7-2 x-l_y-2_2 ; ==, Юз ey Wie были: 

а) параллельны, O перпендикулярны. 
> Обозначим через д, и д, направляющие векторы данных прямых, 

а, = (2,- 2,1)> 4, =(3,^, и). Гогда: 

Fig. 22-221} =-3 ya3. 
a) [> qld. => 3 x Tina 3, Ul 2 

ц=2А,- 
ЕВ 6, например, A =1, 6) L11,8 9,149.89; : 42 -056-2А+-05 

Ц = —4 . < 

Пример 5.3. Найти ‚Угол < между прямыми 

—-2_ytl_z x+2_yr-l_ 2+1 
ея, Leyes ap ay 

> Обозначим через д, а, направляющие векторы данных прямых: 

й = (2,- 2,1), а, = (1,- 4,1) . Из (5.4) имеем 

cos 2-1-2(-4) +1.1 
°° BCE ИСАЕВ 

lA
 

. < 1 _ — = = 

774 

$ 6. Взаимное расположение прямой и плоскости 

Прямая и плоскость в пространстве могут быть параллельными, прямая мо- 

жет принадлежать плоскости, а также может пересекать её в некоторой точке. 

Пусть плоскость Р задана общим уравнением 

Р: Ax+By+Cz+D=0, А? + B?+C? + 0, 

а прямая /, — каноническими уравнениями: 

1: УТ _ 27 20 
| т no 

Тогда (A,B,C) — вектор нормали к P, g(J,m,n) — направляющий вектор 

прямой L, а точка М(хо, yo, 20) L. Условие параллельности прямой Г, и плоско- 
сти Р эквивалентно условию ортогональности векторов ji и g (рис. 6.1) или ра- 

венству нулю их скалярного произведения: л.д = 0, что приводит к равенству 

Al+ Вт + Си = 0. (6.1) 

Если к равенству (6.1) присоединить условие принадлежности точки 
M(xo, yo, Zo) плоскости P, т. е. равенство 

Axo+ Byo+ Czo+D = 0, (6.2) 
то система равенств (6.1) и (6.2) выражает условие принадлежности прямой L 
плоскости Р. 

Условие перпендикулярности прямой Г, и плоскости Р ведёт к условию кол- 

линеарности векторов Я ид (рис. 6.2), выражаемому равенством 

А-В С. (6.3) 
[тп 
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Пример 6.1. Найти значение параметра Л, при котором прямая 

== 2-2 и плоскость Р:2х - у+2+ 5 = 0 параллельны. 

» Обозначим через х направляющий вектор прямой L, д = (2,3, ^) ‚ а через ii 

— вектор нормали к плоскости Р, п= (1-11). Прямая Г и плоскость Р будут 

параллельны, если векторы g и л будут перпендикулярны (рис. 6.1). Последнее 

условие эквивалентно равенству (4,п) = 0, поэтому для A получаем уравнение 

2-2 + 3-(—1) + А. = 0, откуда находим А = -1. < 

Пример 6.2. Найти значения параметров A и Ц, при которых прямая 

1: +2 —1 

] 3 
» Пусть g— направляющий вектор прямой L, g=(1,3,2), а Я — вектор нор- 

— 2 и плоскость Р: 2х + Лун: + 5 = 0 перпендикулярны. 

мали к плоскости P, и= (2, Л, и). Прямая £ и плоскость Р будут перпендику- 

лярны, если векторы 4 и п будут коллинеарны (рис.6.2). Из (6.3) имеем соот- 

ношения 1=3.= т ‚ откуда находим: A= 3, u=4.< 
2 Л 

За угол © между прямой L и плоскостью P, неперпендикулярной L, примем, 

как в стереометрии, угол между L и её проекцией на плоскость Р (рис. 6.3). 

Очевидно, ф< = 0, если прямая Г, принадлежит плоскости Р. В случае, когда L 

перпендикулярна Р, будем считать © = 7/2. Имеем 

|7.а| _ | Al+ Bm+Cn| 

ln|-|g| J424+B24+C?-JP +т+ и?’ 

Пример 6.3. Найти угол между прямой L:++ 2-71-22 и плоскостью 
2 —1 —2 

P: Ах +у-2-5=0. 
> п = (4,1, —1) — вектор нормали к плоскости P, а а=(2,-1,-2) —направ- 

^ 

sin @ =| cos(i, q) |= (6.4) 

ляющий вектор прямой L. Понимая угол © между L u P в вышеописанном 

0 — 

р 2 a ИФ 

Рис. 6.1. Прямая Г па- Рис. 6.2. Прямая Г перпен- Puc. 6.3. Прямая Г образует 

раллельна плоскости Р дикулярна угол ф с плоскостью Р 

14.2+1. (-1)+ (1. (-2) | 1 5 о=л.4 

a{(—4)?+ 2+ (—1)? - f2°+ (-l?+(-22 2 4 sin 9 =| cos(i,9)|= 
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Глава 4. Кривые второго порядка 

$ 1. Общее уравнение линии второго порядка. 
Классификация линий второго порядка 

Определение 1.1. Линия, определяемая в произвольной прямоугольной де- 

картовой системе координат Ох’у алгебраическим уравнением второй степени, 
т.е. уравнением вида 

Ах?+2Вху+Су?+Бх-+Е у+Е=0, (1.1) 

где A*+ В?+ С? + 0, называется линией второго порядка. 

При подходящем выборе системы координат уравнение (1.1) можно приве- 
сти к одному из следующих 9 видов: 

ae (1.2) y=2px; (1.7) 

xe (1.3) y?—a?=0; (1.8) 

ко; `(1.4) у +а’=0; (1.9) 
=; (1.5) у2=0. (1.10) 

x72 =0; (1.6) 
Предполагается, что а, b, р > 0 в каждом из уравнений (1.2) — (1.9). Уравне- 

ния (1.3) и (1.9) не задают никакого множества точек; говорят, что они опреде- 

ляют мнимые линии второго порядка. Уравнение (1.4) задаёт одну точку — 

начало координат. Уравнения (1.6), (1.8), (1.10) определяют пару пересекаю- 
щихся прямых, пару параллельных и пару совпадающих прямых. Эти пары 
прямых называются выроэжденными линиями второго порядка. Остальные три 
уравнения (1.2), (1.5) и (1.7) определяют невырожденные линии второго поряд- 

ка (или невырожденные кривые второго порядка), называемые эллипсом, ги- 
перболой и параболой. Именно они и будут изучаться в настоящей главе. Каж- 

дому из этих уравнений будет сопоставлена линия и будут изучены её свойства. 

$2. Эллипс и его свойства 

Определение 2.1. Эллипсом называется кривая второго порядка, определяе- 

мая в некоторой прямоугольной декартовой системе координат уравнением 
5 

2.425 =1, a2b>0. (2.1) 

Равенство (2.1) называется каноническим уравнением эллипса. 
Свойства эллипса 

1. Эллипс — осесимметричная и центрально симметричная кривая. Его оси 
симметрии — это оси координат, а центр симметрии — начало координат. 

2. Эллипс — ограниченная кривая. Построение эллипса. Эллипс заключён 

внутри прямоугольника D ={(х, у): |x| <a, |У| < b}, атакже внутри окружности 
x? + у? = а? с центром в начале координат и радиусом а (рис. 2.1). На рис. 2.1 
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заштрихована та часть плоскости Оху, в которой лежит эллипс. 

Эллипс получается из рассматриваемой окружности путем её равномерного 
сжатия к оси Ох с коэффициентом b/a, при этом ордината каждой её точки 
M(x, У) умножается на одно и то же число b/a, получающаяся при этом точка 
Мох, (b/a) Y) принадлежит данному эллипсу (рис. 2.2). 

Построив дугу эллипса в первом квадранте (х > 0, у > 0), остальные его ча- 

сти получим, используя симметрию относительно осей координат (рис. 2.2). 

hy A 
aM (CF ) 

№ М, Ру | 
о” а | р В, 

РРР, 
ИИ 

№ 
Рис. 2.1. К расположению эллипса Рис. 2.2. Эллипс как фигура, получаемая при 

на координатной плоскости сжатии окружности (Ба = 2/5) 

Из уравнения (2.1) следует, что точки A)(—a, 0), Ar(a, 0), Bi(0, —b), B2(0, 5) 

принадлежат эллипсу. Они называются ero вершинами. Отрезки A\A2 и BB, a 

также их длины 2a и 2b называются большой и малой осями эллипса, а числа а 

иб— большой и малой полуосями. 

3. Фокусы эллипса. Свойство фокальных радиусов точки эллипса. Точки 

Fi(—c, 0) и Fr(c, 0), где с= /а?-Б?, находящиеся на большой оси эллипса, 

называются его фокусами, а расстояния г! и 72 произвольной точки эллипса 

МС, y) до этих точек — фокальными радиусами точки М (рис. 2.3). При этом 

ry +72 = 2а. (2.2) 
Пример 2.1. Эллипс задан уравнением 16x? + 25y? = 400. Найти его полуоси 

и координаты фокусов. Изобразить этот эллипс на чертеже. 

> Разделим обе части уравнения эллипса на 400, получим равенство 

x + = =], сравнив которое с уравнением (2.1), заключаем, что a7=25, Б? =16, 

откуда а=5, b=4, с = Ja? — 6? =3. Точки Е (-3, 0), F2(3, 0) — фокусы эллипса. 

Лу 
В, 

О Fic,0) 

В, 
Рис. 2.3. Точки Fy; u F2 — фокусы эллипса, г, r2- Рис. 2.4. К примеру 2.1 

фокальные радиусы его точки 
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На рис. 2.4 изображен данный эллипс, 41.42 — его большая ось, А1(-5, 0), A2(5, 0), 

В1В?> — малая ось, Bi(0, —4), В›(0, 4). < 

$ 3. Гипербола и её свойства 

Определение 3.1. Гиперболой называется кривая, определяемая в некоторой 

прямоугольной декартовой системе координат уравнением 
2 

x - 55 =ha,b>0. (3.1) 

Равенство (3.1) называется каноническим уравиением гиперболы. 
Свойства гиперболы 

1. Гипербола — осесимметричная и центрально симметричная кривая. Ее 
оси симметрии — это оси координат, а центр симметрии — начало координат. 

2. Точки гиперболы принадлежат множеству G={(x, у): хРа, |уРа}. Гипер- 
бола — неограниченная кривая. 

Гипербола имеет две бесконечные ветви, расположенные в левой и правой 

полуплоскостях координатной плоскости. На рис. 3.1 заштрихованы те части 
плоскости Оху, в которых расположены ветви гиперболы. 

Из уравнения (3.1) следует, что точки Ак-а, 0), 42(а, 0) принадлежат гипер- 

боле. Отрезок 41.42, а также его длина 2а называются действительной осью ги- 

перболы (рис. 3.2). Гипербола не пересекает ось Oy. 
3. Фокусы гиперболы. Свойство фокальных радиусов точки гиперболы. 

Точки F\(—c, 0), Ес, 0), где с= а? +Ь>? , находящиеся на действительной 

оси гиперболы, называются её фокусами, а расстояния 71 и 12 произвольной 
точки M(x, у) до этих точек — фокальными радиусами точки М (рис. 3.1). При 
этом 

ri— 22 | = 2a. 
_b 4. Асимптоты гиперболы. Построение гиперболы. Прямые L,: у=—хи 

а 

Li: y= -2x играют важную роль в исследовании и построении гиперболы. По 

мере удаления точки M(x, у) от начала координат по гиперболе эта точка при- 
ближается сколь угодно близко к одной из этих прямых (но никогда не пересе- 

Ny y 
L, Л Ly 

yH=b 
п 

7 7 Ys 
A | О А 2 а 

AF (—c,0) — 
7, | О 
и, фа и |-\ 

y=-b 

x=-a х=а y= —2х 

Рис. 3.1. К расположению гиперболы Рис. 3.2. Построение гиперболы, прямые 

на координатной плоскости Гл и [2 - асимптоты гиперболы 
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кает её — рис. 3.2 и свойство 2). Прямые L; и [> наываются асимптотами ги- 

перболы. Они проходят через противолежащие вершины прямоугольника, 
ограниченного прямыми х= + а, y=+b, называемого основным прямоугольни- 
ком гиперболы (рис. 3.2). Точки А1, A2 называются вершинами гиперболы. 

Пример 3.1. Уравнение 9х?-—16у? =144 задаёт гиперболу. Найти её полу- 

оси, уравнения асимптот. Изобразить гиперболу на чертеже. 
» Разделим обе части данного уравнения на 144, получим paBeH- 

9 

х_У 
16 9 

a=4, b=3, c=Va’?+b =5. Точки Е (-5, 0), F2(5, 0) — фокусы гиперболы. 

Асимптоты гиперболы L; и [> имеют уравнения y = +2 х. Основной прямо- 

угольник гиперболы образован прямыми x=+4, y=+3, прямые L; и [> прохо- 

ство =1, сравнив которое с (3.1), заключаем, что а? =16, р? =9, откуда 

дят через вершины этого прямоугольника (рис. 3.3). На этом рисунке изобра- 
жена данная гипербола, её действительная ось 41.42, А1(-5, 0), 42(5, 0), отрезок 

В1В?, называемый мнимой осью, Bi(0, —4), B2(0, 4), точки Fi, F2 — фокусы гипер- 

болы. < 
yh 

у’ х' 

А 

Xt в) = 

Рис. 3.3. К примеру 3.1 Рис. 3.4. Равнобочная гипербола 
как график обратной пропорцио- 
нальной зависимости y= k/x 

2 2 

x — oa =1 или 
av а“ 

x? -y*=a? (3.2) 

и задает так называемую равнобочную гиперболу. Её асимптоты имют ypaBHe- 
ния у = +x и являются биссектрисами координатных углов, а основной прямо- 
угольник — квадратом. С равнобочной гиперболой читатель уже встречался в 
курсе элементарной математики, а именно: при изучении обратно пропорцио- 
нальной зависимости. График этой функции — равнобочная гипербола. Рас- 
смотрим функцию у = К/х в предположении k > 0 и преобразуем последнее ра- 
венство к виду: 

Замечание 3.1. Уравнение (3.1) при a=b принимает вид 

ху =k. (3.3) 
С помощью преобразования координат [13] перейдем от системы Oxy к си- 

стеме О’х’у, которая получается из системы Oxy поворотом на угол л/4 вокруг 

начала координат (рис. 3.4), уравнение (3.3) преобразуется к виду 
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x’? — y’? =2k. Положив в последнем уравнении 2k = a’, приходим к уравнению 

х?-у?=а?. (3.4) 

Сравнив это равенство с уравнением (3.2), заключаем, что уравнение (3.4) 

определяет равнобочную гиперболу. Она изображена на рис. 3.4, A(/2k,J/2k). 

$ 4. Парабола и её свойства 

Определение 4.1. //араболой называется кривая второго порядка, определя- 
емая в некоторой прямоугольной декартовой системе координат уравнением 

у? =2рх, р>0. (4.1) 

Равенство (4.1) называется каноническим уравнением параболы. 
Свойства параболы 

1. Парабола — осесимметричная кривая. Ось Ох — ось симметрии параболы. 

Других осей симметрии и центра симметрии парабола не имеет. 
2. Парабола вся расположена в правой полуплоскости и является неограни- 

ченной кривой. Как следует из уравнения (4.1), начало координат O(0, 0) при- 

надлежит параболе. Эта точка называется вершиной параболы. 

У 

ЧМ (x,y) 
r 

xX 

F(2.,0) 

D 

Рис. 4.1. Фокус и Oupexmpuca параболы 

3. Фокус и директриса параболы. Точка F(p/2, 0), находящаяся на оси пара- 
болы, называется фокусом, а прямая D: x= p/2 — директрисоий. Расстояние г OT 
любой точки параболы до фокуса ГР называется фокальным радиусом этой точ- 
ки. Для фокального радиуса 7 верно равенство 

r= xt р/2, (4.2) 

где x — абсцисса точки параболы. Отношение фокального радиуса г к расстоя- 
нию d OT данной точки параболы до директрисы D (рис.4.1) равно 1, т. е. r/d= 1. 

4. Параметр параболы. Построение параболы. Число р из уравнения (4.1) 

называется параметром параболы. Он равен фокальному радиусу точки пара- 
болы, расположенной на перпендикуляре, восставленном из её фокуса к оси Ох 
(при x= р/2 из (4.2) имеем г = р). Это свойство вместе с предыдущими позволя- 

ет построить параболу (рис. 4.2). 
Пример 4.1. Парабола задана уравнением у” = 8х. Найти её параметр, коор- 

динаты фокуса, уравнение директрисы. Изобразить эту параболу на чертеже. 
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4 М _» 

Г p=4 1 

| > —? Xx , 

О] F(Z, 0) O F(2,0) — ~ 
О F(0, 1) 

р D _2 

Рис. 4.2. Построение пара- Рис. 4.3. К примеру 4.1 Рис. 4.4. К примеру 4.2 
болы, параметр параболы 

» Сравнив данное уравнение с (4.1), имеем 8 = 2p, откуда р = 4. Точка 
ЕО, 0) — фокус параболы, a x =-—2 — уравнение её директрисы D. Построим на 
чертеже точки М:(2, —4) и Мк(2, 4). Теперь проведём параболу через эти точки и 
её вершину — начало координат (рис. 4.3). < 

Пример 4.2. Найдите координаты фокуса параболы y*— 2у = 4x+3 и построй- 

те её. 

»> В левой части уравнения параболы выделим полный квадрат (1)? = 

= 4(х-+1) и, перейдя к новым прямоугольным координатам х’, у’ по формулам: 

х'=х+ 1, у’=у- 1, получим уравнение у” = 4x’. В системе координат O'x'y’ оно 

является каноническим уравнением параболы вида (4.1). Имеем 4 = 2p, откуда 

р =2. В новой системе координат фокус параболы имеет координаты (1, 0), а 

его старые координаты можно найти из формул перехода: Р(0, 1). Вершина па- 

раболы находится в точке О’, следовательно, в системе Oxy она имеет коорди- 

наты (—1, 1). Далее строим параболу, используя свойство 4 (рис. 4.4). < 

Замечание 4.1. Наряду с параболой, определяемой уравнением (4.1), рас- 
смотрим параболу, задаваемую следующим уравнением: 

х*=2ру,р > 0. (4.2) 
Осью симметрии такой параболы является ось Оу, её фокус находится в точке 
F(0, p/2), а директриса D имеет уравнение у = —p/2 (рис. 4.5). В этой параболе 

читатель, очевидно, узнает график квадратной функции у=ах? (а>0) из курса 

элементарной математики (а =1/(2р)). 

7 

) 

(0.5) и "27 Mf ( р. 

f 
w
s
 

Рис. 4.5. Парабола, определяемая уравнением x° =2py, p>0 
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Замечание 4.2. Ветви парабол, определяемых уравнениями (4.1) и (4.3) на- 
правлены вправо и вверх соответственно. Параболы с противоположным 
направлением ветвей определяются уравнениями: 

У=-2рх, p> 0, (4.3) 
x?=—2py, p > 0. (4.4) 

Осью симметрии параболы, определяемой уравнением (4.4) является ось Ox, 
её фокус находится в точке F(—p/2, 0), а директриса D имеет уравнение x = p/2 
(рис. 4.6). Ось симметрии параболы, определяемой уравнением (4.6), — ось Оу, 
её фокус находится в точке F(0, — р/2), директриса О имеет уравнение у = p/2 
(рис. 4.7). 

Пример 4.3. Найти параметр, координаты фокуса и вершины, а также урав- 

нение директрисы параболы x? —2х = —4y — 3. 
> В левой части уравнения выделим полный квадрат: (x—-1)? = —4(y+1). Пе- 

рейдя к новым координатам x’, у’ по формулам x’ =х- 1, у’ =у + 1, получим 

уравнение: х’' * = —4у, в системе координат О’х’у’ оно имеет вид (4.5). Поскольку 
4 = 2р, тор = 2. Координаты фокуса параболы в новой системе координат есть 

и > УЛ D 

| \/-
 

р 

Рис. 4.6. Парабола, определяемая Рис. 4.7. Парабола, определяемая 

уравнением у’ =-2рх, p > 0 уравнением x” = — 2py, p > 0 

(0, —1), a ero старые координаты F(1, —2) можно найти из формул перехода. 
Вершина параболы находится в точке О’, в системе Oxy она имеет коорди- 

наты (1, —1). Уравнение директрисы D: у = 0. <4 

$ 5. Линейные и квадратичные зависимости в моделях экономики 

1.Один из важнейших вопросов микроэкономики состоит в изучении взаи- 
модействия спроса и предложения. Рассмотрим какой-нибудь товар. Пусть 

D(p) — количество (число единиц) товара, которое покупатель на рынке 
желает купить при данной цене р за единицу. D = D(p) называется функцией 
спроса на товар. Эта функция — убывающая. Она может быть достаточно 
сложной, но часто ее аппроксимируют (приближают) линейной функцией 

D=ap tc, гдеа < 0. (5.1) 

С другой стороны, пусть 5(р) — число единиц товара, предлагаемого 
продавцами на рынке по цене р. Очевидно, предложение растет с ростом 

цены. Поэтому Функция предложения 5 = S(p) — возрастающая функция. 
Она может быть достаточно сложной, но часто ее аппроксимируют линейной 

функцией 
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S =bp+d, где b>0. (5.2) 
Для экономики представляет интерес условие, когда спрос равен 

предложению: D(p) = S(p) или, используя соотношения (5.1) и (5.2), 
ар + c= bp + а. (5.3) 

Цена р = ро, при которой выполняется равенство (5.3), называется рав- 

новесной. Точка пересечения графиков функций D=D(p) и 5 =S(p), в рас- 
сматриваемом случае — прямых, называется точкой равновесия. 

Пример 5.1. Пусть функция спроса на товар D(p) = 10 - р, функция пред- 
ложения S(p) = 2p +1. Найдите: 

1) равновесную цену; 

2) насколько измениться доход предприятия (в процентах) при увеличе- 
нии цены на 10% процентов? 

> Равновесная цена ро определяется из условия D(p) = 5(р) или 10-р = 
= 2p +1. Откуда ро = 3. 

При р = ро = 3 доход предприятия был равен poD(po) = 3-7 = 21 (ден. ед). 
При ро = 3.3 доход предприятия был равен 3.3D(3.3) =3.3-:(10 - 3.3) = 22.11 
(ден. ед.). Следовательно доход предприятия увеличился на ((22,11 — 

—21)/21):100 = 5,2%. < 
2. В ряде случаев для построения математичеких моделей используют 

квадратичное приближение. Например. функции спроса и предложения за- 
писываются так: 

D(p) = ap” + aip +c, а< 0, (5.4) 
S(p) = bp? + bi p +d, b > 0. (5.5) 

Графики этих функций — параболы (см. $ 4). При этом ветви параболы 
D(p) = ар?+ аир + с направлены вниз, так как а<0, ветви параболы S(p) = bp? + 
+ bi p +d вверх, так как b>0. 

Нахождение равновесной цены сводится к решению квадратного уравнения 

ар” + агр +c = bp*+ bi p +d или (b — a)p*+ (ый — ai)p + (а- с) =0, 
которое при A = (В! — a1)? — 4(b - а) (а - с) =0 имеет только одно решение, при 
А > 0 - два решения, одно (а может и два) из них может оказаться отрицатель- 
ным и не иметь экономической интерпретации. 
Пример 5.2. Пусть функция спроса на товар О(р) = —p? + р +31, функция 

предложения 5(р) = р- 5. Найдите равновесную цену. 
> Равновесная цена ро определяется из условия D(p) = S(p) или —p?+ p + 

+31 =р- 5. Отсюда —p? + 36 = 0 илир = +6. Выбирая положительное решение, 

получаем ро = 6. <4 

Глава 5. Поверхности второго порядка 

$ 1. Общее уравнение поверхности второго порядка. 

Классификация поверхностей второго порядка 

Определение 1.1. //оверхностью второго порядка называется множество 
точек, координаты которых в некоторой прямоугольной декартовой системе 

координат Оху2 удовлетворяют алгебраическому уравнению второй степени: 
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Ax? + Ву? + Cz? + Dxy + Eyzt+ Fxzt+ Gx+Hy+iz+J=0, (1.1) 

где A,B,C,D,E,F,G,H,1,J7¢€R,a A*+B2+C7+D°+E72+F7#0. 

Можно показать [1], что при надлежащем выборе прямоугольной системы 
координат множество точек, определяемое уравнением (1.1) будет описываться 
одним из ниже перечисленных уравнений: 

ху 2 1.2 2=2рх; 1.10 tert ah ( ) J р ( ) 

ху’ 2? 1.3 x2 у’ (1.11) 
apc a ae ad 
xy 2, 1.4 x7, 1.12 
ep OO aah “) 
х? У’ 22 1.5 х? y? 1.13 

ВИНА WO ety =0 “™ 
x7 4 Y" Lop. (1.6) eye 6. (1.14) 
р 94 а? Ь? с? 

x2 yr 1.7 x2 у’ 2? 1.15 

Pq a at pta т 
ху. (1.8) x2. у? . (1.16) 
at pp р =-1; 

x2 y? (1.9) x? (1.17) 
"> у 1; 5 =; 5 72 

x7 =0. (1.18) 
Предполагается, что а, В, с, р, а>0 в каждом из уравнений (1.2) — (1.17). 

Уравнения (1.15) — (1.17) задают пустые множества точек, уравнение (1.13) за- 

даёт ось Oz (x = 0, у = 0, 2е R), уравнение (1.14) — начало координат (х=0, у = 0, 
2 = 0). Уравнения (1.11) и (1.12) определяют пару пересекающихся и пару па- 

раллельных плоскостей, (1.18) — пару слипшихся плоскостей. Геометрические 
образы, задаваемые уравнениями (1.2) — (1.10), называются невырожденными 

поверхностями второго порядка, а уравнения (1.2) — (1.10) — их каноническими 

уравнениями. Форма и некоторые свойства этих поверхностей, следующие из 

их уравнений, изучаются далее с помощью так называемого метода параллель- 
ных сечений. 

$2. Эллипсоид 

Определение 2.1. Эллиисоидом называется поверхность второго порядка, 

определяемая в некоторой прямоугольной декартовой системе координат Оху2 

уравнением вида 

ху’, 22 State, a2b2c>0. (2.1) 

Уравнение (2.1) называется каноническим уравнением эллипсоида. Эллип- 
соид обладает центральной симметрией относительно начала координат и сим- 

метрией относительно координатных плоскостей. 
Эллипсоид — ограниченная поверхность. Он находится внутри шара радиуса 
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а с центром в начале координат. В самом деле, для расстояния |OM| любой точ- 

ки M(x, у, 2) эллипсоида до начала координат с учётом (2. 1) 

lom|’ =x? +y?+277=a" ey yz а? eae =a*-l=a?. 
а’ a? Ь- 

Произведём сечения эллипсоида плоскостями, параллельными координат- 

ным плоскостям. В сечении плоскостью P:z=2Z,, |Z) |< с, получим эллипс Г, 

У _,_ 20 _ 0 .. .. Е =1- 72 в прямоугольной декартовой сис- 

теме координат O1xy,  ведённой на этой плоскости так, что точка O,(0, 0, Zo) — 

начало координат, а оси Ох и Oly параллельны осям координат Ох и Оу систе- 

мы координат Oxyz (рис. 2.1, 20 # 0). Полуоси Г! равны a.jl—zj/a? и 

определяемый уравнением + 

b,J1—zé / a? . В сечении плоскостью 2 = 0 получается эллипс Г› с наибольшими 

полуосями a u (рис. 2.1). 

Рис. 2.1. Эллипсонд 

Аналогичным образом можно убедиться, что сечения эллипсоида плоско- 

стями х = хо (хо |<а) иу=уо (lyo|<b) тоже эллипсы, полуоси которых не пре- 
восходят а, 6, с. В сечении координатными плоскостями 

x = 0, у = 0 полуоси этих эллипсов Г; и Г, наибольшие и равны ВБ, сиа, с соот- 

ветственно (рис. 2.1). Числа а, b, с называются полуосями эллипсоида, а точки 

А (—а, 0, 0), A2(a, 0, 0), ВО, —b, 0), B2(0, b, 0), Ci(O, 0, —с), C2(0, 0, с) — его вер- 

шинами (рис. 2.1). Описанный эллипсоид иногда называют также трёхосным 

эллипсоиндом. 

$ 3. Гиперболоиды 

Определение 3.1. Поверхности второго порядка, определяемые в некоторой 

прямоугольной декартовой системе координат Oxyz уравнениями 
- - 2 

x 4 +2 ~2_=1, a>b>0,c>0, (3.1) 
ao C~ 

-2 2 2 

те =-1, а25>0, с>0, (3.2) 
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называются однополостным и двуполостным гиперболоидами соответственно. 

Характер симметрии этих поверхностей такой же, как у эллипсоида. Числа 

а, b, с называются их полуосями. 

ZA 

Рис. 3.1. Однополостный гиперболоид Рис.3.2. Двуполостный гиперболоид 

1. Однополостный гиперболоид. В сечении плоскостью 2 = 0 получаем 

2 ›2 . x 
горловой эллипс I, + 2 =1 с полуосями а и В (рис. 3.1), а в сечении плос- 

а 
2 2 2 2 Zz? x" Zz 

костями x= 0, у = 0 — гиперболы Г.: 27-2 = и I, :—--—==1 (рис.3.1). 
- be с- am ce 

2. Двуполостный гиперболоид. Эта поверхность расположена вне части 

пространства, лежащей между плоскостями z=+c, где |2|<с. Точки 

C,(0,0,-—c) и C,(0,0,c) называются вершинами двуполостного гиперболоида 

(рис. 3.2). Сечения данной поверхности координатными плоскостями х=0 и 
22 2 2 2 

у=0 являются гиперболами I, : a= Г: Tao! (рис. 3.2). Сечения 

2 x* yr _ hh? 
поверхности плоскостями 2=й, |h|>c, есть эллипсы: — + => 

а” 65? с? 

$ 4. Конус второго порядка 

Определение 4.1. Поверхность второго порядка, определяемая в некоторой 

прямоугольной декартовой системе координат Оху2 уравнением 

х+7 2 = aber, (4.1) 
[9 ди ~ C~ 

называется конусом второго порядка (рис. 4.1). 
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Рис. 4.1. Конус второго порядка 

Характер симметрии этой поверхности такой же, как у эллипсоида. Её сече- 
ние плоскостью Р:2=2 (z, #0) представляет собой эллипс Г (рис. 4.1). 

Образующими конуса второго порядка, определяемого уравнением (4.1), яв- 

ляются прямые, проходящие через начало координат — вершину этого конуса и 

пересекающие эллипс Г, называемый его направляющей. 

$ 5. Параболоиды 

Определение 5.1. Поверхности второго порядка, определяемые в не- 

которой прямоугольной декартовой системе координат Oxyz уравнениями 

У Lo , >0, 5.1 DG р,4 (5.1) 

x _Y = 22, pq>0, (5.2) 
р а 

называются эллиитическим и гиперболическим параболоидами соответственно. 
Данные поверхности симметричны относительно координатных плоскостей 

Oxz и Oyz. В отличие от ранее изученных поверхностей, эллиптические и ги- 

перболические параболоиды не обладают ни центральной симметрией, ни сим- 
метрией относительно плоскости Оху. 

1. Эллиптический параболоид. При предположении р, а>0 вся поверх- 

ность расположена в полупространстве, где 2> 0. Начало координат принадле- 
жит эллиптическому параболоиду и называется его вершиной. 
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Рис. 5.1. Эллиптический Рис. 5.2. Г. иперболический 

параболоид параболоид 

Сечение эллиптического параболоида плоскостью P: 2 = Zo (Zo > 0) — эллипс 

Г! с полуосями ./2pz, и ./242 ‚ а в сечении координатными плоскостями x = 0 

и у= 0 имеем параболы I>: у? = 242 и Гз: х*= 2pz (рис. 5.1). 

2. Гиперболический параболоид. Сечениями этой поверхности плоскостя- 
мих = On y = 0 являются параболы Ги: у? = —2gz и Г›: x*= 2pz (рис. 5.2). Сече- 
ние плоскостью х = хо (xo#0) есть парабола Гз с вершиной на параболе Г›, а се- 
чение плоскостью у = yo (0-20) — парабола Г4 с вершиной на параболе Г! (рис. 
5.2). Параболы Гз и Г4 можно получить путём параллельного переноса парабол 
Г и Г> соответственно. Название гиперболический параболоид объясняяется 

тем, что в сечении этой поверхности плоскостью 2 = Zo (2020) образуется гипер- 
бола Is (рис. 5.2). 

$ 6. Цилиндры второго порядка 

Определение 6.1. Алгебраическая поверхность и-го порядка называется ци- 
линдрической поверхностью (или цилиндром), если в некоторой прямоугольной 
декартовой системе координат Оху2 она может быть задана уравнением вида 

F(x, у) = 0, (6.1) 
где F(x, у) — многочлен N-H степени относительно переменных х, у, не содержа- 

щий переменной 2. Кривая Г, определяемая уравнением (6.1) в плоскости Оху, 
называется направляющей этого цилиндра (рис. 6.1). 

Если точка M(x, у, 0) принадлежит Г (значит, и данному цилиндру), то все 
точки М (x, у, 2), где 2 — любое вещественное число, тоже ему принадлежат, ибо 

координаты М’ удовлетворяют уравнению (6.1). Они расположены на прямой L, 
проходящей через точку M(x, у, 0) параллельно оси Oz (рис. 6.1). Итак, данный 
цилиндр образован прямыми, параллельными оси Oz и пересекающими его 

направляющую Г. Эти прямые называются его образующими. 
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Рис. 6.1. К понятию цилиндрической Рис. 6.2. Эллиптический цилиндр 
поверхности 

Замечание 6.1. Цилиндры с образующими, параллельными осям Ox и Оу, 
определяются уравнениями вида С(у, 7) =Ои НС, 2) = 0. 

Определение 6.2. Поверхности второго порядка, определяемые в некоторой 

прямоугольной декартовой системе координат уравнениями вида 
2 2 

tel a,b>0, (6.2) 

2 2 

= a,b>0, (6.3) 

y*? =2px, p>0 (6.4) 

называются цилиндрами 6770рого порядка. 

4 
х , — an LY 

Рис. 6.3. Гиперболический цилиндр Рис. 6.4. Параболический цилиндр 

Направляющими этих цилиндров служат эллипс, гипербола и парабола, 
определяемые уравнениями (6.2) — (6.4) в плоскости Oxy. Их образующие, как 
было установлено выше, параллельны оси Oz (рис. 6.2 — 6.4). 

§ 7. Поверхности вращения второго порядка 

Определение 7.1. Алгебраическая поверхность называется поверхностью 

вращения, если в некоторой прямоугольной декартовой системе координат она 

может быть задана уравнением вида 

F(x7+y?,z)=0, (7.1) 

где F(x?+y?,z) — многочлен OT x7+y7,Z. 
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Замечание 7.1. Данное определение является конструктивным в том смыс- 

ле, что позволяет выделить поверхности вращения по виду их уравнений из 
множества всех алгебраических поверхностей. Так, например, в соответствии с 

этим определением уравнения 2(х?+у2)+2=0 и (х?+,/)?+42?=1 задают алгеб- 

раические поверхности вращения. 
Теорема 7.1. Поверхность (5), определяемая уравнением (7.1), образуется 

при вращении вокруг оси Oz кривой Г, являющейся линией пересечения (5) с 

плоскостью Oyz. 
> Пусть №. (0, 5,2.) — любая точка Г (рис. 7.1). В силу (7.1) имеем 

Е(,2)=0. (7.2) 

Проведём через М, плоскость P:z=z,, перпендикулярную оси Oz, и рас- 

смотрим в ней окружность с центром в точке O,(0,0,z)) и радиусом |y,| (рис. 

7.1). Пусть точка М(х, y,Z)) — произвольная точка этой окружности. 

Так как |ОМ]?=ОМу]2, то x?+y2=yé. Подставляя координаты точки М в 

zh 

Рис. 7.1. Поверхность вращения 

уравнение (7.1), с учетом последнего равенства и равенства (2) имеем 

F(x?+ 7, 2))=F (yi, 2) =0. 

Таким образом, показано, что координаты произвольной точки М упомяну- 

той окружности удовлетворяют уравнению (7.1). Следовательно, эта точка при- 
надлежит (5). Тем самым установлено, что поверхность (5) образуется при 

вращении линии Г вокруг оси Oz (рис. 7.1). <4 
Следствие из теоремы 7.1. Алгебраические поверхности, определяемые 

уравнениями С(х,у?+27)=0 и Н(х?+2?,у)=0, образуются при вращении неко- 

торых кривых вокруг оси Ох и оси Оу соответственно. 
Из вышеприведённого определения следует, что уравнение поверхности 

вращения второго порядка в некоторой прямоугольной декартовой ситеме ко- 
ординат имеет вид 

A(x? + у?) + Bz*+Cz+D=0. (7.3) 

Сопоставив уравнение (7.3) с уравнениями эллипсоида, гиперболоидов, ко- 
нуса 2-го порядка, эллиптического параболоида и эллиптического цилиндра из 
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$ 2 — 6, приходим к выводу, что эти поверхности будут поверхностями враще- 
ния при условии р = 4 для эллиптического параболоида и а = В для всех 
остальных поверхностей. Сопоставление этого уравнения с уравнениями ги- 
перболического параболоида из $ 5, гиперболического и параболического ци- 
линдров из $ 6 приводит к заключению, что эти поверхности не могут быть по- 
верхностями вращения ни при каких значениях констант. Итак, уравнения 

ety iy ХУ о 
— 3 +4, =] Е, a’ Cc? a- С” 

чи ХУ | 
а? С? р а“ 

определяют алгебраические поверхности вращения второго порядка, а именно: 
эллипсоид вращения, гиперболоиды вращения, конус вращения второго поряд- 
ка (или прямой круговой конус), параболоид вращения (или круговой парабо- 

лоид) и цилиндр вращения второго порядка (или прямой круговой цилиндр) со- 
ответственно. Каждая из этих поверхностей образуется при вращении вокруг 
оси Oz кривой, являющейся пересечением данной поверхности с плоскостью 

Оу2. Например, вышеуказанный эллипсоид вращения образуется при вращении 

вокруг оси Oz линии Г; (рис. 2.1). 

2 

Глава 6. Задания для проверки качества усвоения 

раздела 2 

$ 1. Задачи для самостоятельной работы 

1. аи b— неколлинеарные векторы. При каких значениях параметра а век- 

торы 3a+ab и a+2b образуют базис в множестве V2? 
2. Найти длины диагоналей параллелограмма, построенного на векторах а и 

р , как на сторонах, если @=р-2а, Б=2р+а, [р|=3,|а|= V2, (3.9) =3n/4. 

3. Дана прямая L: x-2y+2=0 и точка M(2, —1). Найдите: a) проекцию точ- 

ки М на эту прямую; 0) уравнение прямой, проходящей через точку М, парал- 

лельно заданной прямой; в) расстояние от точки М до заданной прямой. 

4. Дана плоскость Зх-2у+7=0 и точка M(2, —1, 3). Найдите проекцию 

точки М на плоскость. 

5. Дана прямая L: — = 3 == и точка M(1, 2, —3). Найдите: а) уравне- 

ние плоскости, проходящей через точку М, параллельно прямой L; 0) уравнение 
плоскости, проходящей через точку М, перпендикулярно прямой L. 

6. Постройте кривую 4х? — 8х +у’=0. 
7. Пусть функция спроса на товар Д(р)=16-р, функция предложения: 

S(p)=2p+1. Найдите: а) равновесную цену; 6) изменение дохода предприя- 

тия (%) при увеличении цены на 20%. Постройте графики функций спроса и 
предложения. 

8. Пусть функция спроса на товар D(p) = —p*+ р + 3, функция предложе- 
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ния S(p) = 4р? + 2 р +6. Найдите равновесную цену. Постройте графики 3a- 

данных функций спроса и предложения. 

Ответы к задачам для самостоятельной работы 

1.а) -24/J/11; 6) —24/(V78-V11); в) 282. 

2. 101; 9. 3.а) (4/5; 7/5); 6) х-2у-4=0; в) 6/5. 4. (-19/13;17/13;3). 

5. а) 13х + 6y — 82-49 =0; 6) 2х-3Зу+2+7=0. 

6. Эллипс с центром С(1/4;0). Оси симметрии эллипса параллельны координат- 

ным осям. Длины полуосей: 45/4, \/5/2. 

7. Po =>; 7,4%. 8. Уравнения спроса и предложения несовместны. 

$ 2. Контрольные вопросы к разделу 2 

1. Что такое вектор? его длина? орт вектора? 
2. Сформулируйте свойства операции сложения векторов. 

3. При каких условиях: 1) |а+6На|+16 |? 2) |а+6На|-15|? 
4. Какие несколько векторов называются линейно зависимыми? линейно не- 

зависимыми? 
5. Как геометрически располагаются пара или тройка векторов линейно за- 

висимых векторов? линейно независимых векторов? 
6. Что такое базис некоторого множества векторов? координаты вектора в 

выбранном базисе? 
7. Сформулируйте правило сложения двух векторов, заданных разложения- 

ми в некотором базисе. 
8. Сформулируйте понятие прямоугольного базиса и прямоугольной декар- 

товой системы координат. 

9. Что такое скалярное произведение двух векторов? Перечислите свойства 

скалярного произведения. 
10. Что такое алгебраическая линия? Сформулируйте теорему об инвари- 

антности порядка алгебраической линии. 
11. Напишите равенства, выражающие условия параллельности и перпенди- 

кулярности двух прямых на плоскости. 
12. Почему плоскости и, только они, называются поверхностями |-го по- 

рядка? 
13. Что такое эллипс? Сформулируйте свойство фокальных радиусов точки 

эллипса. Найдите координаты центра симметрии, полуоси. 
14. Какие прямые называются асимптотами гиперболы? Напишите уравне- 

ния асимптот гиперболы 4х? — 97/7 = 36. 
15. Прямая Г, задана уравнением с угловым коэффициентом у = KX +6. По- 

ясните геометрический смысл к и в. 

16. Прямые Ги L заданы уравнениями 1: y=A,x+l, [: y=k,xtl,. 
Напишите условия параллельности и перпендикулярности этих прямых. 
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Ax+By+C, =0, 
17. Kak геометрически объяснить, что система уравнений [+ B,y+C, =0 

является неопределённой? определенной? 

18. При каком условии плоскость и прямая в пространстве параллель- 

ны?перпендикулярны? 

19. Напишите условие перпендикулярности прямых в пространстве. 

20. Напишите общее уравнение плоскости. Каков геометрический смысл ко- 

эффициентов уравнения? 
21. Напишите уравнение плоскости, проходящей через 3 заданные точки 

М, (х,У›2), М, (х,,У-›25), Ms (ж» Уз» 2). 
22. Запишите уравнение плоскости, проходящей через данную точку 

Мо (хо, У, 2о), перпендикулярно вектору Я = (4,В,С). 

23. Дайте определения понятиям: функция спроса, функция предложения, 
равновесная цена, а также линейная и квадратичная аппроксимации. 

$ 3. Тесты по разделу 2 

| Вар. № 1 | Раздел 2. Аналитическая геометрия | 

В треугольнике АВС сторона ВС разделена точкой М в отношении 5:3, 

I считая от точки В. Найдите разложение вектора AM по векторам b=AC и 

с=АВ. 
Даны векторы a =3i-274+3k, b=i-3j+k и c=5i+4j+3k. Найдите проек- 

2 _ — a 
цию вектора b+c на ось вектора a—b. 

3 Даны вершины треугольника: A( 0, 0); В(1,3); C(5, 1). Найдите длину 
высоты треугольника, опущенной из вершины A. 

- — > —_ 

Прямые Ha плоскости заданы уравнениями: + 5 2 =) 5 3 их+ 4y-1=0. 

4 Они: а) параллельны; 6) перпендикулярны; в) совпадают; г) пересекаются 
под острым углом, отсчитываемом от первой прямой против часовой стрел- 

ки; д) пересекаются под тупым углом, отсчитываемом от первой прямой 
против часовой стрелки? 

5 Укажите координаты центра кривой (вершины параболы, если кривая — па- 

рабола) 2х? + y? +16х=0 Постройте эту кривую. 

Дано уравнение: x —2+ y=0. На плоскости оно задает: а) окружность; 

6 6) гиперболу; в) параболу; г) эллипс; д) пару прямых; е) точку; ж) никакой 
кривой и никакой точки. 

Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку A(—2; 0; —5) пер- 

7 пендикулярно вектору BC , соединяющему точки B(2; 7; —3) и C(110; —1). 

Даны координаты вершин пирамиды: 4, (0,-1,-1), 4, (-2,3,5), A, (1,-5,-9), 

8 А, (-1,-6,3). Найдите длину высоты пирамиды, опущенной из вершины A, на 

грань 21.4243. 
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Прямая И ПЛОСКОСТЬ заданы соответственно уравнениями: 

a at = == re и х+2у-52-15=0. Каково их взаимное расположение: 

? a) прямая лежит в плоскости; 6) прямая перпендикулярна плоскости; 

в) прямая пересекает плоскость под углом © < 60°; г) прямая пересекает 

плоскость под углом © > 60°; д) прямая параллельна плоскости. 

Даны координаты вершин пирамиды: A, (2,3,1), 4, (4,1,-2), А, (6,3,7), (7,5, 3). 

10 Найдите уравнение плоскости, проходящей через вершину A, параллельно 

грани A, A, A,. 

Bap. № 2 | Раздел 2. Аналитическая геометрия 

В треугольнике АВС сторона АВ разделена точкой М в отношении 2:1, 

считая от точки А. Найдите разложение вектора СМ по векторам а = СВ 

и b=CA. 

Даны векторы а =—-2i+8j+2k, b=-3i+27+2k wu c=2i-37+3k. Найдите 

проекцию вектора с на ось вектора 2b—a. 

Даны вершины треугольника: A(0, | ); В(2, 1); С(-1, 4). Найдите длину 

высоты треугольника, опущенной из вершины A. 

Прямые на плоскости заданы уравнениями x—3y—16=0 u 2х-—6у+8=0. 

Они: а) параллельны; 6) перпендикулярны; в) совпадают; г) пересекаются 
под острым углом, отсчитываемом от первой прямой против часовой 
стрелки; д) пересекаются под тупым углом, отсчитываемом от первой 

прямой против часовой стрелки. 

Укажите координаты центра кривой (вершины параболы, если кривая — 

парабола) 2x—x* —4у? +2=0 Постройте кривуго. 
2 2 

Дано уравнение: x + у’ — 10х + 8y = 0. На плоскости оно задает: 
а) окружность; 6) гиперболу; в) параболу; г) элллипс; д) пару прямых; 

е) точку; ж) никакой кривой и никакой точки. 

Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку A(—1; 3; 4) пер- 

пендикулярно вектору ВС, соединяющему точки B(—1; 5; 0) и С(2; 6; 1). 

Даны координаты вершин пирамиды: A,(1,2,0), 4, (2,0,-3), A; (5,2,6), 

А, (8,4,-9). Найдите длину высоты пирамиды, опущенной из вершины Ад 

на грань 4:.4>Аз.. 

Прямая и плоскость заданных соответственно — уравнениями: 
‚— +3 _2- 

2 = => 7 = 3 Ги 3x47 у-52-1|=0. Каково их взаимное расположе- 

ние: а) прямая лежит в плоскости; 6) прямая перпендикулярна плоскости; 

в) прямая пересекает плоскость под углом © < 60° ; г) прямая пересекает 

плоскость под углом ©. >60? ; д) прямая параллельна плоскости 

10 
Даны координаты вершин пирамиды A,, A,,A;,4,: А (-1,-5,2), A, (-6,0,-3), 

А, (3,6,-3), A, (-10,6,7). Найдите уравнение плоскости, проходящей через 

вершину A, параллельно грани A, A, A,. 

8/ 



Ответы к заданиям тестов 

Вариант 1 

1) ас+55. 2) 7. 3) 7/V5. 4) Параллельны. 5) (-4, 0). 6. Парабола. 

7) х-Зу-22-8=0. 8) 37/35. 9) Прямая лежит в плоскости. 

10) 6х-23у-42-9=0. 

Вариант 2 

1) +35. 2) 5/3.3) /2. 4) Параллельны. 5) (1, 0). 6) Окружность. 

7) 3x+y+z—-4=0. 8) 517. 9) Прямая перпендикулярна плоскости. 

10) 110x+25y+143z +1089 = 0. 
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Раздел 3. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

Краткая характеристика раздела 

1.Гемы раздела. Числовые множества. Элементы алгебры логики. Функция 

одной переменной. Предел числовой последовательности. Предел функции. 

Сравнение бесконечно малых и бесконечно больших функций. Непрерывность 
функции. Функции в экономике. 

2. Базисные понятия. Множество. Функция. Предел. Непрерывность. 

3. Основные задачи. Простейшее исследование функций. Вычисление пре- 

делов. Сравнение бесконечно малых и бесконечно больших. Исследование не- 

прерывности функций. 

Глава 1. Множества и функции 

$ 1. Множества и операции над ними 

Понятие множества — одно из основных в математике. Оно относится к так 

называемым первичным, классификационно неопределяемым понятиям. Тер- 

мины «совокупность», «семейство», «система», «набор» и т. п. — синонимы 

слова «множество». Примерами множеств могут служить множество граждан, 

живущих в данном городе, множество натуральных чисел и т. д. Приведённые 

примеры показывают, что множество может содержать конечное или бесконеч- 

ное число произвольных объектов. 

Объекты, составляющие множество, называются его элементами. Множе- 

ства обычно обозначаются прописными буквами, а их элементы — строчными. 

Если x — элемент множества X, то пишут: xe XY (x принадлежит Х). Запись 

хе Х следует читать так: «x не принадлежит ХЛ». Запись Х = {X1, X2, ..., Xn} озна- 

чает, что множество Х состоит из элементов X1, X2, ..., Xn, Аналогичный смысл 

имеет запись Х = {X1, Х2, ..., Хи, ...}. 

Пусть Хи У- два множества. Если всякий элемент множества Х принадле- 

жит и множеству Y, то Х называют подмножеством множества 7, при этом за- 

писывают: Xc Y. Множества Х и 7, состоящие из одних и тех же элементов, 

называют равными и пишут Х = У. 

Множество, не содержащее ни одного элемента, называют пустым множе- 

ством и обозначают символом @. Очевидно, что Ос Х, X — любое множество. 

Объединением множеств Х и Y называют множество, каждый элемент KOTO- 

рого принадлежит хотя бы одному из данных множеств Хили 7. Объединение 

множеств Хи Y обозначают так: Xu 7. Пересечением множеств Х и Y называют 

множество, каждый элемент которого принадлежит одновременно и множеству 

Х, и множеству 7. Пересечение множеств Х и Y обозначают следующим обра- 
30M: Xa 7. Разностью множеств Х и Y называют множество, состоящее из тех 

элементов множества Х, которые не принадлежат 7; обозначают разность мно- 

жеств Хи Усимволом Х \ У. 
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На рис. 1.1 — 1.3 заштрихованные фигуры изображают объединение, пере- 
сечение и разность множеств Хи 7, представленных прямоугольниками 

YY Yj Y Y 

__ 
XuUY Х ПУ X\Y 

Рис. 1.1. Объединение Рис. 1.2. Пересечение Рис. 1.3. Разность 
множеств Хи Y множеств X u Y множеств Xu Y 

Пример 1.1. Найти Хо У, Xn Yu МУ, если X= {2,4,5,7}, Y={1,3,4,5,8}. 

> Л У={1,2,3,4,5,7,8}, Хо Y={4,5}, X\Y={2,7}.< 

Пример 1.2. Найти Хо Y, Хо Yu У, если Х, Y— множества решений нера- 

венств: х*—4 < (и х?-4х-5<0. 
> х2—4<0=>(х-2)(х+2)<0. Решим последнее неравенство, например, 

методом интервалов: —2 <х < 2. Итак, множество Х состоит из чисел х, удовле- 

творяющих полученному неравенству (рис. 1.4). Это утверждение можно запи- 
сать так: X={x: —2 <x < 2}, где знак двоеточия имеет смысл «такой, что». 

Рис. 1.4. К примеру 1.2 

Решив второе из данных неравенств, получим: у={х:-1<х<5} (рис. 1.4). 

Имеем: Xu 7У=4х:- 2<х<5}, Ха Y={x:-1l<x<2}, MY={x:-2<x<-1}.< 

Множество Х, состоящее из одного элемента, из двух элементов, вообще из 

п элементов, где п — любое натуральное число, называют конечным множе- 

ством. Пустое множество & также относят к конечным множествам. Множе- 

ства, не относящиеся к конечным, называют бесконечными. Бесконечным явля- 

ется, например, множество №, состоящее из всевозможных натуральных чисел. 

Всякое бесконечное множество является либо счётным, либо несчётным. 

Бесконечное множество называют счётным, если между его элементами и 

натуральными числами можно установить взаимно однозначное соответствие, 

т. е. ели можно перенумеровать все его элементы. Существуют множества, для 

которых такая процедура неосуществима: при любом способе приписывания 
его элементам натуральных номеров, всегда часть элементов остаётся непрону- 

мерованной. Такие множества называют несчёетными. Простеишим примером 

счётного множества является множество № всевозможных натуральных чисел. 

Совокупность всех точек отрезка прямой есть несчётное множество. 
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$ 2. Логические символы. Прямая, обратная и противоположная 

теоремы. Необходимые и достаточные условия 

При записи математических предложений (определений, формулировок 

теорем и т. п.) вместо часто повторяющихся слов и целых выражений удобно 
использовать экономную символику из математической логики. Ниже приво- 
дятся наиболее простые и употребительные символы. 

Пусть а, В,... — некоторые высказывания или утверждения, относительно 
каждого из которых можно сказать истинно оно или ложно. 

Запись а означает «не а», т. е. отрицание утверждения а. 
Запись a> означает «из утверждения @ следует утверждение В» (символ 

= — символ импликации). 
Запись a В означает «утверждение а эквивалентно утверждению вр», т. е. 

из а следует В и наоборот: из В следует а (<>-— символ эквивалентности). 
Запись Чхе X : a(x) означает: существует элемент хе Х, для которого спра- 

ведливо утверждение a(x) (символ 3 — квантор существования, J — перевёрну- 
тая первая буква английского слова Existence — существование). 

Теорема — математическое предложение, истинность которого доказывает- 
ся. Она записывается в виде: «если а, то В» (или A= В), где а — условие, а В — за- 
ключение теоремы. Поменяв местами условие и заключение, получим обрат- 
ную теорему «если В, TO а» (или B> а), теорема «если а, то В» называется в та- 
ком контексте прямой. Так, в теореме «если четырёхугольник — параллело- 

грамм, то его противоположные стороны попарно равны» условие а: четырёх- 
угольник — параллелограмм, а заключение В: его противоположные стороны 
попарно равны. Обратная теорема: «если противоположные стороны четырёх- 
угольника попарно равны, то этот четырёхугольник — параллелограмм». Здесь 

верны обе теоремы: прямая и обратная, однако так бывает не всегда. Для тео- 
ремы «если два угла вертикальные, то они равны» обратная теорема неверна. 

Теорема «если не а, то не В» (илиб >В) называется противоположной по 

отношению к теореме «если а, то В» (или a= В). Противоположная теорема все- 
гда верна, если верна обратная теорема. 

Пусть верна теорема «если а, то В» (или а> В), тогда а называется доста- 
точным условием В, а В — необходимым условием а в том смысле, что выполне- 
ние а достаточно для выполнения B, а В всегда (т. е. необходимо) справедливо 

при выполнении a. Когда верна обратная теорема «если В, то а» (или В> а), В 
оказывается достаточным условием а, а о — необходимым условием р. Необхо- 
димые и достаточные условия иначе называют признаками. Если верны обе 
теоремы — прямая и обратная, их формулировки можно объединить: «для того 
чтобы выполнялось а, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось В» (или «а 
выполняется в том и только том случае, если выполняется В», «а выполняется 

тогда и только тогда, когда выполняется В», ao). Например, объединим фор- 

мулировки теорем о параллелограмме: «для того чтобы данный четырёхуголь- 
ник был параллелограммом, необходимо и достаточно, чтобы его противопо- 
ложные стороны были попарно равны». Понятно, что при такой формулировке 

надо доказывать две теоремы: прямую и обратную. 
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$ 3. Множество вещественных чисел А и его свойства 

Будем пользоваться общепринятыми обозначениями: 
N= {1,2, 3,...} — множество натуральных чисел; 

Z= {0, +1, +2, ...} — множество целых чисел; 

О — множество рациональных чисел, т. е. чисел вида p/q, где де М, а 
De Z; множество О можно рассматривать также как совокупность всевозмож- 
ных конечных или бесконечных периодических десятичных дробей. 

Можно показать, что множество О — счётное множество. 

Бесконечные десятичные непериодические дроби не принадлежат мно- 

жеству О. Эти числа называются иррациональными. Рациональные и иррацио- 
нальны е числа называют вещественными или действительными числами; со- 
вокупность всех вещественных чисел обычно обозначают через А. 

Основные свойства множества R 
1. Упорядоченность. Пусть x1, x2 — вещественные числа; справедливо одно и 

только одно из следующих утверждений: X1< X2, х! > X2, X1 = X2. 

2. Плотность. Пусть хи, х2 — вещественные числа, причем х! < х2. Всегда су- 

ществует вещественное число X, лежащее между хи, х2: х! < х < x2. 
3. Неограниченность. Для любого положительного числа А существует ве- 

щественное число х, большее, чем А: А<х. Для любого отрицательного числа А 

существует вещественное число х, меньшее, чем A: x <A. 

4. Непрерывность. Пусть Х, У — множества из К. Если неравенство х<у 

справедливо для УхеХ, V ye 7, то существует хотя бы одно вещественное число 

сх < с<у. 

Замечание 3.1. Множество О обладает свойством плотности, но не обладает 
свойством непрерывности. Пусть Х, Y — множества всех рациональных чисел, 

меньших и больших 2 соответственно. Очевидно, неравенство x < у выполня- 

ется для УхеХ, У уе У, а неравенство x <с< у — только при с = V2, которое не 

является рациональным числом. 
5. Множество К несчетно. 

6. /еометрическая интерпретация множества В. Геометрически веще- 
ственные числа интерпретируются точками так называемой числовой прямой, — 

направленной прямой, на которой выбран масштаб и начало отсчёта (рис. 3.1). 

М 0 1 x 
a l 1 ъ—==== 
а | | — 

Рис. 3.1. Числовая прямая 

При этом вещественному числу х ставится в соответствие единственная 
точка М числовой прямой, для которой число х является координатой, и, обрат- 

но каждой точке М числовой прямой — единственное вещественное число х — 

координата точки М. Началу отсчёта соответствует число 0. 
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$ 4. Некоторые подмножества из К 

Пусть а и В — заданные вещественные числа, причем а < Ь. Далее будем ис- 
пользовать следующие обозначения и терминологию: 

1. {x В: а<х<ь} = (а, Б) - интервал или открытый промежуток. 
2. {хе В: a <x <b} = [а, 5] — отрезок (сегмент, замкнутый промежуток). 

3. {хе R:a<x<b} = (а, Б] и {xe В: а<х < b} = [а, b) — полуинтервалы. 
Множества 1 — 3 относятся к конечным промежуткам. 

4. {xe В: x <a} =(-~, a] u {xe В: x >a} = [а, + }) — бесконечные полуинтер- 
валы. 

5. {ve R: x <a} = (-ю,а)и {xe К: x > a} = (а, + ) — бесконечные интервалы. 
6. {xe R: —0 <x < + 0} = (-, ®) — бесконечный интервал или числовая 

прямая. 

7. (Ка) — окрестность точки а — любой интервал (a1, а2), содержащий эту 
точку (рис. 4.1). 

8. U.(a) = (а-в, a+ =) - & - окрестность точки а (рис. 4.2). 

por тот- -. a —E Pa - aAt+E f у an ~ 

} ] \ у ‘ 1 ] > 
| > { | } > а а a 
а а a) a ” 

Рис. 4.1. Окрестность Рис. 4.2. Е — окрестность Рис. 4.3. Проколотая 

точки а точки а окрестность точки а 

9. U (а) — проколотая окрестность точки а — объединение интервалов 
(а, а) (а, а2), a1, 22 — любые вещественные числа (рис. 4.3). 

10. U.(a) — проколотая = - окрестность точки а — объединение интервалов 

(а—=, а) о (а, а + =) (рис. 4.4). 

l-e- — — ~~ 1+= 
Boerne, ge ATE Г ВИНЕ: \ 

; у \ > \ И | > 
\ } > 1 35-~_-- 5 a 3-€ 3+E 

Рис. 4.4. Проколотая в — окрестность точки a Рис. 4.5. К примеру 4.1 

Пример 4.1. Записать в виде промежутков множества U,(1)VU U,(3), 
U1) Ц. (3) при Ее (1, 2). 

> (:(1)=(1- =, 1+ =), Ц.(3)=(3 - в, 3+ =). ЧЕТ) о Ч-)=А - в, 3+ 8), 

U1) Ц: (3) =( - в, 1+ =) (рис. 4.5). < 

$ 5. Модуль вещественного числа и его свойства 

Определение 5.1. Абсолютной величиной (модулем) вещественного числа х 

называется число, обозначаемое через || и определяемое формулой: 
1х|= x, если x20; 

° —х, если x<0. 

Замечание 5.1. Геометрически | x | интерпретируется как расстояние OT точ- 
ки х числовой прямой до точки О (начала отсчёта) (рис. 5.1, 5.2). 
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- у 

Рис. 5.1. К замечанию 5.1, x>0, |x| = |O A| Рис. 5.2. К замечанию 5.1, х<0, |x| = |AO| 

Свойства абсолютной величины 
1. Неравенство | x | > 0 выполняется для У хе R, |x| = 0 только длях = 0. 

2. Для V хе К справедливо равенство: | x | = | —х 
3. Для У хе В справедливо неравенство: — |x| < х<|х |. 

4. Неравенства |х | <а и -а<х<а равносильны для Уа > Ou Улхе В. 

5. Неравенство | x |> а и объединение двух неравенств: х < -а v x >a равно- 

сильны для Va > 0и VxeR. 

6. | ж:у | =|х | у | для Ухе К, У уе В , если y 0, то | х/у|=|х Му|. 

7. Неравенство || x |—| y || <|x + <|х|+|у| справедливо для Vx, уе В. 
Замечание 5.2. Из свойства 4 следует, что число х находится в данном слу- 

чае на числовой прямой на отрезке длиной 2а между точками — а, а и на рассто- 

янии от точки 0, не большем, чем а (рис. 5.3), а из свойства 5 — число х нахо- 

дится от точки 0 на расстоянии, не меньшем, чем а (рис. 5.4). 

= = 2a -- 

рии ИИА 1249999 
L 0 _ | т | 

-а a =a 0 a 

Рис. 5.3. К замечанию 5.2 (ceoucmeéo 4) Рис. 5.4. К замечанию 5.2 (свойство 5) 

Замечание 5.3. Неравенство |x + у| < |х|+|у| называют неравенством 
треугольника. Можно доказать и более общее утверждение: пусть п — заданное 

натуральное число, а X1, X2, ..., Xn — заданные вещественные числа, тогда спра- 
ведливо неравенство |[х1+ х2+...+ Xn] < [хи] + [xo] +...+ [Хи]. 

Замечание 5.4. Доказательства всех свойств основаны на определении 5.1 и 

на использовании свойств действии с весщественными числами. Докажем, 

например, свойство 4. 
> Пусть | x | < а, отсюда имеем: — | x | > - а. Эти два неравенства и свойство 

3 приводят к соотношению: — a < - |x| <x < |x| <a или-а <х<а. 

Предположим теперь, что — а <х < а. Длях: 0 <х < а имеем | x = x (опреде- 

ление 5.1), поэтому приходим к неравенству: |x |< a. Jia x: -а <х < 0 имеем 

| x |= -—х (определение 5.1), откуда следует, что -а<-х| или |х [< а. 

Пример 5.1. Решить неравенства: 

a) [xl] < 3, 
6) |x+2| > 2, 
в) | x+2|>-2. 
>a) В силу свойства 4 имеем —3 < х- | < 3. Прибавив ко всем частям Hepa- 

венства по 1, получим: — 2 <x < 4 umn Xe [-2, 4]. 

0) Из свойства 5 имеем: х+2 < —2 у x +2 > 2. Прибавив ко всем частям 

этих неравенств по —2:x <—4v x >0, или хе (--,— 4] (0, +). 

в) В силу свойства | решением данного неравенства является хе R. 
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$ 6. Ограниченные и неограниченные числовые множества. 

Точные грани числовых множеств 

Определение 6.1. Непустое множество Хс А называется ограниченным свер- 

ху (снизу), если найдётся некоторое число A такое, что для У хеХ будет выпол- 
няться неравенство x < A (x > A). Число А при этом называется верхней (ниж- 
ней) гранью множества Х. Множество Х, ограниченное и сверху, и снизу, 

называется ограниченным. Множества, не относящиеся к ограниченным, назы- 
вают неограниченными множествами. 

Множество Х является ограниченным тогда и только тогда, если существует 
число М > 0 такое, что для У хе X выполняется неравенство | x | < М. 

Определение 6.2. Пусть Х — ограниченное сверху (снизу) множество. Tou- 
ной верхней (нижней) гранью множества Х называется наименьшая из его верх- 
них граней (наибольшая из его нижних граней). Обозначается это число симво- 
лами supX u supx (шЁХи inf x). 

xeX 

Точные грани множества могут как принадлежать ему, так и не принадле- 

жать. Если Х = (0, 2], то inf X= 0, а supX= 2, infX¢ Х ,asupXe Х. 

$ 7. Понятие числовой функции. График функции. 

Способы задания функции. Классификация функций 

1. Понятие числовой функции. График функции. 

Определение 7.1. Пусть Dc К — некоторое непустое множество. Если каж- 

дому значению переменной xe D поставлено в соответствие по некоторому за- 
кону единственное число ye E с А, то говорят, что на множестве D задана чис- 
ловая функция (или просто функция) и пишут у = f(x). Переменная x называется 
аргументом, а множество D — областью определения функции, для неё приняты 

обозначения D(f ), Diy). Число у называется частным значением функции в 
точке х, а совокупность всех частных значений — множеством значений функ- 
ции и обозначается Е(Г), E(y). 

Замечание 7.1. Буква f B обозначении функции у = f (x) символизирует вы- 
шеуказанный закон. Для обозначения функции могут употребляться и другие 
буквы, например, 5 = g(t) ит. д. 

Замечание 7.2. Наряду с термином «функция» применяется термин «отоб- 
ражение» и пишут f:x > у или fixe Do уЕУ. 

Определение 7.2. Графиком функции у = f (x), xe D, называется множество 
Г всех точек M(x, у) плоскости Oxy, координаты которых удовлетворяют урав- 
нению у = f (x) (рис. 7.1, Г- график функции у = f(x)). 
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Рис. 7.1. К определению 7.2 Рис. 7.2. График функции у = sgnx 

2. Способы задания функции. |. Аналитический способ — задание закона, 

устанавливающего связь между переменными х и у, с помощью формулы. 
В школьном курсе математики так были введены обратно пропорциональная 

зависимость у=К/х, квадратная функция у = ах? + bx +c ит. д. Функции могут 

задаваться разными формулами на различных участках области определения. 
Например, функция 

—| если х<0, 
y=sgenx= 4 0, если x=0, 

1 если x <0 

задана аналитически на всей вещественной оси (рис. 7.2, стрелки в точках (0, 

—1) и (0,1) означают, что при x = 0 функция не принимает значений -1 и 1, сим- 
вол $епх читается как сигнум X, по латыни Signum — знак). 

1. Табличный способ — задание таблицы отдельных значений аргумента и 

соответствующих им значений функции. 
2. Графический способ — соответствие между аргументом и функцией зада- 

ётся посредством графика (например, получаемого с помощью прибора). 
3. Алгоритмический способ — задание функции с помощью алгоритма (про- 

граммы). Он используются при вычислениях на компьютерах. 
4. Задание функции словесным описанием. Так, функция y=[x], называемая 

целой частью числа х, определяется как наибольшее целое число, не превосхо- 
дящее х. 

3. Классификация функций. 

Определение 7.3. Функция у = f(x) называется чётной (нечётной), если её 

область определения D(f) симметрична относительно точки х = 0 и для 

У хе D(f) справедливо равенство /(-х) = f(x) (f(-x) = - Г(х)). 

Так, функция у = x — чётная, ибо у(- х) = (- x)? =X = у(х) для VxER, а 
функция y=x>— нечётная, так как уУ(-—х)=(-х)з=-лх3=-уУ(х) для Ухе R. 

График чётной функции обладает симметрией относительно оси Oy, а не- 
чётной — симметрией относительно начала координат (рис. 7.3, 7.4). 
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Рис. 7.3. График функции у = x Рис. 7.4. График функции у = x° 

Определение 7.4. Функция у = f(x) называется периодической, если суще- 
ствует число Т>0, называемое периодом функции, такое, что для хе D(f) 

справедливы равенства xt Те (Г) и f(x+T)= f(x). 

Замечание 7.3. Если число Т > 0 - период данной функции, то и число Ти — 

период этой функции при Vine №. Поэтому под Т обычно понимают наимень- 

ший положительный период (если он существует). 

Замечание 7.4. Любую часть графика периодической функции можно полу- 
чить путём параллельного переноса вдоль оси Ох его части, соответствующей 
промежутку, длина которого равна периоду. 

Из школьного курса математики известно, что тригонометрические фунции 
у = sinx, у = COSY имеют наименьший положительный период Т = 27, а для 

функций у = tex, у = ctex — ТЕЛ. 

Пример 7.1. Найти период функции y = |sin x 
> Найдём наименьшее положительное число 7 такое, что для Ухе В спра- 

ведливо равенство |sin( x+7)| = |sin х|. В частности, оно должно выполняться при 
x=0: |sin7] =|$110|. Отсюда sinT = 0 u T=mk, ke Z. Поскольку Т- наименьший по- 
ложительный период, то Т= 1. Проверим, что для V xe К справедливо равенство 

|sin( x+7)| =|sin x|. Действительно, по формулам приведения sin(x+7)=— sin x, HO 
тогда |sin( x+7)| = |sin >|. < 

Определение 7.5. Функция y= (x) называется возрастающей (убывающей) 
на множестве XC D(f), если для Уж, х2Е Х из неравенства х! < x2 следует нера- 

венство f (x1) <f( x2) (и) > Г(^2)). Если из неравенства х! <x2 следует нера- 
венство f (x1) <f( x2) (Г(х!) > }(х2)), то функцию f(x) называют строго возрас- 
тающей (строго убывающей) на множестве Х. 

Возрастающие и убывающие функции объединяют общим термином моно- 

тонные функции. 
Пример 7.2. Показать, что функция у=(х-—1)? строго убывает на промежутке 

(—о, 2). 

> Возьмём\Ух,, x, Е (—09, 2) : х! <х2. Имеем y(x1) —y(x2) =(х—1)*-(- 1) = 

= (хх )(х2+х1-2). Поскольку x2 —х1! > и x2 +x1 —2>0 для любых выше выбран- 

ных X1, X2, TO y(xX1)— У(х2) > 0 или у(х!) > у(х2) и по определению 7.5 заключаем, 
что данная функция убывает на (-—,2). 
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Определение 7.6. Пусть Ё(Р) — множество значений функции у=/(х) при 

xeXc D(f ). Если Е( Г) ограничено сверху (ограничено снизу, ограничено), то 
функция называется ограниченной сверху (ограниченной снизу, ограниченной) 
на множестве Х. Точная верхняя (нижняя) грань множества E(f) называется 
точной верхней (нижней) гранью данной функции на множестве Х и обознача- 
ется sup f(x) (inf Ff (x)). Если sup (ЕЕ) (inf f(x)eE(f)), то ero называют 

также наибольшим (наименьшим) значением функции на множестве X и обо- 

значают та x) (min f(x)). пах f(x) (min f(x)) 
Пример 7.3. Найти sup f(x), int f(x) и max f(x), min f(x), если 

ХЕХ ХЕ ХЕ ХЕ 

T(x) =ИЙх|+1) их=В. 

> Неравенство 0 < 1/(|х | +1) <1 верно для Vxe R, при этом 1= /(0). 

Поэтому зир Л(х)=тах f (х)=1, inf f (x)=0, a min f(x) He существует. < 
xe X XE xe ХЕ 

xX 

Определение 7.7. Пусть даны функции у = f(x) и 2 = g(y), при этом 
E(fc D(g). Функция 2 = 2(Кх)), хе D( f) называется сложной функцией (KOMNO- 

зицией или суперпозицией функций ри 2). 
Определение 7.8. Пусть дана функция у = f(x), D( f) - её область определе- 

ния, а E( f) — множество значений. Если каждому значению ye Ё( f ) сопоставля- 
ется единственное значение Xe D(f), для которого Дх)=у, то говорят, что на 

Е( Г) задана функция x = /` '(}), называемая обратной по отношению к данной 
функции у = f'(x). 

Замечание 7.5. Обозначая, как обычно, аргумент обратной функции х, а 

значение у, её записывают в виде у = /`'(х). Графики функций у = f(x) и 
у = Г '©). симметричны относительно биссектрисы первого и третьего коор- 
динатных углов (т. е. относительно прямой у =Х). 

Теорема 7.1. Если функция у = f(x) определена и строго возрастает (строго 
убывает) на [а, 6], а отрезок [а, В] является множеством значений этой функ- 
ции, то на [а, В] существует обратная функция x = / '(›), строго возрастающая 
(строго убывающая) на [a, В]. Её множеством значений служит отрезок [а, 6]. 

Пример 7.4. Для функции у = (х-1)?, хе [1, 3] найти обратную. 
y A 
д, / y=Hx 

Рис. 7.5. К примеру 7.4 

» График функции приведён на рис. 7.5. Выразив x через у, получаем об- 

ратную функцию: x = 1 +./y (перед радикалом взят знак плюс, ибо x>1 на 
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[1, 3]). Перейдём к традиционным обозначениям аргумента и функции: 
у = 1+/х, Об» = (0, 4], ЕО) =[1, 3]. Отобразив дугу параболы у= (x-1)’, 

ХЕ [1,3], симметрично относительно прямой у = х, имеем график обратной 
функции (рис. 7.5, график обратной функции выделен жирной линией). Обрат- 
ная функция у = 1+./х строго возрастает на отрезке [0, 4], ибо прямая функция 

у= (х-1)? строго возрастает на [1, 3] (теорема 7.1). < 

$ 8. Элементарные функции 

Перечисленные ниже функции называют основными элементарными функ- 
циями; они наиболее употребительны в приложениях математики. 

1. y =C-—const для Vxe Х, где X— промежуток числовой прямой, её rpa- 

фик при С = 0 — отрезок прямой, параллельной оси абсцисс. 
2. Показательная функция у =a‘, а + 1, а> 0. Основные её свойства из- 

вестны из курса элементарной математики: а) D(y) = В, E(y) = (0, + 2); 

6) при а>1 показательная функция возрастает, при 0 <а<| она убывает. На 
рис. 8.1 изображены графики у =а` приа> 1 и0<а<|. 

3. Логарифмическая функция у = log ах, а + 0, а> 0. Эта функция обрат- 
ная по отношению к показательной функции у = a‘, в силу теоремы 7.1, её ос- 

новные свойства следуют из свойств последней: а) D(y)=(0, + 0), E(y) = В; 
6) при а > 1 функция у = log «х возрастает, при 0 <а < 1 она убывает; в) график 

данной функции симметричен графику функции у = а‘ относительно прямой 
у=х. Графики у = [05 «х приа> 1 и0 <а<! приведены на рис. 8.2. 

ЛУ | yh y= log,x, a> 

_Х 

О 

y= logax, 0<а<1] 

O 

Рис. 8.1. Графики показательной Рис. 8.2. Графики логарифмиче- 
Функции ской функции 

4. Степенная функция y= x", ae К, a #0. Прих > 0 эту функцию рассмот- 
рим как суперпозицию показательной и логарифмической функций: x“=104'%, 

[ох = [02 0х. Функции 10 и lg x возрастают на (0, + 0); тогда иу=х“, а 0, 
-1/3 

ya ya yA y=x 

1; у=х* у=х 3 

Рис. 8.3. Графики степенной функции при различных значениях а 

строго монотонна на (0, + 00): возрастает при а > 0 и убывает при а < 0. При 
а > 0 она определена в нуле: у(0) = 0. При некоторых значениях а (например, 
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при ае №) она определена на всей числовой оси. На рис. 8.3 приведены графики 

степенной функции при a=3, 1/3 и-1/3. 
5. Тригонометрические функции у=зш x, y=Cos x, y=tg x, y=ctg x. 

Эти функции подробно рассмотрены в школьном курсе математики. Их 
графики приведены на рис. 8.4, 8.5. 

y=cosx 
=—— — —_ — ь — 7 > 

x 
т A \ =” LZ 

Vax _3mN_ -™1\_ £8 O м тп 7 31 21 

Рис. 8.4. Графики функций y = sin x uy = cos x 

УЛ 

ae, 

yectgx | 

| 

| 
| 

| 
О y = 

| 

| 
| 

Рис. 8.5. Графики функции у = tgx uy = ctgx 

6. Обратные тригонометрические функции: y=arcsinx, y=arccosx, 
y=arctgx, у=агсох. 

1. Функция у = агсятх. По определению y= агсзшх — это угол (или дуга) из 

промежутка [-л/2, 1/2], синус которого равен x. Итак, y= arcsinx — функция, об- 
ратная функции y=sinx, хе[-л1/2, 1/2], основные её свойства следуют из 

свойств функции y=sin x, хе [—2/2, 1/2], и теоремы 7.1. 
a) D(y) = [-1, 1], EQ) = [-л/2, п/?2]; 
0) y= агсзшх возрастает Ha D(y) от —л/2 до 1/2; 
в) y= arcsinx — нечётная функция: arcsin(—x) = —arcsinx при Ухе [-1, 1]; 

г) график функции y=arcsinx симметричен графику функции y=sinx, 
хе [-п/2, п/2], относительно прямой у=х (рис. 8.6); 

д) sin(arcsin x) =x при Ухе [-1, 11, arcsin(sin x) =x при Ухе [-п/2, п/2]. 
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AY AY 

n/2+-- ~- 40 
iy =arcsin x N 
I | 

3! > | п/2 О > 
| y=arccos x 

р 
| : 

| xX 

-— —п;2 Г 

-1 ОГ 1 
Рис. 8.6. График функции у = arcsinx Рис. 8.7. График функции у = arcccosx 

у
 

2. Функция у = arccosx. По определению y= arccosx — это угол (или дуга) из 

промежутка [0,2], косинус которого равен x. Таким образом, y= агссозх — 

функция, обратная функции y=cosx, хе [0, a], поэтому основные её свойства 
следуют из свойств функции y= созх, хе [0, д] и теоремы 7.1. 

a) (у) = [-1, 1], £) = [0, x]; 
6) y= arccosx убывает Ha D(y) отл до 0; 

в) y= arccosx не обладает свойствами чётности или нечётности: 

arccos(—x)=n—arccosx; хе [0, п]; 
г) график функции y= агссозх симметричен графику функции y=cosx, 

ХЕ [0, п]; относительно прямой у=х (рис. 8.7); 
д) cos(arccosx) = x при У хе [-1, 1], arccos(cosx) = x при хе [0, 7]. 

3. Функция у = arctgx. По определению y=arctgx — это угол (или дуга) из 
промежутка (—2/2, 1/2), тангенс которого равен x. Итак, y=arctgx — функция, об- 
ратная функции y=tgx, хе (—п/2, п/2), поэтому её основные свойства можно вы- 
вести из свойств этой функции и теоремы 7.1: 

a) D(y) = К, E(y) = (-п/2, п/2); 

6) y=arctgx возрастает на D(y); 
в) y=arctgx — нечётная функция: arctg(—x) = — arctgx при УхЕ В; 
г) график функции y=arctgx симметричен графику функции у = tgx, 

хе (—п/2, п/2), относительно прямой y=x (рис. 8.8); 
д) tg(arctgx) =x при УхЕ R; arctg(tgx) =x при Vxe (- п/2, п/2). 

Ay YA 
t/2- —-—---—----- =-------- п 

“psarctex y ом } 8 x д/2 

TTT TT -- —п/2 O 
Рис. 8.8. График функции у = arctex Рис. 8.9. График функции y= агсс®х 

4. Функция у = arcctgx. По определению y=arcctgx — это угол (или дуга) из 
промежутка (0, 2), котангенс которого равен х. Таким образом, y=arctgx — 
функция, обратная функции y=ctgx, хе (0, п), поэтому основные её свойства 
можно вывести из свойств этой функции и теоремы 7.1: 

a) D(y) = R, E(y) = (0, п); 
6) y=arcctgx убывает Ha D(y); 
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в) функция y=arcctg x не обладает свойствами чётности или нечётности, 

агсс{е(—х)=л —arcctgx; xe R; 
г) график функции y=arcctgx симметричен графику функции y=ctgx, 

xe (0, п), относительно прямой у=х (рис. 8.9); 

д) ctg(arcctgx) =x при УХЕ В; arcctg(ctgx) = x npu xe (0, п). 
Определение 8.1. Функция, которая может быть задана одним аналитиче- 

ским выражением с помощью конечного числа суперпозиций и арифметиче- 

ских операций над основными элементарными функциями, называется элемен- 
тарной функцией. 

Элементарная функция называется алгебраической, если её можно задать с 
помощью конечного числа алгебраических действий (сложения, вычитания, 
умножения, деления и возведения в степень с рациональным показателем). Все 
другие элементарные функции называются трансцентдентными. Например, 

3} x | X 

1+ vx 2 — алгебраическая функция, a y=arctg “ 1+1 cos(3x +) _ 
x +5 +x? sin(1/x) + ctg3/2x — 

элементарная трансцентдентная функция. 

Пример 8.1. Найти область определения функции у= log 2 (4 — x7). 

»> D(y): login(4 — x”) > 0 или, в силу свойств логарифмической функции, 
D(y): 0< 4-27 < 1. Это неравенство равносильно системе из двух неравенств: 
0<4-x л4-—х? <1. Для первого из них имеем: 4 — х* >0%> |х|<2 > 
<> -2<х<2. Решение второго выполним по аналогии: 4-х? < | &х?>3 > 
хр <> х<- В ух> 3. Пересечение наиденных решений приводит к со- 

отношению D(y)=(-2,-V3]U [-В,2) (рис. 8.10).< 

Рис. 8.10. К примеру 8.1 

Пример 8.2. Является ли функция у = (e* — e*)/2 чётной? нечётной? 
P Diy) =R, у(-х) = (e-* — e- 9) /2 = -(es — e-*)/2 =-у(х) При Ухе В, поэтому 

данная функция нечётная. < 
Пример 8.3. Найти sup F(x), inf f(x) и max f(x), min f(x), если 

f(x) =arctg|x| и X=R. 

» Данная функция является чётной, следовательно, ограничимся рассмот- 

рением только неотрицательных значений х, при этом 0 <arctg|x|<7/2 . Поэтому 

inf f (x) =min f(x)=0, sup f(x)=n/2, a max f(x) He существует. < 
ЛЕ. xe xe Y xe 

Пример 8.4. Дана функция у = 1—3|sin5x|. Найти её период и E(y). 
> D(y)=R. Период функции y=|sinx| равен л (пример 7.1), поэтому 1- 

— 3|sinS5x|=1-—3|sin(Sx+72), отсюда 1-3|$115х| = 1—3|sin5(x+7/5)| для У хе R и период 

данной функции Т = 1/5. Для отыскания E(y) рассмотрим неравенство 
0 < [$1152| < 1, верное при Ухе А. Умножим все его члены на (—3), при этом знак 
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неравенства изменится на противоположный: 0 > — 3|sin5x 

всем членам неравенства по 1, получим | > 1- 3|$т5х 
венства следует, что Е(у)=[-2, 1]. < 

> —3. Прибавив ко 
> —2. Из последнего нера- 

Пример 8.5. Построить график функции у= т. 

№» Имеем —+— = (x= ahs —1+ I следовательно, y =1 +o. График 
х- х- x- х- 

данной функции построим путём параллельного переноса центра симметрии 

O(0, 0) графика функции у = 1/х в точку (1, 1). 

ya 

' AY 

\ | 1 

| к ! 
< 2 101 5 | {x 

ох Е 
nee O | Пи 

J = и ‘ — 

Рис. 8.11. К примеру 9.2. Рис. 8.12. К примеру 8.6. 
График функции Г (х) =1/(х-1) График функции у =[x] 

На рисунке 8.11 график функции у=1/х изображён пунктирной линией. 
«Пример 8.6. Построить график целой части числа x: y=[x], xe В. 
> y=k, хе [k, К+1), К eZ, график данной функции является объединением тех 

частей прямых у = А, абсциссы точек которых удовлетворяют неравенству 
k<x<k+1(puc. 8.12). < 

$9. Функции в экономике 

Функции широко применяются в экономической теории и при решении 
экономических (и производственных) задач. Приведем наиболее часто при- 
меняемые функции. 

Функция полезности — зависимость полезности (эффекта, результата) неко- 
торого действия от уровня (интенсивности) этого действия. 

Производственная функция — зависимость результата производственной де- 

ятельности от обусловивших ее факторов. 
Функция выпуска определяет зависимость объема выпускаемой продукции 

от объема перерабатываемого ресурса. Функция выпуска является частным ви- 
дом производственной функции. 

Функция издержек — зависимость издержек производства от объема 
продукции. Функция издержек также есть частный вид производственной 

функции. 
Функции спроса (потребления) и предложения — зависимость объема спроса 

(потребления) D и предложения 5 от различных факторов, например, от цены р 

(разд. 2, гл. 4, $ 5). 
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Эти функции, как правило, функции нескольких переменных. Но в ряде 

случаев можно выделить одну переменную (фактор), которая оказывает 
наибольшее влияние на значения рассматриваемой функции. 

Пример 9.1. Спрос и предложение некоторого товара (услуги) определяют- 

ся главным образом ценой р товара (услуги). Они могут задаваться функция- 

МИ: 
D(p)=aptc, где а<0 или D(p)=ap* +ар+с,а<0; (9.1) 

S(p) = bp+d, где b>0 или S(p)=bp? +b,p+d,b>0. (9.2) 

Прмер 9.2. Зависимость спроса на различные товары OT дохода (функции 

Торнквиста): 

‚— b,(x—4a,) 
(x >a,) товары первой небходимости); (9.3) 

х-с 

Ь, (х-а.) .. у=—2 2“ (x > a,)(TOBapbI второй небходимости); (9.4) 
х-с, 

Ьх(х-— 

y= Pax 4s) ,(x > a,) (товары роскоши). (9.5) 
х— с. 

В (9.3) - (9.5) а, <a, <a, - уровни доходов, В,6,-точки насышения групп 

товаров 1-й и 2-й необходимости. 

Глава 2. Предел функции 

$ 1. Числовая последовательность. 

Классификация последовательностей 

Определение 1.1. Если любому натуральному числу 1, 2, ..., м, ..., постав- 

лено в соответствие по определённому закону некоторое вещественное число 
Xn, то множество занумерованных чисел X1, X2, ..., Xn, ... называется числовой NO- 
следовательностью или просто последовательностью. Числа хи, X2, ..., Хи, ... 
называются членами последовательности, х„ — п-м членом последовательности 
или её общим членом. 

Заметим, что х„ есть /(и)— числовая функция номера члена последовательно- 

сти. Последовательность обозначается символом {Xn} или {Xn} =. 

Из элементарной алгебры известны две последовательности — арифметиче- 
ская и геометрическая прогрессии, общие члены которых задаются равенства- 
ми: X, = а! + d(n—1) их, = аа" ', при этом а! называется первым членом, d — 

разностью арифметической, а а — знаменателем геометрической прогрессии. 
Классификация числовых последовательностей 

Определение 1.2. Последовательность {х„} называется возрастающей (убы- 
вающей), если неравенство х„<х„+! (х„>х,+1) выполняется для V пе №. Возраста- 
ющие и убывающие последовательности называются монотонными последова- 
тельностями. 

Определение 1.3. Последовательность {xn} называется ограниченной, если 

IM >0: |х, < М для VneN. 
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Замечание 1.1. Из определения 1.3 следует ограниченность последователь- 

ности {xn} в случае, если для У пе N выполняется неравенство Mi< x < M2, где 

Мь, Mz - некоторые вещественные числа. В самом деле, тогда за число М из 

определения 1.3 можно взять М = тах {|МИ|, |М>|}. Например, последователь- 
ность X,= HAn+1) ограничена, ибо неравенство 0< п/(и-+1) <1 выполняется для 

У пе №. 

Пример 1.1. Показать, что последовательность х„ = (3я-1)/(2н-+1) является 

возрастающей и ограниченной. 

> Определим знак разности Xn+1 —Xn. Имеем 
_ Зи+0-Е 3n-1 5 

wet" Ont] ntl (21+3)@'+1) 
ство Xn >Xn+1 верно для VneN и, следовательно, данная последовательность 
возрастающая (определение 1.2). Отсюда следует, что любой член последова- 
тельности не меньше х : X» > х = 2/3, УпеЕМ. В то же время 

x, = ИТ < _3n «31-3 для УнЕМ. Итак, неравенство 2/3< xn <3/2 спра- 
2n+3 2и+3 2n 2 

ведливо для \Уне М, а это и означает, что данная последовательность ограниче- 
на (замечание 1.1). <4 

Пример 1.2. Является ли последовательность х 

>0 для УлеМ, поэтому неравен- 

„ = (-1)”-! (и +1)/п моно- 

тонной? ограниченной? 
x1 =2, x= 3/2, хз = 4/3, x4 =- 5/4..... Эта последовательность не монотон- 

ная, ибо ни одно из неравенств хи < X nt) И хи > Хи! не выполняется для У НЕ N. 

Первое из них не выполняется для и=1, 3,..., т. е. для всех нечётных п, а второе 

— для всех чётных п. Данная последовательность ограниченная, так как х,= 

= (-1)""' (1+1/)), и поэтому |x,|<2 для У пе М. <4 
Пример 1.3. Найти наибольший член последовательности X,=11+10n — п. 

> х,=1 |- (п? -10n)=11-(n? -10n + 25) + 25 =36- (п- 5)? < 36 для VEN, при- 
чём равенство достигается только при n = 5, поэтому заключаем, что наиболь- 

шим членом последовательности является х5=36. < 

$ 2. Предел числовой последовательности. 

Сходящиеся и расходящиеся последовательности 

Определение 2.1. Число а называется пределом числовой последовательно- 

сти {x,}, если для любого = > 0 можно найти номер №Е) такой, что при п >№МЕ) 
выполняется неравенство | х„ — al < &. 

Обозначение: limx, =a. 
>= 

Последовательности, имеющие предел, называются сходящимися, не име- 

ющие предела — расходящимися. Если lim x, =a, то говорят, что последова- 
> 

тельность {Xn} сходится или стремится к а при п, стремящемся в бесконечность 
(х„—2а при n—- co). 

Замечание 2.1. Неравенство [х„-а|< = равносильно утверждению хие U,(a). 
В символической форме определение 2.1 можно записать так: 

Пт х, = а<> для Уё>0 3№=)>еМ: n>NeE) =хие Цка). 
п—со 
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Замечание 2.2. Геометрически определение 2.1 трактуется так: если число а 

— предел данной последовательности, то в любой U,(a) находятся все её члены, 

начиная с некоторого номера, зависящего от 5. 

Замечание 2.3. Если все члены последовательности {Xn} равны одному и 
тому же числу а, TO limx, =a, так как в этом случае неравенство |х„-а|< = из 

п—= 

определения 2.1 выполняется для Vne Nu Ve> 0. 

Пример 2.1. Показать, что lim а" =0 для |g|<1. 

> Зададим \ = > 0. Найдём номер Me): для n>N(e) верно неравенство 
| 9" — 0| < & или |g” < =. Разрешим последнее неравенство относительно п: 
nig|q|<lge—n>|ge/lg\q|. Тогда Me) = [= /lg|q||— целая часть числа [58/ lglg]. < 

Пример 2.2. Показать, что последовательность {хи}: х„ = (-1)" расходится. 

> {х,; =-1,1,-—1,1,... . Очевидно, любая = — окрестность точек | и —1 со- 

держит бесконечное число членов последовательности {xn}, но при 0 < & < | она 
содержит не все члены, начиная с некоторого номера. Если какой-то член по- 
следовательности принадлежит U,(1), то последующий член принадлежит уже 

(-(-1), и т. д. Для любых других точек числовой прямой можно указать & — 
окрестности, не содержащие членов этой последовательности. Приходим к вы- 

воду, что она не имеет предела. < 

Теорема 2.1 (теорема Вейерштрасса — достаточный признак существова- 

ния предела числовой последовательности). Любая монотонная ограниченная 
последовательность имеет предел. 

Теорема Вейерштрасса (Вейерштрасс K., (1815 — 1897) — немецкий матема- 

тик) — типичная теорема существования, т. е. она гарантирует существование 

предела последовательности, но не даёт способа его отыскания. 

Теорема 2.2. Последовательность {(1+1/7)"} сходится при no и 

lim (1+1/n)"= e, где е -иррациональное число, равное 2,71828... . 

Замечание 2.4. Число е служит основанием так называемых натуральных 

логарифмов: Ша = 1юг.а. Для показательной функции y= e* и логарифмической 

функции у = Inv многие формулы из последующих разделов курса математики 

имеют более простой вид, чем для функций у = a‘ u y = log.x с произвольным 

основанием а + е. 

Замечание 2.5. К необходимости ычисления пределов вида lim ( 1+1/n)" при- 

водят некоторые задачи финансовой математики, например задача о непрерыв- 

ном начислении сложных процентов [5]. 

$ 3. Определение предела функции в точке. 

Односторонние пределы. Предел функции на бесконечности 

Понятие предела функции в точке — одно из основных понятий математиче- 

ского анализа. С его помощью исследуется поведение функции в проколотой 

окрестности данной точки, результаты такого исследования применяются, 

например, при построении графика функции. 
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Определение 3.1 (по Коши или на языке = — 6, Коши О. (1789 — 1857) — 

французский математик). Пусть функция f(x) определена на (Ка) — некоторой 

проколотой окрестности точки а. Число А называется пределом функции f(x) в 

точке а (или при xa), если для любого числа => 0 можно найти число 0(=) > 0 

такое, что для x: 0<|х-—а|<6(=) выполняется неравенство [/(x)—A| < =. 

Обозначение: A = lim f(x). 

Замечание 3.1. Неравенство 0<| x — al <6) равносильно утверждению 

xe (5(а), а неравенство | f(x) — A| < = — утверждению f(x)e U,.(A). В символиче- 

ской форме определение 3.1 записывается так: 

А =lim f(x) ana У=> 035(2) > 0: Vx € Ц5(а) бе И.(А). 

Замечание 3.2. Предел функции f(x) в точке а — характеристика поведения 

функции в некоторой проколотой окрестности точки а. Значение функции f(a), 

если оно существует, не влияет ни на существование, ни на величину lim f(x). 
ха 

Пример 3.1. Используя определение 3.1, показать, что lim cosx=1. 
x7 

» Неравенство | f(x)—A|<e здесь имеет вид |cosx—1|<e или 2sin*(x/2)<e. По 

У=> 0 найдём число 65(=) > 0 такое, что для Ух:0<|х-0|= |х|< 6(=) выполня- 

лось бы неравенство 2$т"(х/2) < =. Неравенство |sin x|<|x| верно для Vx #0, по- 

тому и неравенство 2sin?(x/2)< 2(х/2)?=х?/2 верно для Vx #0. Пусть x: х?/2 < & 

—х:|х|< \/2=. Для таких x верно неравенство 2sin?(x/2) < ees|cos х—1| < &, по- 

этому 0(€)=./2e . Отсюда следует, что lim cos x =1 (определение 3.1). < 
х> 

Замечание 3.3. Нетрудно показать [13], что для того, чтобы число А было 

пределом функции в точке а, необходимо и достаточно, чтобы для любой по- 

следовательности {x,}C U(a), сходящейся к а, соответствующая последова- 

тельность значений функции {/(х„)} сходилась бы к A. 

Пример 3.2. Если функция f(x) = С -соп$. на некоторой проколотой 

окрестности точки (Ха), то её предел равен С при xa. 

> Неравенство | f(x) — 4| < € из определения 3.1 выполняется при A=C для 

Ухе U(a)u => 0.4 

Пример 3.3. Используя замечание 3.3, показать, что Alimsin( Их). 
x 

» Пусть f (x)= sin(1/x), а последовательность x, =1/ (л/2+лп) —>0 при 

|, если и — четное число, 
Так как 

—1, если п — нечетное число. 
noo. Имеем: f(x,)=sin(a/2 + пп) =| 

Alim f(x,), то Alimsin(1/x) (замечание 3.3). < 
Neo x30 

Определение 3.2. Число A называется левым пределом функции f(x) в точке 

а (или при xa —0), если f(x) задана на некотором промежутке (a1, а) и для лю- 

бого => 0 можно найти число 6(=)> 0 такое, что для х: a, <а- 6(&)<х <a выпол- 
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няется неравенство | f(x) — A] < =. 

Обозначение: A = lim | f(x) или A = f(a - 0). 
х—>а- 

Аналогично определяется правый предел функции f(x) в точке а (или при 

х—>а + 0), если f(x) задана на некотором промежутке (а, a2). 

Обозначение: A= lim f(x) или A = Г(а+0). 
х—>а+0 

Теорема 3.1. Для того чтобы dlim f(x), необходимо и достаточно, чтобы 
х—>а 

были выполнены два условия: 

1.3 (а-0) и f(at0); 

2. f (a—0)= f(a+0). 

Следствие из теоремы 3.1. Если f(a—0) = f(at0), то функция f(x) не имеет 

предела в точке а. Доказательство от противного. 

Пример 3.4. Показать, что lim f(x) = 0, если Г(х)=х-И. 

»> | хех a, (определение модуля). Для V {хи} с (0, Г): xn7~1> 

=f (xn) =1-х„>0 при n>, потому / (1-0) =0 (определение 3.2 и замечание 
3.3), а f(x,)=x,-1730 при noo для У {xn} с (1, 2): x1 отсюда /(1+0)=0. 

Так как f(1-0) = /(1+0)= 0, то lim f(x) = (0 (теорема 3.1). 
х> 

0, х<1, 
—x, x21. 

» Для V {1 с (0, 1): х„>1=/(х,) = 050 при по отсюда / (1—0) = 0 (за- 

мечание 3.3), а для V {xn} с (1, 2): х„>1=/С@,)->1 при n>, поэтому /(1+0)=1. 

Итак, (1-0) (1+0)=1 > Alim f(x) (следствие из теоремы 3.1). < 

Пример 3.5. Показать, что Alim f(x), если f(x) =} 

Определение 3.3. Число A называется пределом функции f(x) при x00, ес- 
ли f(x) определена на множестве Х = (— 00, — а) (а, + 0), где а — некоторое по- 
ложительное число, и по Ve > 0 можно найти число М(&) >0: для Ух: |х|>М (=) 
верно неравенство | /(х)—4] < =. 

Обозначение: А= lim f(x). 
X—oo 

Пример 3.6. Показать, что lim 1/x? =0 для Vp >0 HVx>0. 
Хх foo 

» Возьмём Ve > 0. Неравенство | f (x)—A| < € здесь имеет вид:|1/х?|<=&. Отсюда 
[хР]>1/8 = |x|>1/e?, поэтому для x: |x|>M(e) =1/e?=>|1/x?| < =, следовательно 
lim 1/x? =0 (определение 3.3, А=0). < 
X— + ео 

Замечание 3.4. Точно также формулируются определения, соответствую- 

щие следующим обозначениям: A= lim f(x), A= lim f(x). 
X—)—e0 X—+ 00° 

$ 4. Бесконечно малые и бесконечно большие функции 

Определение 4.1. Функция a(x) называется бесконечно малой при х>а, ес- 
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ли Энта(х) = 0 (под а может пониматься и один из символов 00, + 00 или — 00). 
хи 

Так, функция 1/x? — бесконечно малая при х>+50 и Ур>о0, поскольку 

lim 1/x? =0 для Vp > 0 (пример 3.6). 
x—+00 

Свойства бесконечно малых функций 
Теорема 4.1. Сумма и произведение конечного числа бесконечно малых 

функций при xa есть бесконечно малые функции при Xa. 
Теорема 4.2. Произведение функции a(x), бесконечно малой при х—а, на 

функцию f(x), ограниченную на Ха) — некоторой проколотой окрестности точ- 
ки а, есть бесконечно малая функция при х—>а. 

Пример 4.1. Показать, что lim xsin(1/x)=0. 

> Alimsin(1/x) (пример 3.3), но функция хзш (Их) ограничена в своей об- 

ласти определения (| з11(1/х)|<1 при Ух: x#0). Функция хэш (Их) является 

бесконечно малой при х>0 в силу теоремы 4.2. < 

Теорема 4.3. Для того, чтобы число А было пределом функции f(x) при 
х —>а, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство 

f(x)=At+ Q(x), (4.1) 

где a(x) 0 при х—>> а. 

Определение 4.2. Функция f(x) называется бесконечно большой при x > a 
если она определена на U(a) — некоторой проколотой окрестности точки а и для 
любого числа М>0 можно найти число 6(M)>0: хе Ц5(а) справедливо неравен- 
ство | f(x)|>M. 

Обозначение: lim f(x) = <. 
va 

Замечание 4.2. Определение 4.2 можно переформулировать на случай: 
lim f(x)=+0. Это определение и теорему 4.2 можно переформулировать и на 
х—>а 

случай, когда под а понимают один из символов ©, + 00, — 00, 
Пример 4.2. Показать, что lim ах =+е Приа>1. 

х—+ © 

» Функция а‘ определена на всей вещественной оси. Возьмём любое число 

М > 0 и покажем, что существует число K(M) > 0 такое, что если x > К(М), то 

a*> М. Разрешим последнее неравенство относительно x: х>1о2 „М. Если К(М) = 

=log.M, то а*> М, что и требовалось доказать. < 

Теорема 4.4 (0 связи бесконечно малых и бесконечно больших функций). 
Пусть дана функция f(x), отличная от нуля на Са). Тогда: 
1) если f(x) > 0 при x > а, то 1/Г(х) > © прих->а; 

2) если Г(х) > < при x > а, то 1/Г(х) > 0 при xa. 
Пример 4.3. Показать, что функция f(x) =x? — бесконечно большая при 

х —> +=° для Ур>0. 

> Функция g(x) = 1/х? — бесконечно малая при x > + для Ур > 0 (пример 

3.6 и определение 4.1). Поскольку f(x) = 1/g(x), то f(x) =x? -— бесконечно боль- 
шая функция при xX > +°° для Vp > 0 (теорема 4.4). < 
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Арифметические операции над бесконечно большими функциями 

Теорема 4.5. Если f(x) > +0 И g(x) > +o при x > а, либо функция ¢(x) 

ограничена на U(a), тои f(x) + ¢@(x) > te при х а (здесь нужно брать либо 

везде знак «+», либо везде знак «—»). 

Теорема 4.6. Если f(x) > ® ‚а g(x) > ® ИЛИ g(x) 5 А #0 при x 5 а, тои 

f(x): ®(х) > © При х > а. 

$ 5. Свойства функций, имеющих предел 

Теорема 5.1 (теорема об арифметических операциях над функциями, име- 
ющими предел). Если ЗИт f(x)=A и dlim g(x)=8, то 

ха ха 

1. dlim( f(x) + g(x)) = АВ, 

2. Slim( f(x) - g(x)) = А-В, 

3. lim = on 4 при условии, что функция g(x) #0 Ha Ка) uB £0. 

Теорема 5.2. Если Зйт f(x), то он единственный. 
xa 

» Пусть lim f(x) =A и Эша /(х)=В. Но f(x)- Г(х) =0- А-В при 

х—>а (теорема 5.1). Предел постоянной равен самой постоянной (пример 3.2), 
поэтому приходим к выводу, что A=B. < 

Теорема 5.3 (0 сжатой функции). Если функции f(x), g(x), A(x) определены 
на U(a) и для Vxe U(a) выполняется неравенство f(x)Se(x)SA(x), а также 

dlim /(х)=А, dlim h(x)= A, то Э!т g(x)=A. 
v—-a voa x~a 

Замечание 5.1. Теоремы 5.1 — 5.3 верны и в случае, KO гда под а понимается 

один из символов 00, + co или — 00, Их можно также переформулировать Ha слу- 

чай числовых последовательностей, являющихся частными случаями числовых 

функций, заданных на множестве натуральных чисел. 

Теорема 5.4 (06 ограниченности функции, имеющей предел в точке). Если 

функция f(x) имеет предел при х>а, то существует достаточно малая проколо- 

тая окрестность точки а, в которой эта функция ограничена. 

Теорема 5.5 (0 сохранении знака функции, имеющей предел в точке). Если 

функция f(x) имеет отличный от нуля предел в точке а, то существует некото- 

рая достаточно малая проколотая окрестность точки а, в которой значения 

функции сохраняют знак её предела. 

Теорема 5.6 (о замене переменной при вычислении пределов или о пределе 

сложной функции). Если существуют пределы lim o(x)=bu lim 70) =А, при 

этом (x) #5 в некоторой проколотой окрестности U(a) точки а, то на Са) 

определена сложная функция /(‹(х)), имеющая предел при Xa, при этом спра- 
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ведливо равенство: lim /(‹(х)) = lim f(y) =A. 
х—>а` vob 

Пример 5.1. Найти lim P(x), Pa = аох" + ay x"! +...+ авах + an, ao #0. 
X— +00 

» Имеем P(x)=x"(a,tax!+...4a,,x'"+a,x"). Так kak lim x” =+00,a 
х— +00 

lim (ao+ ах !+...+ ах") = ao (примеры 3.3, 4.3 и теоремы 5.1, 4.6), To 

lim P,(x) = +0 (теорема 4.6, знаки ao и бесконечности совпадают). <4 
—+ оо x 

Замечание 5.2. При вычислении пределов полезна теорема: «Любая элемен- 

тарная функция f(x), определённая на некоторой окрестности точки хо, имеет в 

этой точке предел, равный /(хо) (т. е. dlim f(x) = f(x0))». Она выражает свойство 
XIX 

непрерывности элементарной функции, определённой на некотором промежут- 

ке (теорема 5.1, гл. 3). 
Пример 5.1. Вычислить lim (x? —8)/log, x. 

х> = 

» Пусть f(x) =x? -8, g(x)=log, x. Данные функции элементарные, опре- 

делённые в некоторой окрестности точки x =4, поэтому в силу замечания 2.2, 

lim f(x) = /(4)=8, lim g(x) =2¢(4) = log ,4=2. Отсюда lim, St (x)/g(x) =8/2=4 
x v7 x7 

(теорема 5.1). <4 

$ 6. Замечательные пределы 

1. Первый замечательный предел: lim 224 =1. 
x90 X 

Доказательство данной формулы приведено в [11, 13]. 

Замечание 6.1. В процессе доказательства первого замечательного предела 
доказано неравенство т х/2 < х/2 или зшх< x для 0 <х < 7/2. Его можно за- 
писать в виде: | sin x <|х|. Легко убедиться в том, что последнее неравенство 

верно и для —n/2<x<0. Для |х|> л/2 OHO очевидно, так как |sin x|<1, а 

п/2>1. Итак, |sin x|<|x| для Ух #0. 

Следствия из первого замечательного предела. 

lim L=eosx <1 jim 1 =], Jim AFCSINX =], Jim BOBX — |. 
x90 x- 2 x30 Xx x70 X x0 Xx 

Первые два из этих пределов будут вычислены ниже в примерах 3.1, 3.2, a 
последние два -— в гл. 3. 

Пример 6.1. Показать, что lim 1608 —Т. 
x30 x2 2 

l—cosx _ 2812(х/2) _ sin?(x/2) | | sin?(x/2) _ о 
5 = 5 = 5 .—. Имеем Im = [х/2 = и — 

x? x? (x/2)2 2 x30 (x/2)? 

- sin2 .. .. - J—cosx _ | =lim 2°" =] (первый замечательный предел). потому lim “== <q 
н50 И? ( р р A ), у х—>0 x? 2 

Пример 6.2. Показать, что lim 1g _ 
x70 X 
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tex p 8% _ sinx SUNY [eos x. Так как пох Sin =1 (первый замечательный предел) и 
х x 

lim cos x =1 (пример 1.2), To lim —— gx =] по теореме 5.1.< 
X x0 

Пример 6.3. Вычислить lim sin 2х. 
x30 tg3x 

p sin 2х _ 312х. 3х .2х Имеем limS!M2x = [2x = и = о = | (первый 
tg3x 2х tg3x 3x x0 2x и0 И 

замечательный — предел). Аналогично получим lim a =1. Отсюда 
x30 5 x 

. sin2x 2 
lim = = (Теорема 5.1). < 
x0 tg3x 3 (теор ) 

2. Второй замечательный предел: lim (1+1/x)* =e или Шт (1+ х)!х =e. 
Xoo x30 

Доказательство этих соотношений приведено в [11, 13]. 

Следствия из второго замечательного предела 

lim BUF) | “1—1, ХР, ЦЕЙ. 
x30 x x90 YX x0 x 

Эти пределы будут вычислены в гл. 3. 
Замечание 6.1. Во всех вышеприведённых пределах х можно заменить лю- 

бой функцией, стремящейся к нулю. 

X—eco 

| _2 х+1 

Пример 6.4. Вычислить im( == , 

_ __ 2(x+l) 

x4 -= x 
(о (x-2) _,. 2]? _|у=-2х > х=-2у|_ 

а: x = hm 1-2] -| X70 D yoo || 

- een | о 
= У . 1 — 

~lim [+] —е?, ибо lim [1+ =е, а lim Рин -2+)=-2.-4 
х—мо y X—)oo y Veo y уз у 

Зет. 

Пример 6.5. Вычислить A = lim xa у. 

» V84+x- _2 - 2. Ч+х/ 8) 1 _ 2. Ч+х/ 8) —1. —3Зх x/8 

In(1— 3x) In(i—3x) © x/8 Ind-3x) 3х MOM 

пе att “3x ридеры 
him x/8 _ 3’ him ad —3x) [uA=2 3 I 4. 36 (следствия из 

2-го замечательного предела и теорема 5.1). < 

$ 7. Раскрытие неопределённостей. Примеры 

Арифметические действия с бесконечно малыми и бесконечно большими 
функциями могут привести к так называемым неопределённостям, когда не- 
применимы теоремы 5.1 и 4.5. Например, при вычислении Ит(/(х)- 2(х)), ес- 

xa ^ 
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ли f(x), g(x) > +» при х —> а, неприменима теорема 4.5. В этом случае гово- 

PAT, что выражение Г(х)-е(х) при х -> а приводит к неопределённости вида 

со — о, а ОТыСКание его предела называют раскрытием неопределённости. Если 

f(x) > 0, g(x) 3 0 или f(x) > =, g(x) > © ПРри Xa, то при вычислении 

lim(/(x)/g(x)) неприменима теорема 5.1, говорят, что частное f(x) / g(x) при 
х—>а 

х—>а приводит к неопределённости 0/0 или oo /oo . Ниже рассматриваются мето- 

ды для раскрытия некоторых неопределённостей. 
1. Неопределённость /co в отношении многочленов при x -> ©. Пусть 

P(X) _ agxk tax“! +...+ах+а, 
O(x) box + bx +..46, xt, 

за скобки старшие степени х: 

Ayx* + ах +... Нах +a, _ x* (ay +ах 1! +...4.a,_)x!-* +.a,x-*) _ 

Бух" + bx"! +... x4+b,  x"(by + bx 4+...45, xb" +5,x-7) 

Ay ta,x7!+...4+a,_)x!-* +a,x-4 

by -+Ьх-! +...45, xl +b xn 

Предел второго сомножителя полученного произведения равен a, /b, = 0 (при- 

О при А <n, 
мер 3.6, теорема 5.1), а шп х^-" =3 | npuk=n, (примеры 3.6, 4.3). Тогда, в си- 

х— со TIpHk>n, 

‚ а, #0, Б, #0. В членах дроби вынесем 

п-| п-| 

= хА-т 

лу теорем 5.1 и 4.6, 
_ P(x) |0 при k <n, 
lim — =< d)/b) Ipuk =n, х5= QO (x) o/b при k > 

_ 2x3 -3x24+5x_2 (,_ о _ _ _ 2 _ Tak, lim 333-4) 3 (k=n=3, a, =2,b, =3), а Tim = 0, 

так как здесь д = 2, п = 3, и, следовательно, k < n. 

2. Неопределённость со / в отношении алгебраических функций, со- 

держащих иррациональности, x > +<о. Неопределённость раскрывается в ре- 
зультате выделения в обоих членах дроби старшей степени х. 

-3 a 

. Хх + 
Пример 7.1. Найти lim . 

+= iy? — 3x 45x 
> Вынесем из-под знака радикала старшие степени x, после чего вынесем их за скобку в обоих членах дро- 

би: 

ххх _ ХИ? +x Хх? (+ Их? + x72) _ yy 1+ х2 + x-l2 

Ух? —3х+5х 9 xfl—3/x + 5x x(,/1—3/x +5) J1—3/x+5 

В силу теоремы 4.6 lim хх = ]1 и2\ |+ Lyx? aie — ео, так как Х!2 —> ео 

xe x2 —3x 5х хе Jl-3/x+5 
при х — +0eo (пример 4.3), а второй сомножитель стремится к 1/6 (теоремы 5.1, 5.6 и пример 3.3). < 

3. Неопределённость 0/0 в отношении многочленов, Xx— а, ae R. Метод 

раскрытия таких неопределённостей состоит в разложении на множители обеих 

членов дроби и последующего сокращения на разность х — а. При этом ис- 

польуется следующая теорема: «если число х = а является корнем многочлена 

P,(x), то этот многочлен делится на разность х — а без остатка». 
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П 7.2. Н x3 -—3x? +4. ример айти lim = еб" 

> Многочлен Р, (х) = хз —3х? +4 делится на разность х-2, ибо x=2 — его 

корень, имеем lim В) jj GOW AO?) = Jim 2 =X = 2, 
r92xX2—5x+6 х5 (х-2)(х-3) x32 х-3З 

При вычислении предела х принадлежит проколотой окрестности точки 

x =2 (Tt. e.x #2), поэтому оба члена дроби под знаком предела можно разделить 

нах — 2. Дробь из правой части последнего равенства не даёт неопределённости 

при x—2, её предел вычисляем по теореме 5.1. Окончательно получаем 

— 3х? +40 04 
x2 x*-5x+6 -1| 

4. Неопределённость 0/0 в отношении алгебраических функций, содер- 
жащих иррациональности, x—a, аеК. Надо перенести иррациональность из 

одного члена дроби в другой и далее разложить полученные многочлены на 
множители с целью сокращения и: на разность х — а. 

Пример 7.3. Найти lim ^^ — x3 . 
xo2 X2- а + 4 

» Перенесём иррациональность из числителя дроби в знаменатель: 

Jee +4 —x43 _ (/х3+4-х\3)(/хз +4 + x3) _ 3-372 +4 

x2-4x4+4 — (x —2)2(Vx3 +44 x3) (x — 2)2 (4x3 4+3). 

(х?-х-2)(х-2) _ (х—2)?(х+1) 

7 (x—2)2(fx3 +4 4+ .x43) (x —2)2(f/x3 +4 + x03) 

многочлен x3—3x2+4 разложен на множители как в примере 7.2. Имеем 

‚д/з — х/3 _ (х-2)?(х+1) 
lim = lim 
x32 Е 2 (x —2)? (/x3 +4 + x/3) 

вой части последнего равенства Ha (x —2)2: 

хз +4 -—х./З — х+1 
x92 x2-4x+4 aden 

Используя теоремы 5.1, 5.6, получаем lim № +4 - xv3 3-3 4 
х52 x2-4x+ 7 4/3 4 

5. Неопределённость oo — со. Общий принцип — трансформация данной не- 

определённости в неопределённость с /= или 0/0. 

Пример 7.4. Найти lim (./x?2 + 3x — /х? —4). 
Х—+со 

» Выражение под знаком предела умножим и разделим на сопряженное: 
| x2 -— fy? —4)(./ x2 Гу — ЗЕ 2-4 _( х2 +3x —-/х? —4)(Vx2 43x +x 4) _ 

х? +3х +4/х? —4 

_ ©? +3х)- ©? —4) _ Зх+4 

/х2 +3х +4/х2 -4  /х+3х +? —4 
При x— © имеем неопределённость с/о. Аналогично примеру 7.1: 

3x+4 _ x(3 + 4/x) 3+4/х 
Мх2+3х+4/х2-4  х(Л+3З/х+.Л-4/х) ~ Л+3/х +. -4/х 

. Сократим оба члена дроби в пра- 

И 
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li x2 + 3; — 2—4 — lh 3+4/x _3 4“ 

dim (Vx? + 3x У 4) = м, ЛД 2 

$ 8. Сравнение бесконечно малых функций. 

Символ «0» и его свойства 

Пусть функции (x) и B(x) являются бесконечно малыми при х—>а. 

Определение 8.1. Если существует Пи Ox) _ C#0,0, To a(x) и B(x) назы- 
>“ B(x) 

ваются бесконечно малыми одного порядка при x >a. 
Пример 8.1. Показать, что функции sin22x и х? — бесконечно малые одного 

порядка при x0. 
2 

> Поскольку lim 112 2Х — Jim (sin2x) -4=4#0,0, то по определению 8.1 
x30 х- х—50\ 2x 

заключаем, что Sin?2x и x? величины одного порядка при x30. < 

Определение 8.2. Если существует м ох) — =0, то a(x) называется величи- 
a B(x) 

ной более высокого порядка малости, чем B(x) при х>а. 

Обозначение: а(х)=о(В(х)) при xa (a(x) есть «о» малое от B(x)). 

Tak, sin22x имеет более высокий порядок малости, чем x при х>0 (или 

ИИ п22х 1: (зт2ху _ sin22x=o(x) при x0), поскольку lim Sin_2x = lin{ Sin2x -4x =0. 

Свойства символа «о» 

Пусть B(x) 30 npu xa. 

1. o(B) + о(В) = о(В); 
2. o(cB) = о(В), co(B) = о(В) для Vc #0; 

3. В" о(В)= о(В") при УпЕМ. 

Так, для B(x) = х>0 имеем равенства: 1) о(х) + о(х) = о(х); 2) о(2х) = о(х), 

20(х) = о(х) и о(2х+о(х)) = о(х); 3) хзо(х) = o(x4)- 

Замечание 85.1. Если lim ou: 3 = = oo, TO ПО Teopeme 4.2 lim BOD = (0. Тогда 
xa ВС (х) xa Q(x) 

B(x)=o(a(x)) при xa (определение 8.2). 

Определение 8.3. Если Alim (a(x) / B(x)), то бесконечно малые a(x) и B(x) 

называются несравнимыми при Xx a. 

Бесконечно малые a(x) = xsin(1/x) и B(x) = x несравнимы при х>0, ибо 

a(x)/B(x) = (xsin(1/x))A=sin(1/), В lim sin(1/c) (пример 1.3). < 

Замечание 8.2. Сравнить две бесконечно малые функции — значит устано- 
вить, что они либо бесконечно малые одного порядка, либо одна из них более 
высокого порядка, чем другая, либо они несравнимы. При этом вычисляется 
предел отношения данных функций в случае, если он существует. 

Пример 8.2. Сравнить бесконечно малые а(х) = e**-2* — е-!, B(x) =х-1, x 1. 
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a(x) _ ех?-2х — el _ e! (еб —1) — е-1. erp? —1 (x-1); nes > -] =], 

B(x) x-1 x-1 (x -1)2 him Cay 

поэтому lim (a(x)/B(x))=0 и a(x)=o0(B(x)) при x 1 (определение 8.2). < 

Определение 8.4. Пусть функции a(x), B(x) 30 при х>а. Тогда a(x) называ- 
ется бесконечно малой k-ro порядка по отношению к B(x) при х>а, если 

a(x) _ ВА (Е) C#0,0. 

Так, функция a(x) = зт?2х имеет 2-й порядок малости относительно B(x) =x 

(k=2) при x50, ибо О = = lim 2х = 4 = 0, ° (пример 8.1). 

Пример 8.3. Определить порядок бесконечно малой a(x) = п(х3 — 3х? +3х) 

относительно бесконечно малой В(х) =х-—1 при х>1. 

a(x) _ Ш(х? —3х? +3x)_In(x-1P +)_In(Qa—-l +1) ©-1 
= .Т 

B(x) (aD (eI) с @-pe 
‚_ In((x-1)3 +1) a(x) _,.. (x-1) 

] — lr —_——— — со =). - lim G1) 1, To lim BE (x) = lim (ray 14 0,0 при k=3. Поэтому no 

рядок малости a(x) относительно B(x) при х> 1 равен 3.<4 

§ 9. Эквивалентные бесконечно малые функции, их свойства. 

Главная часть бесконечно малой функции 

Пусть функции a(x) и B(x) — бесконечно малые при х>а, где а может быть 
не только числом, но и одним из символов 00, + 00, — 00, 

0х) _ Определение 9.1. Если существует lim =1 то a(x) и B(x) называются 
« B(x) 

эквивалентными бесконечно малыми при Xa. 
Обозначение: a(x) ~ B(x) при xa. 

3 2 24-2 

Tax, In(x* —3x? +3x)~(x-1)* при x > 1, ибо lim In(x oe 3x) 

мер 8.3). 
Замечание 9.1. Эквивалентные бесконечно малые функции — частный слу- 

чай бесконечно малых одного порядка (см. определение 8.1). 

=1 (при- 

Свойства эквивалентных бесконечно малых 

Теорема 9.1 (теорема о замене эквивалентными в отношении). Если ои(х), 

a2(x), В1(х), В2(х) являются бесконечно малыми и 01(х)- В1(х), a2(x)~ В>(х) при 

х > а, то lim (c11(x)/o2(x)) = lim (Bi(x)/ B2(x)). 

Теорема 9.2. Для того чтобы бесконечно малые функции a(x) и B(x) были 

эквивалентными при х>а, необходимо и достаточно, чтобы при Xa выполня- 

лось одно из равенств a(x) — B(x) =o(a(x)) или a(x) — B(x) =о(В(х)). 

Замечательные пределы, следствия из них ($ 6) и замечание 6.2 позволяют 

найти эквивалентные для некоторых элементарных функций. 
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Таблица 9.1 

Таблица эквивалентных бесконечно малых функций 

Пусть функция а = а(х)>0 при х>а. Тогда: 
sina ~ a, (9.1)  1-cosa~o”/2, (9.2) 
tga ~ a, (9.3) arcsina~a, (9.4) 
arctga ~ a, (9.5) e*—l~a, (9.6) 

In(1+a)~a, (9.7) (1+a)"—-1 ~ ца. (9.8) 

In cos x Пример 9.1. Найти lim —=2+—. 
eee x0 A/] + x2 -] 

» Дробь под знаком предела при x50 даёт неопределённость 0/0. Имеем 

Incosx __ ШИ +с0$х-1) 

+ -1 @+х)“-1 
In(1 + cos х-1) ~ CoS х-1--х?/2 ((9.7), a= созх-1 и (9.2), a=x), 

(1+ x2)¥3 —1~ x2/3 ((9.8), и=х?, и =1/3). 

П 3 9] im —lMcosx jin ox?/2_ 3 « OSTOMY из теоремы получаем lim Tax? 1 lim 2273 5 

arcsin(x2 — 2х) 

eter — | | 

» Дробь под знаком предела при х>2 — неопределённость 0/0. Сделаем 3a- 

мену переменной под знаком предела (теорема 5.6): 

. Из таблицы 9.1 при x >0 следуют соотношения 

Пример 9.2. Найти lim 

. 7 — . 9 

. arcsin(x” —2x и=х-2, . arcesin((u +2) —2(u +2 
lim uc ) х—>2=>и-—0, |= шп ( al y ( )) 
x2 er™ —] x=ut+2 x2 ew" —] 

. 9 9 

. arcesin(u~ + 2u | uoit2u | ulut2 | ulut2 2 
= lim— (и ) = lim = ) lim ( =—. 

1—0 е (ли 27) —] и—0 е' и) —] и—0 2(пи) и—0 и Л 

Здесь использовано свойство периодичности тангенса, теорема 9.1 и примене- 
ны формулы (9.4), (9.6) и (9.3): arcsina~a, e*—-l~a, tga ~ а. < 

Замечание 9.2. При решении примеров 9.1 — 9.2 выполнена замена эквива- 
лентными в отношении двух бесконечно малых функций (теорема 9.1). Замена 
эквивалентными в сумме или разности двух бесконечно малых может привести 
к функции, не эквивалентной данной сумме. Так, 

2 — 2cosx~ х? + x", азш?х -х” + 2x? при x0, 
но функция 2 — 2cosx — sin’x не эквивалентна функции x7 + х* — (x7 + 2х?) при 
x—0. В самом деле, 

2 —2cos x — sin? x =1—2cos x + cos? х= (1- с0$х)? ~x4/4,a 

x2 +x4 — (х?+2х3)=- 2х3 4x4 ~-2x3 при x5 0. 

Определение 9.2. Пусть даны функции a(x) и B(x), являющиеся бесконечно 
малыми при x>a. Функция B(x) называется главной частью функции a(x) при 
Xd, если а(х) при х>а можно представить в виде 

a(x) = B(x) + o(B@)). (9.9) 
Замечание 9.3. Из теоремы 9.2 и определения 9.2 следует утверждение: 

«функция B(x) есть главная часть бесконечно малой функции a(x) при х>а то- 

гда и только тогда, когда эти функции эквивалентны при ха». Бесконечно 
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малая функция a(x) при х—>а может иметь бесчисленное множество главных 

частей, ибо любую бесконечно малую функцию B(x), эквивалентную а(х), мож- 

но считать её главной частью. Так, функции x, tex — главные части $шх при 

х—>0, ибо sin x ~ x, sin x ~ tgx при х>0. 

Главную часть бесконечно малой функции a(x) при х>а обычно находят в 

виде степенной функции B(x) = C(x—a)* при аеВ или B(x) =C(14)* при а=о, 

к>0. Найти для a(x) такую главную часть — значит найти константу С и её по- 

рядок К относительно разности x—a или дроби |/Х. 

Пример 9.3. Выделить главную часть вида С(х-2)^ из бесконечно малой 

a(x) =arctg(x? — 3x? +4) прих->2. 

> lim (Хх х) =lim arctg(x° — 3x? +4) _ = x3 — 3х2 +4 

x92 C(x-2)k х> C(x —2)* x32 С(х-2) 

менили на эквивалентную). Разложим  числитель на множители: 

lim 99 и (х-2)?(х+ 3 
х>2 C(x-2)k х> C(x-2)4 С 

х—2, то функция 3(х—2)? — главная часть бесконечно малой а (x) при x52. <4 
Пример 9.4. Выделить главную часть вида C(I/x)* из бесконечно малой 

(функцию a(x) за- 

=1 при k=2 и C=3. Поскольку а (x) ~ (x2), 

— с: 3х2 +X ею. O(x) = sins > «—5 прих> 

3x2 +x _ 3x2+x _ Зх?+х oo > jim 549 =0 ($ 7, п. 1), a(x)= sin 5 ао MPH X> ((9.1), 

_ 3х2 4x (x) _,. sin ((3.x2 +x)/(5x4 —2)) _ 
(= 47 ). Имеем lim Ga 75% =lim Са _ 

(3х2 +х)-х |. x24(341/x) _ 3 

ит C(5x4 — 2) = lim? Cx4(5—Ix4) 5C 

о(х) ~ =__ при x co и _3_ — главная часть a(x) при х> 0. <4 
5х? 5х2 

В настоящей главе в процессе изложения теории пределов функций рас- 

=1 при С = 3/5, k = 2. Отсюда следует: 

смотрен ряд примеров, иллюстрирующих различные способы отыскания преде- 

лов функций. Эти способы можно резюмировать в виде следующих правил. 

Правила вычисления пределов 

1. В отсутствии неопределённости предел вычисляется с помощью теорем о 

пределах и непрерывности функций (теоремы 5.1, 4.3 — 4.5, замечание 5.2). 

2. Предел выражения, представляющего неопределённость 0/0, вычисляется 

с помощью теоремы о замене эквивалентными бесконечно малыми (теорема 

9.1), при этом применяется таблица эквивалентных бесконечно малых функций 

(таблица 9.1). 

3. Для вычисления пределов выражений, представляющих другие виды не- 

определённостей (например 0: <>, CO — © ит. д.), рекомендуется их преобра- 

зовать (свести) к неопределенности 0/0. 
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4. Если х>а + 0, то целесообразно сделать замену и= x—a. Тогда и->0. 

Например, предел из примера 5.1 вычисляется с помощью правила 1, предел 

из примера 9.2 с помощью правил 2 и 4, ав примере 7.4 применено правило 3. 

Глава 3. Непрерывность функции 

$ 1. Понятие функции, непрерывной в точке. Односторонняя 

непрерывность. Непрерывность функции на промежутке 

С понятием предела функции в точке тесно связано другое важнейшее по- 
нятие математического анализа — непрерывность функции, отражающее свой- 
ство непрерывности многих процессов и явлений, происходящих в природе и 
обществе. Непрерывные функции обладают многими важными свойствами, чем 
и объясняется большое значение этих функций в математике и её приложениях. 

Определение 1.1. Функция f(x) называется непрерывной в точке хо, если 
выполнены следующие три условия: 

1) она определена Ha U(xo) — некоторой окрестности точки хо; 
2) существует lim f(x); 

х> хо 

3) lim f(x) = f(%). 
Так, функция f (x)= | x—-1| непрерывна в точке хо = 1, ибо она определена Ha 

любой U(1) и lim |x-1|— Г) =0 (пример 3.4, гл. 2). 
x7 

Замечание 1.1. Поскольку lim x =x), то равенство из третьего условия в 
х—> хо 

определении 1.1 можно переписать в виде lim Г(х)= f( lim x). Таким обра- 
ху х>^ 

зом, для непрерывной функции знак функциональной зависимости f и знак 

предельного перехода можно переставлять местами. 

Определение 1.2. Функция f(x) называется непрерывной в точке хо справа 

(слева), если она определена на промежутке [х0, хо + 0) ((хо- 6, хо]), где 6 — неко- 

торое положительное число, и /(хо+0)= Г (хо), (F(xo—-0)= Оо). 

О прих<1 5 р ‚непрерывна в точке x =1 справа, Например, функция f(x) =| —хприх?21 

так как / (1+0) = 7 (1) =1 (пример 3.5 гл. 2). 

Определение 1.3. Функция f(x) называется непрерывной на отрезке [а, 6], 

если она непрерывна в любой точке Xoe (а, Db). а также непрерывна в точке а 

справа и в точке В слева. 

Замечание 1.2. Из теоремы 3.2, гл. 2, следует, что необходимым и достаточ- 

ным условием непрерывности функции f (x) в данной точке является её непре- 

рывность в этой точке как справа, так и слева. 

Определение 1.4. Пусть дана функция у = f(x) и x, хое БСГ). Разность x — хо 

называется приращением аргумента х в точке хо и обозначается Ах. Разность f 
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(x) — f (xo) называется приращением функции в точке хо, отвечающим данному 

приращению аргумента, и обозначается АХ(хо), Ay. 

Итак, по определению, Ax = x — хо, Af (xo) = Г (х)- Г (хо) Из первого равенства 

выразим х и подставим во второе, получим 

x = хо+Ах, АД») = f(x+Ax) — ГО) или Ay = f(x+Ax) — Г (хо). 

Пример 1.1. Найти Af(1), если f(x) =х-—х. 

> Af(1) = f(1+Ax) — (1) = (1+4х)3- (1+Ах) -0 = 1+3Ах+3 (Ах)? +(Ах)—1-Ах = 

= 2Ax + 3(Ах)? + (Ax). <4 

Теорема 1.1. Пусть функция у = f(x) определена на окрестности U(xo) точки 

хо. Функция непрерывна в точке хо тогда и только тогда, когда бесконечно ма- 

лому приращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение 

функции (т. е. справедливо утверждение Ax >0=>A у 50). 

» Пусть функция y=/f (x) непрерывна в точке хо и, таким образом, суще- 

ствует lim f(x) = Г). Имеем Jim, Ay = lim (f(x) — f(%)) =0, что означает 

справедливость утверждения: Ах >0=>A y - 0. 

Предположим, что верно утверждение Ax >0>A y > 0. Tak как Ay = f (x) — 

— (xo), а из Ax +0 следует х>хо, то заключаем, что lim ( f(x)—f (хо))= 0, и поэто- 

му существует lim f(x) = /(х). В силу определения 1.1 заключаем, что функ- 
XX 

ция y = f(x) непрерывна в точке Xo. 4 

Пример 1.2. Показать, что функция f(x) = x°?— x непрерывна при х=1. 

» ЛГ (1) = 2Ax + 3(Ах)? + (Ах)? (пример 1.1). Поскольку ДХ(1)->0 при 

Ах 0, то данная функция непрерывна в точке х=1 в силу теоремы 1.1.9 

Пример 1.3. Показать, что функция у = зшх непрерывна на R. 

» Возьмём Vx, Е А и рассмотрим Ду = sin(xo +Ах) — sin xo. По формуле раз- 

ности синусов двух углов имеем: АДу=2 sin(Ax/2)cos(xotAx/2) или 

Ay = sin (Ах/2) sin (Ax/2) 

Ax/2 Ax/2 

тельный предел ($ 6, гл. 2), Ах>0, a |cos(xo+Ax/2)|<1 для У (xotAx/2)e В, To Ду- 

бесконечно малая при Ах>0 как произведение бесконечно малой функции на 

- Ах-с0$(х + Дх/2). Так как lim =] (первый замеча- 

ограниченную. В силу теоремы 1.1 заключаем, что функция y=Sinx непрерывна 

в любой точке X= хе А, и поэтому непрерывна на R. << 

$ 2. Классификация точек разрыва непрерывности 

Исследование функции в окрестности точки, где она не является непрерыв- 

ной, играет важную роль в изучении функции. Оно особенно важно для постро- 

ения графика функции. 

Определение 2.1. Точка хо называется точкой разрыва функции f(x), если в 
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ней нарушено хотя бы одно из трёх условий определения функции, непрерыв- 

ной в точке (определение 1.1). 

При этом различают следующие случаи. 

1. Существует конечный предел функции f(x) в точке х = хо, но либо f(x) не 
определена при х = Xo, либо lim Г(х) = f(x,)- В этом случае хо называют точ- 

X7Xq 

кой устранимого разрыва данной функции. 
Пример 2.1. Показать, что функция f(x) = (sinx)/x имеет в точке х = 0 устра- 

нимый разрыв. 

> lim (>) = lim ((sin x)/x) =1, HO функция не определена при x = 0, поэтому 
х> х> 

x= 0 — точка устранимого разрыва данной функции. <4 

(x? +х) / (х+1) прих=-1 
Пример 2.2. Показать, что функция f(x) = ©. прих=-1 > име- 

ет в точке х= —1 устранимый разрыв, и построить её график. 

Ж+х — x(x +1) _ Е =] — > lim - + = lim - sa] = lim x=-1, , но f(-1) =-—2 4-1, поэтому x | 

точка устранимого разрыва. Для построения графика /(х) преобразуем задаю- 
щее её выражение: 

x, при x#-l, 
I= |: 2, при х=-1. 

График функции приведён на рис. 2.1, точка (—1, —2) принадлежит графику. < 

KY 

| 

| 
М 1 —] 

vA ~ 1-2 

Рис. 2.1. График функции f(x) из примера 2.2 

Замечание 2.1. Функцию f(x) с устранимым разрывом в точке хо можно до- 

определить или переопределить, приняв за её значение в этой точке lim f(x). 
х>хо 

F(X), х=Х,, 

lim f(x), x= 
NXg 

Построенная таким образом функция f *(x)= х будет непрерыв- 

ной в точке хо. Поэтому точку хо и называют точкой устранимого разрыва. Для 
функции f (x) из примера 2.2 

f*(x)= nat +х)/(х +1), при x #-1, 
при х=-1| 

Эта функция непрерывна в точке x= —1. 
2. Alim f(x), но существуют оба конечных односторонних конечных пре- 

XX 

или f *(x)=x. 
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дела f(xo— 0) и (хо + 0), очевидно, не равные друг другу. Точка хо называется 

точкой разрыва 1-го рода, а разность (хо — 0) — хо + 0) — скачком функции f(x) 
в точке Xo. 

0, при х<|, 
имеет в точке Пример 2.3. Показать, что функция /(х)= | 2—х, при х>1 

x = 1 разрыв 1-го рода, и построить её график. 
> Alim f(x) (пример 3.5, гл. 2), Ho существуют f(1— 0) = 0, f(1+ 0) = 1. Ска- 

х> 

YOK функции f (x) в данной точке равен (1+0) — (1-0) =1. График f(x) приведён 
на рис. 2.2. < 

МУ 

IL — 

| 
Хх 

1 > 

О 1 2 — 
у=2-—х 

Рис. 2.2. График функции f(x) из примера 2.3 

3. В точке хо функция f(x) не имеет хотя бы одного из односторонних преде- 
лов или хотя бы один из них бесконечен. Точка хо называется точкой разрыва 2- 

го рода. 

Пример 2.4. Показать, что функция f(x) = е2/<-2) имеет в точке x = 2 раз- 

рыв 2-го рода. 

» (2—0) = lim e*-2) =|z =- 2/(x — 2)| = lim е-:=0 (пример 4.2 и Teo- 
х>2-0 = 400 

рема 4.4, гл. 2), f(2 + 0) = lim e*@-4) =|z = 2х - 2)| = lim e? =+® (пример 
х—>2+0 7—5 +00 

4.2, гл. 2). График данной функции приведён на рис. 2.3. < 

AY 

2/(х-2) 
| 

Рис. 2.3. К примеру 2.4. График функции f(x) =e 

$ 3. Свойства функций, непрерывных в точке 

Теорема 3.1 (06 арифметических операциях над непрерывными функциями). 
Если функции f(x) и g(x) непрерывны в точке хо, то в этой точке непрерывны 
также их сумма f(x) + g(x), произведение /(х)-2(х) и частное f(x) /g(x) при усло- 
вии, что в случае частного 2(хо)-20. 

Эта теорема является следствием теоремы об арифметических операциях 
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над функциями, имеющими предел (теорема 2.2, гл. 3) и определения функции, 

непрерывной в точке (определение 1.1). 
Пример 3.1. Показать, что многочлен P,(x) = аох" + их"! +...+ авах + an 

непрерывен на А. 

» Функция f(x) = x непрерывна на А (АЖхо) = Ах>>0 при Ах->0 для Уже №), 
потому функция 2(х) = x” непрерывна на А как произведение п непрерывных 
функций, а многочлен P,(x) непрерывен на R (теорема 3.1). < 

Пример 3.2. Показать, что рациональная алгебраическая дробь R(x) = 

О (х) Бух" + bx! +... xt, 
= Su" = т 4 непрерывна на области определения. 

P(X) ax" tax"! +..4a,xX+a 
п 

» Поскольку функция R(x) является отношением двух многочленов, TO она 
непрерывна на своей области определения в силу теоремы 3.1, как частное двух 

непрерывных функций: многочленов Ри(х) и Ох). 
Теорема 3.2 (об ограниченности непрерывной функции). Если функция f(x) 

непрерывна в точке хо, то она ограничена в некоторой достаточно малой 

окрестности этой точки. 

Теорема 3.3 (о сохранении знака непрерывной функции). Если функция f(x) 

непрерывна в точке хо и (хо)-20, то в некоторой достаточно малой окрестности 

точки хо значения f(x) отличны от нуля и имеют такой же знак, как /(хо). 

Теорема 3.4 (0 непрерывности сложной функции). Если функция z= Q(x) не- 
прерывна в точке хо, а функция у= (2) непрерывна в точке Zo: Zo= = ф(хо), то 
сложная функция y=/((x)) непрерывна в точке Xo. 

Теоремы 3.2 — 3.4 следуют из теорем об ограниченности функции, имеющей 
предел (теорема 5.4, гл. 2), о сохранении знака функции, имеющей предел (тео- 
рема 2.5, гл. 3) и теоремы о пределе сложной функции (теорема 5.6, гл. 2), а 

также из определения функции, непрерывной в точке (определение 1.1). 

$ 4. Свойства функций, непрерывных на отрезке 

Теорема 4.1 (первая теорема Beueputmpacca). Если функция непрерывна на 

отрезке [а, b], то она ограничена на этом отрезке. 
Непрерывность функции именно на отрезке существенна для вывода об её 

ограниченности. Например, функция f(x) = 11-х”), непрерывная на интервале 
(—1, 1), не является ограниченной на HEM (рис. 4.1). 

Ограниченность функции на отрезке является только необходимым, но не 
достаточным условием непрерывности, т. е. не любая функция, ограниченная 
на отрезке, непрерывна на этом отрезке. Так, функция из примера 2.3, ограни- 

ченная на отрезке [0, 2], не является непрерывной на нём. 
Теорема 4.2. (вторая теорема Вейерштрасса). Если функция непрерывна 

на отрезке [а, b], то она принимает на этом отрезке свои наименьшее и 
наибольшее значения. 

Непрерывность функции именно на отрезке существенна для заключения 
теоремы 4.2. Функция f(x) = 1(1- х^), непрерывная на интервале (—1, 1), прини- 

мает на нём наименьшее значение: (0)=1, но не принимает на нём наибольшего 
значения (рис. 4.1). 
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Теорема 4.3. (первая теорема Больцано — Коши, Больцано Б. (1781 — 1848) — 
чешский математик, философ, логик). Если функция f(x) непрерывна на отрезке 
[а, 6] и на концах этого отрезка принимает значения разных знаков, то на ин- 
тервале (а, 5) найдётся хотя бы одна точка с, в которой функция обращается в 
нуль, т.е. f(c)=0. 

АУ 

+
-
-
-
-
-
-
 | 

| 

| 

_ | 

+ 
Х 

—1 О ] 

Рис. 4.1. График функции f(x) = 1/(1-х?) на интервале (-1, 1) 

Замечание 4.1. Теорема 4.3 позволяет построить алгоритм вычисления кор- 

ней уравнения f(x) =0, причём на функцию / (x) накладывается только одно 

условие: её непрерывности на некотором промежутке. 
Теорема 4.4. (вторая теорема Больцано-Коши). Если функция f(x) непре- 

рывна на отрезке [а, 6] и f(a) # f(b), то она принимает на [a, Ь] все промежуточ- 
ные значения между f(a) и f(b). Поэтому для любого числа и, расположенного 

между f(a) и f(b), на [a, 5] найдётся хотя бы одна точка с такая, что f (с) = и 
(рис. 4.3). 

Следствие из теоремы 4.4. Если функция f(x) определена и непрерывна на 

некотором промежутке, то множество её значений Ё(},)) также представляет со- 

бой некоторый промежуток. 
Так, функция f(x) = зшх, непрерывная на отрезке [-л/2, п/2], принимает на 

нём все промежуточные значения между /(-лп/2) = зт(-л/2) = 1 и /(п/2) = 
= sin(m/2)= 1 (рис. 4.4), т. е. любое число из отрезка [-1, 1] будет значением 
этой функции для некоторой точки из промежутка [-п/2, 2/2]. 

УМ AY 

S(6) | 

w=f(c)t-- и” = | 

2 О | x 
Say" | uO” 

! x | 2 

O “a Cc ь 4 

Рис. 4.2. К теореме 4.4 Рис. 4.3. График функции f (x) =sinx 

Теорема 4.5 (теорема существования и непрерывности обратной функ- 

ции). Если функция у = Дх) определена, строго возрастает (строго убывает) и 
непрерывна на отрезке [a, 6], то на отрезке [Ка), f(b)] (f(b), Ка)]) существует 
обратная функция / '(›), строго возрастающая (строго убывающая) и непрерыв- 
ная на этом промежутке. 

Например, функция у = (1)? определена, строго возрастает на отрезке 
[1, 3] (пример 7.4, гл. 1) и непрерывна на этом промежутке в силу теоремы 1.1, 
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так как Ay = y(xt+Ax) — у(х) = (xt Ax-1)? - (1)? 30 при Ах->0 для Vere [1,3]. 

Она имеет обратную функцию у=1+./х (см. упомянутый пример), строго воз- 

растающую и непрерывную на отрезке [0, 4]. 

$ 5. Непрерывность элементарных функций 

Рассмотрим сначала основные элементарные и некоторые простейшие эле- 
ментарные функции. 

1. y=C=const. для Ухе X , где X— промежуток числовой прямой. 

Очевидно, данная функция непрерывна на Х по теореме 1.1, так как 

Ау=0 > 0 при Ах 0 для Ух ;ЕХ. 

2. Многочлен p(x) = арх" tax"! + ...Та,_х+а,„ Непрерывен на R (пример 

3.1). 
3. R(x)= QO, (x) _ Бух" +...+6, )x+5,, 

P(x) agx"+...+4, )x+a, 

непрерывна на своей области определения (пример 3.2). 

— рациональная алгебраическая дробь 

4. Показательная функция y=a*, a#1, а>0. Имеем а% = а% (аАХ -1). 

С помощью определения предела функции в точке(определения 3.1, гл. 2) мож- 

но доказать равенство lim аАХ =1, потому для показательной функции Ay > 0 
Ax—0 

при Ax—->0 для Vx, ›е К, следовательно, она непрерывна на К по теореме 1.1. 

5. Логарифмическая функция y=log, x,a#l,a>0. 

Эта функция непрерывна на своей области определения — промежутке 
(0, + cc) по теореме существования и непрерывности обратной функции (теоре- 

ма 4.5), как обратная по отношению к показательной функции. 
6. Степенная функция у = x", ae R, aF# 0, Diy) = (0, +05). 
При х>0 эту функцию можно рассматривать как суперпозицию показа- 

тельной и логарифмической функций: x“ =е", поэтому степенная функция не- 
прерывна на промежутке (0, +00) по теореме 3.4 как суперпозиция непрерывных 

функций. 
7. Тригонометрические функции: у=зшх, y=Cosx, y=tgx, y=ctex. 
Непрерывность функции y=sinx на В показана в примере 1.3, непрерыв- 

ность функции y=cosx на В обосновывается аналогично. Непрерывность функ- 
ций y=tgx и y=ctgx на их областях определения следует из теоремы об арифме- 
тических операциях над непрерывными функциями (теорема 3.1), поскольку 

эти функции являются отношениями непрерывных функций у = зшхиу = с05х. 
8. Обратные тригонометрические функции: у = arcsinx, у = arccosx, у = 

= arctgyx, у = arcctgx. 

Эти функции описаны в $ 8, гл. 1. Они непрерывны на своих областях опре- 
деления как функции, обратные по отношению к соответствующим тригоно- 
метрическим функциям, в силу теоремы о существовании и непрерывности об- 

ратной функции (теорема 4.5). 
Итак, непрерывность основных элементарных функций обоснована. 
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Теорема 5.1. Любая элементарная функция, определённая на некотором 

промежутке вещественной оси, конечном или бесконечном, непрерывна на 
этом промежутке. 

Доказательство теоремы 5.1 следует из определения элементарной функции 

(определение 8.1, гл. 1), из непрерывности основных элементарных функций, из 

теоремы об арифметических операциях над непрерывными функциями (теоре- 
ма 3.1), из теоремы о непрерывности сложной функции (теорема 3.4). 

Замечание 5.1. Условие теоремы 5.1, требующее, чтобы элементарная 
функция была определена на некотором промежутке, существенно для заклю- 

чения об её непрерывности. Так, элементарная функция y =J/sin x + -/- зшх 

имеет разрывы в любой точке своей области определения D(y), состоящей из 
отдельных точек (D(y)={x = 2k, АЕ Z}). 

Пример 5.1. Показать, что lim 22% = |. 
x0 x 

» Положим z=arcsinx, тогда 2-20 при х->0 в силу непрерывности 

функции arcsin x. Поскольку х=зт 2, To lim АЛ = lim —2~-=1 в силу пер- 
х—>0 Xx z>0SINZ 

вого замечательного предела и теоремы 5.1, гл. 2. < 

._ arctgx 
Упражнение 5.1. Показать, что lim BF =]. 

х>0 x 

Ш +х) _ 
Пример 5.2. Показать, что lim 1. 

x70 X 

In(1 + x) 

(второй замечательный предел, $ 6, гл. 2). В силу непрерывности логарифмиче- 
ской функции, 

> Имеем: =11(1+ х)Их (свойства логарифмов), lim (1+ х)Их=е 
х—>0 

._ Ш@+х 
lim n(l + x) _ lim In(1 + x)¥’* = In(lim (1 + х)Их) = ше=1. < 
x70 . x70 х>0 

Пример 5.3. Показать, что lim “1 =]. 
х> X 

№ Пусть z=e*-1, тогда z>0 при x0 в силу непрерывности показа- 

тельной функции. Так как x = ш(1+ 2), TO lim 2—1 _ jim 2 =| (пример 
х>0 X =—0 [1(1+2) 

5.2 и теорема 5.1, гл. 2). < 

Пример 5.4. Показать, что lim (I+ x — 
x0 2 

» Пусть 1+х=е:, тогда 2 = ш(1+х) > 0 при х->0 в силу непрерывности 

Их) —1 _ et 1 _ et 1. 2. 

x ez —1] uz e-—| 

(1+ х)н —1 

x 

логарифмической функции. Имеем u. По- 

2 

ez —] 
скольку lim@—! =1 u lim =] (пример 5.3), lim =Ll по теореме 

5—0 Uz 2—0 x0 
ca 

5.1, гл. 3.< 
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Глава 4. Задания для проверки качества усвоения 

раздела 3 

$ 1. Задачи для самостоятельной работы 

1. Даны два множества: A = {1,3,9,1 Ви B= {1,3, 4,9, 10}. Постройте множе- 

ства: AUB; АПВ; А\В. 

2. Постройте графики функций: 

а) y=|log, x|; r) — 6, х<-2, 

6) у= 05, (х+1]; уУ=+2х-2, -2<х<4, 

в) у=10е, (х+1)+5; 6, X>4. 
3. Пусть f(x) =2sin(x/2) -х+ x°. Является ли эта функция нечётной? 

4. Представьте функцию у=с05? (In x/ 2) как суперпозицию простейших 

элементарных функций. 
5. Будут ли элементарными функции: а) из п. 2(в); 6) из п. 2(г)? 

‚_ 2х+3 _ 3-543 — cos : 
6. Вычислите пределы: a) lim ы ; 6) lim ЗУ +х. в) Шт [= vcos x , > 2 2 

xe y 4 3/y x94] —./5—y x30 x? 

е 1/(x+1) 7. Исследуйте на непрерывность функции: а) у=х” sin(1/x); 6) y= 

8. /(3—0)=3, /(3+0)=-3. Какое утверждение справедливо: 

а) dlim f(x) =3; 6) lim f(x) =-3; в) Alim f(x)? 

9. Функция f(x)=(e* +e™ )/ 2: a) чётная; 0) нечетная; в) общего вида. 

10. Функции спроса и предложения определяются соотношениями 

D(p) =-6р-+10, S(p)=—p* -8p +13: 

1. постройте графики этих функций (на одном чертеже); 
2. найдите равновесную цену. 

5(х—1) 
5 ‚(х>2) (товары пер- 11. Постройте график функции Тарнквиста y= 

Хх — 

вой необходимости). 

Ответы к задачам для самостоятельной работы 

1. AUB= {1,3,4,9,10, 11}; АПВ= 41, 3,9}; A\B= {il}. 3. Нечетная. 4.y=w; и = 

= cosv; у = w/2; w = Inv. 5. а) Элементарная; 6) неэлементарная. 6. a) 2; 6) —1/3; 

в) 1/4; г) 1/е. 7. a) x = 0 — точка устранимого разрыва; 6) x =-—0х=-1 — точка 

разрыва 2-го рода. 8. в). 9.а). 

$ 2. Контрольные вопросы к разделу 3 

1. Какое числовое множество называется ограниченным сверху? 
2. Какое числовое множество называется ограниченным снизу? 
3. Какое числовое множество называется ограниченным? 
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сел 

4. Что называется точной верхней границей числового множества? 

5. Что называется точной нижней границей числового множества? 

6. Что называется модулем вещественного числа? 

7. При каких условиях [+= +? 

8. При каких условиях |х‹+у=|-[? 

9. Напишите неравенства, связывающие модуль суммы и разности двух чи- 
с суммой и разностью их модулей. 
10. Изобразите график функции у = signx. 

11. Дайте понятие числовой функции, её графика, способов задания. 

12. Какой симметрией обладает график чётной и нечетной функций? 
13. Сформулируйте теорему о пределе ограниченной монотонной числовой 

последовательности. 

14. Дайте определение понятия lim / (х) = А на языке б — =. 
: a 

15. Сформулируйте теорему о сжатой фннкции. 
16. Сформулируйте теорему о предельном переходе в неравенстве. 

17. Сформулируйте теорему об ограниченности функции, имеющей предел 
при х—> а. 

18. Сформулируйте теоремы о пределах суммы , произведения и частного 
двух функций. 

§ 

19. Дайте определение понятия Пт f( MHA, 

20. Дайте определение понятия jim 1(х)=А. 

21. Дайте определение понятия lim (X)=A. 

22. Напишите первый замечательный предел и пределы, связанные с ним. 

23. Напишите второй замечательный предел и пределы, связанные с ним. 

24. Дайте определение понятия lim f (x) =+00 | 

25. Непрерывность функции в точке и на промежутке. 

26. Свойства функций непрерывных на отрезке. 

27. Точки разрыва функций и их классификация. 
arctgy _ | 

28. Покажите, что lim 
x30 x 

3. Тесты no разделу 3 

Bap. №1 | Раздел 3. Введение в математический анализ 

1 Найдите множество CU D,ecnu С =[-1,3), D=[2, 4]. 

2 | Найдите область определения функции у= /х?(х-3) 

3 Будет ли функция y = \зт? 3x +3 периодической? Если да, то укажите ее 

наименьший период. 
4 —] 2x uy ae 

Будет ли функция y= : а) чётной? 0) нечётной? в) общего вида? 
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Представленная кривая есть график функции: 
А y=ctgx В y=sinx С y=arctgx 

D y=cosx Е y=tgx Е y=arccosx 

G у =arcsin x Н y=arcctgx Г Het правильного 
ответа 

6 | Вычислите lim 5х 4х +2. 
4х +2х-5 

7 Bette limo le t+? 
bIYHCIIUT , 

x32 3x2-x-10 
8 , . 3x+4 

Вычислите lim (2 +5 
х—5 XxX 

9 | Вычислите lim 2fesin4dx 
х—0 Эх 

10 | При каком значении а функция у = f(x) будет непрерывной, если 

x+2, x<2,; = > >? 
I(x) {a ax", x >2 

п .. ¥ , = 
Найдите правый предел функции f(x) =3*-? в точке ее разрыва. 

12 Найдите точки разрыва функции у=— : = д’ если они существутот, и ис- 
Хх” х- 

следуйте характер разрыва. 

Вар. № 2 | Раздел 3. Введение в математический анализ 

1 | Найдите множество CU D, ecm С = {1, 3,5}, D= {2, 3, 6}. 

2 Найдите область определения функции у= +. 

3 | Будет ли функция у=1(3-созх) периодической?. Если да, то укажите ее 

наименьший период. 

4 Будет ли функция у=—^ : а) чётной? 6) нечётной? в) общего вида? 
xo + 
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Представленная кривая есть график функции: 
А y=ctgx B y=arcctg x С ye=sinx 

D y = arcsin.x E y=tgx Е y=arccosx 

G у = с05х H у =arctg x Г Het правильного отве- 

та 
4_ 3, 

Вычислитет lim —3*+4 | 
roe 3x" —-2x +] 

7 |Вычислите jim 3X7 - 2x - 40 , 
4 х’-3Зл-4 

Зх 
—х 

Вычислите lim(4 . 
xo 2-—x 

9 | Вычислите lim 8 5х. 
х—>0 arctg 2x 

10 | При каком значении а функция y= f(x) будет непрерывной, если 

x v #039 
SCX) = 5 1g5x7 7 

a, x=0 

11 x 
Найдите левый предел функции f(x) =4*> в точке ее разрыва. 

12 1+х 
Найдите точки разрыва НКЦИИ у = ~, если они существуют, и иссле- 

2 1+? 

дуйте характер разрыва. 

Ответы к заданиям теста 

Вариант 1 

1) [-1,4]. 2) {0} U[3, +00). 3) Г=З. 4) Общего вида. 5) y=cosx 6) 0. 7) 9/11. 

8) 15. 9) 0,8. 10) 0. 11) +00. 12) х=-4, х=1 — точки бесконечного разрыва. 

Вариант 2 

1) {1,2, 3,5, 6}. 2) (0, +00). 3) T=2n. 4) Нечётная. 5) y=arcsinx 6) +=. 

7. 22/5. 8)е?. 9) 2,5. 10) 0. 11) 0. 12. х=-1 — точка устранимого разрыва. 
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Раздел 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

Краткая характеристика раздела 

1. Темы раздела. Производная и дифференциал. Основные теоремы диф- 
ференциального исчисления. Исследование функций и построение графиков. 

2. Базисные понятия. Производная и дифференциал функции. Правила вы- 
числения. Экстремумы функции. Наибольшие и наименьшие значения функ- 

ции. Точки перегиба графика функции. Асимптоты графика. Эластичность 
функций в экономике. 

3. Основные задачи. Вычисление производных и дифференциалов функ- 
ций. Исследование функций. Вычисление пределов функций по правилу Лопи- 

таля. Построение графиков. 

Глава |. Производная и дифференциал 

$ 1. Производная функции в точке. 

Односторонние и бесконечные производные 

Определение 1.1. Пусть функция y=f(x) определена на некоторой окрестно- 

(+ Ax)— f(x) _ Ay 
Ax 

сти точки хо. Предел отношения при Ах > 0, если он 
Ах 

существует и конечен, называется её производной в точке хо и обозначается 

Я 
символами: /“(хо), о) Co) y(x хо), 9 ‚ у. Итак, 

[х= XQ 

yey fone ae) f(x) _ 
f (x, )= lim, Ax = lim >. (1.1) 

Замечание 1.1. Символы 4! (хо) ay af dy были введены немецким 
dx ” dx\x=x,? dx’ dx 

математиком, философом и физиком Г. В. Лейбницем (1646 — 1716), a символы 
f(xo), У’Со) — французским математиком и механиком OK. Л. Лагранжем 

(1736 — 1813). Символ у ввёл И. Ньютон (1643 — 1727), сейчас он употребляется 

только в случае, когда под независимой переменной понимается время. 
Пример 1.1. Найти Г’(1) по определению, если f(x) =x? — x. 
Ш АГ) ) |: п 2Ах+ З(Ах)° 

> f (1) 7 lim = = lim Ax 

дено в примере Lt гл. 3, разд. 3). Сократив оба члена дроби под знаком преде- 

ла на Ах, получим f’(1) = jim (2 + 3Ax + (Ax)?) =2.< 

.\3 

+ (Ax) (выражение для Af (1) приве- 

Определение 1.2. Пусть функция у = f(x) определена на промежутке (Xo— 6, 
0] ([хо, xo+ 5)), 6 — некоторое положительное число. Если существует предел OT- 

Ги + Ах) — Гб) _ Ay 
Ах 

ношения 
Ах 

при Ах—>-—0 (Ах +0), To он называется левой 
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(правой) производной этой функции в точке хо и обозначается символом f’(x,) 

(^(хо)). Таким образом, 

, +A; X . А 

J-(%o) = lim, — и Го - = lim (1.2) 

_ f (Xo + Ax) — /(ж) Ay 
ит ato Ax a) 

Замечание 1.2. Левая и правая производные объединяются термином одно- 

сторонние производные. 

Замечание 1.3. Из существования производной (хо) следует существование 
односторонних производных /^(х0), //(хо) H равенство 

2 (хо) = Ss (хо) = Л (хо) (1.4) 
(теорема 1.2 гл. 3 разд. 3). Обратно, если существуют равные f’(x,) и Г/(хо), 

то 3/’(%о) и верно равенство (1.4). Если f(x 9) и Г/(хо) существуют, но не рав- 

ны, то функция f(x) не имеет производной в точке хо. 
Пример 1.2. Показать, что не существует f'(—1), если f(x) = x|x + 1]. 

» Af(-1) = f(-1 + Ах) —- f(-1) = (-1 + Ах) [Ах | ИЗ (1.2) и (1.3) имеем: 

_ г) (- —1+ Ах 

pec = fin И geen = fim = 
Поскольку f’(-1)# f/(-1), TO He существует f’(-1) (замечание 1.3). < 

J (x9 + Ах) - 7 (50) _ со, ТО ГОВО- Определение 1.3. Если существует lim 
P у у Ах-—>0 Ах 

PAT, что в точке хо функция f(x) имеет бесконечную производную. 
Пример 1.3. Показать по определению, что f’(1) = + ©, если f(x) =3/х-1. 

3 3 > Г I; АХ (1) _ ш 1+ Ах-1- 1-1] li | —400 4 

J) iim x iim Ax А 3 (Ах )? 

Аналогично вводится понятие односторонних бесконечных производных. 
Пример 1.4. Показать по определению, что /^(1) = = ‚а f/(1) = + ‚если 

Ло) =3/(х-12. 
ray a AFD). 31+ Ax—1)2 - 31-1)? _ - 

> = ar Ax = alg Ax ~ Ar3-03/Ax 

= =+teo. 4 1) = Ша 
+0) те 

$ 2. Геометрический и механический смысл производной. Задача о 

производительности труда 

1. Геометрический смысл производной. Пусть функция у = f(x) определе- 
на и непрерывна в некоторой окрестности точки Xo, а Г — график этой функции. 
Прямая L, проходящая через точки Mo(xo, /(хо)), Mi(xo +Ах, хо +Ах))› Г, называ- 
ется секущей по отношению к Г (рис. 2.1). 

132



Ky 
М! L 

SCGtAN Por 

I(%9) torre 

= , | xX 

го / X0 Xo +Ах ~ 

Рис. 2.1. К понятию касательной к графику функции 

Уравнение: 

у-— уо = А(х — хо), (2.1) 
где уо = (№), задаёт все прямые, проходящие через точку Mo с данным угловым 

коэффициентом А, кроме прямой x = Xo (§ 3, гл. 1, разд. 2). Подставим в (2.1) 
координаты точки М: f (хо+Ах) — Кхо)= = ki(xot+ Ах — хо), отсюда Ay =kiAx, где 
Ay==f (х-+Ах) —f (%), а А=юф- угловой коэффициент Г (рис. 2.1). Имеем 

ki=Ay/Ax. Если Ах>0, то 
Ay— 0 как приращение непрерывной функции, при этом точка Ме Г приближа- 
ется к точке №е Г. Пусть данная функция имеет в точке х = хо производную 

у (xo), тогда секущая L при Ах->0 имеет предельное положение, характеризуе- 

мое угловым коэффициентом k, =tga= lim = = ухо), которое называется 

касательной Т к графику Г в точке Мо(хо, yo) (рис. 2.1). Уравнение касательной 
T получим из (2.1), взяв нужный угловой коэффициент: 

У— You Y'(Xo)(X — хо). (2.2) 
Итак, геометрически производная функции y =f (x) в точке хо интерпрети- 

руется как угловой коэффициент касательной, проведённой к графику этой 
функции в точке Mo(xo, yo), где у = (хо). 

Пример 2.1. Написать уравнение касательной 7 к графику функции 
f(x) = — x в точке (1, 0). 

» (1) =2 (пример 1.1). Уравнение касательной T получим из равенства 2.2): 

y — 0=2(x -1) (хо= 1, yo= 0, y'(xo) = 2 (пример 1.1)), Т: у= 2х -2.=< 
Если односторонние производные функции у = f(x) в точке хо не равны, т. е. 

y_(%)) = у. (хо), то её график Г не имеет касательной в точке Мо(хо, ус), где 

yo = f (xo). Но в этом случае в точке Мо есть односторонние касательные T\ и Tr 

(левая и правая), являющиеся предельным положением секущей Г, при Ах>- 0 
> / или при Ах + 0, их угловыми коэффициентами служат y’ (ху), у. (хо) . Каса- 

тельные 71 и 72 определяются уравнениями 

Tr: у- Yo = VL (хо)(х - хо), (2.3) 
Ty: Y-— Yo = У, (хо MX - хо). (2.4) 

Точка Mo(xo, yo) при этом называется угловой точкой графика Г. Так, функция 

—(x? +x), x<-l, 
в точке x=-— 1 имеет производные: 

(x? +x), х>-1, P (s)axieetl=4 
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f(-D=1, f/(-1)=-1 (пример 1.2), её график имеет в точке (-1, 0) односто- 

ронние касательные 7}: y=xX+ 1 u 72: у=-х- 1 (рис. 2.2). 
yh 

“V
W 

Г. 

Рис. 2.2. График функции /(х) = x х+1| 

Их уравнения можно получить из (2.3) и (2.4). Точка (-1, 0) — угловая точка 
графика. 

График Г функции y=f(x) имеет в точке Мо(хо, yo), где у = Кхо), верти- 
кальную касательную, определяемую уравнением х = хо, если Г(хо) = +00.Tak, 
график функции f(x)=2/x—1 имеет в точке (1, 0) вертикальную касательную 

Т:х=1 (рис. 2.3), поскольку f’(1) = += (пример 1.3). Если /^(хо) и Г! (хо) - 

бесконечные производные разных знаков, график имеет в точке Mo(XxXo, yo) так 
называемое острие, через которое проходит вертикальная касательная. 

Ay Ay 
Г: x=! 

Г: x=] 

x NN 

— О ] 
Xx 

Рис. 2.3. График функции f(x)=Vx-1 Рис. 2.4. График функции f(x) =З(х- 1? 

Например, график функции f(x) =3/(x—1)? имеет в точке (1, 0) остриё, че- 

рез него проходит вертикальная касательная x = 1 (рис. 2.4), ибо /^ (1) =-е,а 

Г. (1) =+° (пример 1.4, рис. 2.4). 

2. Механический смысл производной. Пусть 5 = s(t) — путь, пройденный 

материальной точкой за время ¢ при движении по прямой, тогда As = s(t + At) — 
— s(t) — путь, пройденный за время At, а отношение As/At — средняя скорость 

движения за это время. Если существует конечный lim А5 — $(2) , TO он является 
Aico At 

мгновенной скоростью у точки в момент времени f, т. е. S(t) =V(L). 

Итак, механически производная интерпретируется как мгновенная скорость 

движения, если данная функция определяет путь, проходимый материальной 

точкой в прямолинейном движении. 

3. Задача о производительности труда. Пусть функция и = u(t) выражает 

количество произведенной продукции за время ¢, и необходимо найти произво- 
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дительность труда в момент fo. За период времени OT fo до fo + Af количество 

произведенной продукции изменится от значения ино = и(ю) до значения 
uo + Ди = u(to + At); тогда средняя производительность труда за этот период 
времени Zep = Аи/ДЕ. Очевидно, что производительность труда в момент № мож- 
но определить как предельное значение средней производительности за период 
времени OT fo до fo + ДЁпри At —0, т. е. 

. Ан 
z=limz,, = lim —.. (2.5) 

Пример 2.2. Объем продукции, произведенный бригадой рабочих, можно 

описать уравнением и= —52? /6+15Ё /2+100#+ 50 (единиц), 1< #<8, где t — pa- 
бочее время в часах. Вычислить производительность труда, скорость и темп ее 
изменения через час после начала работы и за час до ее окончания. 

> Производительность труда 2(Р) выражается производной 

2(t) = u'(t) =— 5Р /2 + 151-100 (ед/ час), 
а скорость и темп изменения производительности соответственно производной 
z(t) и логарифмической производной 7. (1) =[ш2(1)]: 

2(1)=-51+15 (ед/ч^), 

г(=2® - —51+15 ___ 21-6 

7 z(t) —51? /2+151+100 t?-6t-40 

В заданные моменты времени соответственно имеем: 2(1) = 112,5 (ед./ч), 

z'(1) = 10 (ед./ч?), T-(1) = 0,09 (ед./ч), 
2(8 — 1) = 2(7) = 82,5 (ед./ч), 2(7) =-20 (ед./ч?), T-(7) = -0,24 (ед./ч). 

Итак, к концу рабочего дня производительность труда существенно снижа- 
ется; при этом изменение знака Z(f) и Т-(1) с плюса на минус свидетельствует о 
том, что увеличение производительности труда в первые часы рабочего дня 

сменяется ее снижением в последние часы. < 

(ед/ч). 

$ 3. Дифференцируемость функции в точке. Дифференциал 

Определение 3.1. Пусть функция у=/(х) определена на некоторой окрестно- 
сти точки хо. Если её приращение Ay = (х-+Ах)—/ (хо) представимо в виде 

Ay = А:Ах + о(Ах), (3.1) 

где множитель A зависит от хо, но не зависит от Ax, а о(Ах) — величина более 
высокого порядка малости, чем Ах при Ах->0, то данная функция называется 
днфференцируемой в точке хо, а слагаемое А`Ах из (3.1) называется дифферен- 
циалом функции y=f (x) в точке хо и обозначается следующим образом: 

df (Xo), 4’(хо), Wyay,, ау. Итак, по определению dy= A-Ax. 

В силу равенства (3.1) дифференциал dy = А:Ах при А + 0 есть главная часть 
приращения функции у = f(x), линейной относительно Ax (определение 9.2, гл. 
2, разд. 3), при этом Ду и dy эквивалентные бесконечно малые при Ах->0. Если 
А = 0, то dy = 0 при любых значениях Ax, а Ay = o(Ax) при Ах->0, в этом случае 
Ду является при Ах—0 бесконечно малой более высокого порядка, чем Ax. 

Для линейной функции у = kx + ВБ приращение функции в любой точке Xo 
совпадает с её дифференциалом в этой точке. В самом деле, Ау(хо) = (хо + Ay) + 
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+ b— (kxo + b) =k Ax. В этом случае, о(Ах) = 0, а dy =k-Ax=Ay. 

Пример 3.1. Показать, что функция f(x) = x°— x дифференцируема в точке x 
=1 и найти её дифференциал в этой точке. 

> Af(1) = 2Ax + 3(Ах)? + (Ах)? (пример 1.1, гл. 3, разд. 3). Так как 3(Ах)? + 
+ (Ax) = (Ах)?(3+Ах)=о(Ах) при Ах>0, то Af(1)=2Ax+o0(Ax). Данная функция 
дифференцируема в точке х = | по определению 3.1, dy = 2Ax. < 

Теорема 3.1 (необходимое и достаточное условие дифференцируемости). 
Функция у = f(x) дифференцируема в точке хо тогда и только тогда, когда она 
имеет в этой точке конечную производную y (Xo). 

Следствие из теоремы 3.1. Для функции у = f(x), дифференцируемой в точ- 
ке Xo, множитель A в равенстве (3.1) определяется единственным образом, а 
именно: A = y(X0). 

В силу определения 3.1 и следствия из теоремы 3.1 имеем 

dy = у'(хо) Ах. (3.2) 
Из формулы (3.2), в частности, при у=х следует, что dy = (х)’Ах = Ax, T. ©. 

дифференциал аргумента равен его приращению 

dx = Ах. (3.3) 
Поэтому равенство (3.2) можно переписать в виде 

dy = y(xo) dx. (3.4) 
Замечание 3.1. Вычисление производной и дифференциала функции в дан- 

ной точке принято называть одним термином — дифференцирование. 
Пример 3.2. Найти дифференциал функции f(x) = x? — x в точкех = 1. 

> |-п способ. A f(x) = 2Ах+о(Ах) (пример 3.1), следовательно, df(1) = 2Ax 

(определение 3.1) или АКТ) = 2dx. 
2—и способ. f’(1)=2 (пример 1.1), в силу (3.4) df (1) = 2ах.=< 

dy 
Замечание 3.2. Из (3.4) имеем y (x)= и потому символ Лейбница ak 

dx dx 

можно трактовать как отношение дифференциалов Ay и ax. 

Теорема 3.2 (необходимое условие дифференцируемости). Если функция 

= f (x) дифференцируема в точке хо, TO она непрерывна в этой точке. 

» Действительно, из формулы (3.1) имеем Ay = А Ах + o(Ax), где A = y'(xo) 
(следствие из теоремы 3.1). Данная функция непрерывна в точке хо, так как 
Ay—0 при Ах>0 (теорема 1.1, гл. 3, разд. 3). < 

Замечание 3.3. Непрерывность функции в данной точке не является доста- 
точным условием её дифференцируемости в этой точке, т. е. теорема, обратная 
теореме 3.2, неверна. 

Пример 3.3. Показать, что функция f(x) = x |х+ || непрерывна в точке x= —1, 
но не дифференцируема в этой точке. 

» Af(—1) =(-1+Ах)|АХ| (пример 1.2), АХ (-Г)>0 при Ах>0. Бесконечно ма- 
лому приращению аргумента отвечает бесконечно малое приращение функции 
— функция непрерывна в точке X= —1 (теорема 1.1, гл. 3, разд. 3), но она не диф- 

ференцируема в этой точке, так как Я/”(-1) (пример 1.2). < 
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Замечание 3.4. Дифференциал можно использовать для вычисления при- 

ближённого значения функции в точке. Из равенства (3.1) следует, что Ду = dx 

при малых значениях Ax, т. е. /(хо + Ах) — (о) = ГС) Ах или 

f (xo + Ах) = 1 (хо) + (хо) Ах. (3.5) 
При вычислениях приближённого значения / (хо + Ах) по формуле (3.5) по- 

грешность тем меньше, чем меньше Ах. Эта погрешность при Ах-› 0 является 
бесконечно малой более высокого порядка, чем Ах. 

$ 4. Геометрический и механический смысл дифференциала 

1. Пусть функция y=f (x) имеет конечную производную у’хо), а точка 

Mi(xo +Ах, f(xo +Ax)) принадлежит её графику Г (рис. 4.1). В точке Mo(xo, yo), где 
yo = 1 (хо), проведём к Г касательную 7, В\(хв, ув) — точка пересечения прямых L: 
х = хо + Ах и T: ( хо+ Ах = xg). Подставим координаты точки В в уравнение каса- 
тельной (2.2), получим: ув — yor y'(xo)Ax или ув — yo= df(xo) (см. (3.3) и (3.4)). 

Л L 

о. М 
S@o+Ax) Г T 

By 
Ay 

Мо / 
fo) TA 

р ms 

о Xo х-+Ах 

Рис. 4.1. К геометрической интерпретации понятия дифференциала 

На рис. 4.1 длина отрезка АМ! — приращение функции Ay=f(xo+Ax) — (хо), а 
длина отрезка АВ — дифференциал df(xo) этой функции в точке х = хо. Заменить 

Ду на df(xo) — значит заменить часть графика функции (рис. 4.1, дуга МоМ! с Г) 
на отрезок касательной, т. е. на отрезок прямой (рис. 4.1, отрезок MoBc Т). 

Дифференциал функции у = f(x) в точке хо геометрически интерпретируется 
как приращение ув — Yo ординаты касательной Т к графику этой функции, про- 
ведённой в точке Мо(хо, yo), при перемещении из точки Mo в точку В\(хв, ув) или 
при изменении аргумента х от хо до хо +Ах. 

2. Пусть 5 = 5(1) — путь, пройденный материальной точкой за время ¢ при 

движении по прямой, тогда s(t+Az) — s(t) =As — путь, пройденный материальной 

точкой за время ДЕ. По формуле (3.2) имеем ds = §(t,)At- 

Дифференциал функции s = s(t) механически можно трактовать как путь, 
который прошла бы материальная точка за время At, если бы она двигалась 
всё это время с постоянной скоростью у = §(t,). При замене приращения этой 

функции As дифференциалом 45 реальное движение за время Af заменяется 
равномерным со скоростью $(К). 

При свободном падении материальной точки s(f) = gt 7/2 (= — ускорение 
земного тяготения). За промежуток времени Af она пройдёт путь 

As = g(t + At)’ — gt? /2= МАН: 2(А17/2, при этом ds = gtAt. Замена As 
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на ds означает замену реального движения равномерным со скоростью у = gt. 

$ 5. Правила дифференцирования 

Правилами дифференцирования называют формулы, по которым вычисля- 
ются производная функции, являющейся постоянной на некотором множестве, 
производная от произведения постоянного множителя на функцию, производ- 
ные от суммы, произведения и частного двух функций. 

Теорема 5.1. Если функция u(x) дифференцируема в точке x, а С — некото- 

рое постоянное число, то справедливы следующие формулы: 
(С)' = 0, (Си(х))' = Cu'(x). (5.1) 

» Пусть у = С ‚ тогда Ду=0 и (c)’= y= lim ar 0. Если у = Си (x), TO 

Ду= Си(х + Ах) — Си (х) = С(и(х + Ax) и =CAu, 

Ay CAu =у’= = = = < (Cu(x)) = у’ = lim = Ax = jim, Ay =C lim 44 Ay CH (x). 

Замечание 5.1. Вторая из формул (5.1) эквивалентна следующему утвер- 
ждению: постоянный множитель можно выносить за знак производной. 

Теорема 5.2. Если функции u(x) и v(x) дифференцируемы в точке х, то: 
1. Функции u(x) + V(x), u(x), v(x) дифференцируемы в этой точке и справед- 

ливы формулы: 

(u(x) + (х))' = u(x) + "©; (5.2) 
(u(x)-v(x))' = u'r) v(x) + их ©). (5.3) 

2. Функция u(x)A(x) дифференцируема в этой точке при условии у(х) #0 и 

справедлива формула: 

u(x) u’(x)- v(x) —u(x)- Ус) 
5.4 (a) - 7) ыы 

Пусть u(x) и v(x) — дифференцируемые функции x. Из равенств (5.1) - (5.4), 
(3.4) следуют правила вычисления дифференциалов: 

dC = 0, где С — const, (5.6) 
dCu = Саи, где С — const, (5.7) 

d(ut+v) = аи-+ау, (5.8) 
d(u-v) = v-du + u-dv, (5.9) 
qua_v-du-u-dv (5.10) 

у у2 
Получим, например, формулу (5.8). Имеем 

d(u +v) = (и + v)'dx = (м’ + у)ах = u'dx + v'dx. 

$ 6. Производная сложной и обратной функции. 

Свойство инвариантности формы дифференциала 

Теорема 6.1. Если функция у = / (и) дифференцируема в точке о, а функция 
и = g(x) дифференцируема в точке хо, причём Uo = 2(хо), то в некоторой окрест- 
ности точки Xo определена сложная функция у =f (g(x)), дифференцируемая в 
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этой точке, при этом справедливо равенство 

У, (%) = у, (ly) и, (ж)- (6.1) 
» По определению 3.1 функции, дифференцируемой в точке, и в силу след- 

ствия из теоремы 3.1 для приращения функции у =) (и) в точке но имеем соот- 
ношение 

Ay = у, (uty): Au + о(Ди). 

Поделим все члены последнего равенства на Ах: 
Ду _ Ди + (Au) 

де) Ay + Ах 
Au 
Ax 

ращение дифференцируемой и потому непрерывной функции. Заметим, что 

lim o(Au) = lim о(ди) Au _ 0, ибо o(Au) 
Ах—>0 AX ^—0 АН Ах Ан 

(определение 8.2, гл. 2, разд. 3), а второй множитель под знаком предела огра- 
ничен, ибо он имеет предел, равный и’(х.) (теорема 5.4, гл. 2, разд. 3). Прихо- 

(6.2) 

и устремим Ах к нулю. При Дх-›0 отношение А“ > w'(x,), а Au —>0 как при- 

—0 по определению символа «о» 

дим к выводу, что правая часть (6.2) при Ax—>0 стремится к правой части ра- 
венства (6.1). Поэтому при этом условии имеет тот же предел и левая часть 

(6.2), значит, формула (6.1) справедлива. <4 
Теорема 6.2. Если функция у=/(х) непрерывна, строго монотонна в некото- 

рой окрестности точки хо и дифференцируема в ней, причём y(xXo) = 0, то в не- 
которой окрестности точки yo, уо = f (хо), определена непрерывная, строго MOHO- 
тонная функция x = f '(y), обратная по отношению к данной. Эта функция 
дифференцируема в точке yo, при этом верна формула 

х’(,) = Му(х). (6.3) 
Свойство инвариантности формы дифференциала 
Пусть функция у = f(x), где x — независимая переменная, дифференцируема 

в точке х, при этом, как установлено в $ 3, справедливо равенство 

dy = у 4х. (6.4) 

Введём в рассмотрение функцию X= g (ft), дифференцируемую в точке Ь x — 

теперь зависимая переменная. В силу теоремы 6.1 сложная функция у = f(g(d)) 
дифференцируема в точке 2. Имеем 

dy = y.dt = у. - ха = у, ах. 

(использованы формулы (6.4) и 1) и равенство dx = xidt,, вытекающее из 

(6.4)). Последнее равенство вместе с равенством (6.5) позволяет сделать следу- 
юЩиИй ВЫВОД. 

Форма записи дифференциала dy = y_.dx в случае, когда переменная x яв- 

ляется независимой, остаётся справедливой и для случая, когда х — функция 
(например, переменной 7). Это свойство дифференциала называется свойством 
инвариантности формы. 

Пример 6.1. Пусть у = sinx, x = cost. Какие из следующих равенств справед- 

ливы: а) dy __, =0,b) dy __, =dx, с) Vans =—-dt? 

> В силу инвариантности формы дифференциала имеем dy = созхах. Tak 
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Kak xX = 0 при t = 7/2, то dy = dx и потому равенство 5) верно. Равенство с) вер- 
но, поскольку dx= — зп Ё и dx = —dt при t = 1/2. Р авенство а) неверно. 4 

$ 7. Производные основных элементарных функций. 

Таблица производных 

1. Производная показательной функции у=ах, а>0,а#1. 

(а^)’=ах та, Ухе В. 

> По определению производной (определение 1.1) имеем 

. . х+Ах — qx . . а“ а“ —] . 1 
(a*) = lim 4 Чили (a*) = lim ( ) =" lim 2 

Ах >0 YX Ах—>0 X Axy>0 Ax 

(a** =e! в силу основного логарифмического тождества). Заменив разность 

е^“та —] на эквивалентную ей при лх>0 функцию Axina (формула (9.6) и 
теорема 9.1, гл. 2, разд. 3), приходим к равенству 

„А . 4° ^ - 

(a*) =a* lim AxIna — серр. 
Ах>0 Ax 

Ахта __ ] 

2. Производная логарифмической функции у = 05, x,a>0,a¥#l. 

lo х= 1 x50. 
(оба *) xIna 

> Логарифмическая функция y=logex— обратная по отношению к показа- 

тельной функции x = a, а>0,а=*| уе КВ. В силу формулы (6.4) для произ- 

.. .. , В | ] ] 
водной обратной функции имеем у =(log x) =—-= = 

3. Производная степенной функции у=х“, аЕ К. 

(хч y’ =—qya-! , xe D(y). 

Область определения D(y) зависит от показателя степени а. Если a целое 

или дробное с нечётным знаменателем, то D(y)=AK\x=0, х=0 принадлежит 

РО?) только при а>0. Во всех других случаях полагаем, что D(y) = (0, + ®). 

> Функцию у=х“ с помощью основного логарифмического тождества пред- 
ставим в виде: x4=e""™, Имеем (х“)' = (e!™) = ем `(ашх)' (использованы 
формула для производной показательной функции и формула (6.1) для произ- 
водной сложной функции). Так как (alnx)’ = а/х, то 

(x“) — (ean)! — еб х ‘(alnx)’ — еб ‘(a/x) — х‘ (ах) =а yet < 

4. Производные тригонометрических функций. 

(sin х)”= cos x, (cos х)’= -за x, УхеЙ. 

4х) = 1 х=Л+лннЕ Z ctex) =-— _! хи, нЕ Z. (15%) = сх 5. + ПИ, (ctgx) = то, 

> (sinx)’= lim sin(x+Ax)—sinx _ lim 2sin(Ax/2)cos(x+Ax/2) | 
Заменив мно- 

Ах—0 Ах Ах—0 Ах 

житель sin( Ax/2) в числителе на эквивалентную бесконечно малую, получим: 

(sinx)’= lim 2(Ax/2)cos(x+ Ax/2) _ lim cos(x+Ax/2). 
Ar0 Ax Ax0 
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Поскольку lim cos( x + Ax/2) =cosx B силу непрерывности функции KOCHHYC 
Ах>0 

(разд. 3, гл.3, § 5), приходим к равенству (sinx)’ = cosy. <4 
Замечание 7.1. Поступая аналогичным образом и используя правила диф- 

ференцирования ($ 5 и $ 6) находят производные и других основных элемен- 

тарных функций. 
Сводка вышеприведённых формул для производных основных элементар- 

ных функций вместе с правилами дифференцирования, формулой для произ- 
водной сложной функции составляет так называемую таблицу производных. На 
основе формул для производных основных элементарных функций, входящих в 
эту таблицу, и правил дифференцирования можно прийти к следующему важ- 
ному выводу: производная любой элементарной функции также является эле- 
ментарной функцией. 

Таблица производных 
(x7) =axa-l, x>0, VaeR, (7.1) 

в частности, (1/х)’ = = Их, а=-1, (7.2) 

(Vx) = И (2х), а=1/2. (7.3) 
(а^)’=ахша, xe R,a>0,a¥1, (7.4) 

в частности, (ex) =e*. (7.5) 

(10#.х)’= 1/(хша), x>0, a>O,a #1, (7.6) 

в частности, (In x)’ =1/x.- (7.7) 

(sinx)’ = cosx, хе А. (7.8) 
(со5х)' = — зшх, хе R. (7.9) 

ry | ..Д (tgx) = cost? HEAT ПИ, ПЕ Z. (7.10) 

1] , (ctgx) = Sn?x’ > ДИ, НЕ Z. (7.11) 

(arcsin x) = aoe ‚ хЕ (-1, 1). (7.12) 

у=-—=1 —1,1). 7.13 (arc cos x) Fo << (—1,1) (7.13) 

и] . (arctgx) = lez? хе R. (7.14) 

r__ . (arcctgx) = Tey? хе R. (7.15) 

Правила дифференцирования 

Пусть и=и(х) И у= ъ(х) - дифференцируемые функции х. 

(С)’ = 0, где С — const. (7.16) 

(Си)’ = Си’ где С - const. (7.17) 
(ut+v)=u'+y". (7.18) 
(uv)’ =u! ve uv'. (7.19) 
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, 

[и (7.20) 
у у? 

Если у=у(и), аи = и(х), то у’(и(х)) = у’ (и): и (х). (7.21) 

Замечание 7.2. Производные некоторых трансцентдентных элементарных 

функций являются алгебраическими функциями. Так, производные обратных 
тригонометрических функций y=arcsin x, y=arccos x, y=arctg x, y=arcctg x, про- 
изводная логарифмической функции y= log. x— алгебраические функции, при- 
чём для трёх последних они являются дробно-рациональными. Это обстоятель- 
ство используется при вычислении интегралов. 

Пример 7.1. Вычислить у’, если y=log, Vx — 24 ах. 
° x 

> Используя правило дифференцирования суммы (формула (7.18) полу- 

чаем y’ = (105, vx —4 2 + remo = (log, Vx)’ - (2/x) + (3x85 | . Далее нахо- 

> 
2xIn2 

ство логарифмов и формулы (7.17), (7.6)), Cys) =2(1/x ) =—2/x? (исполь- 

зованы формулы (7.17), (7.2)), ($x¥xY = 5 ( x43) = = ‚4 хиз =З/х (использо- 
3 

ваны aa (7.17), (7.1)). Итак, окончательно имеем: 

< 
во + tie. 

Пример 7.2. Вычислить у’, если y=e*ctgy. 

дим (log, Vx) =(5 log, x)= 7 (log, x)= (здесь использованы свой- 

, у 

Ух 

>» =(e*ctgr)’. Имеем у’ =(e") сю х + е* (св х)’ (правило дифференциро- 

вания произведения (формула (7.19)). Вычислив производные: (ех)’и (ctg x) по 

формулам (7.5) и (7.11), получим у’ = e*ctgx -e*sin-? x .< 

(1+ x2 )arctgx 

x 
Пример 7.3. Вычислить у’, если y= —Inx. 

Py = ( (1 + x" )aretg | _1_ (+ x?)arctgx)’x — (+ x2)arctgx 1 
Xv x x x? x 

_ (2xarctgy +1)x—(1+ x2 )arctgx _ _ (x? — Iarctgx lL (x2 — larctgx 

x? x x2 TY x x? 

(использованы формулы (7.18), (7.7), (7.20) и (7.19) для производной дроби и 

произведения, формулы (7.18), (7.1), (7.14)). < 
2 

Пример 7.4. Вычислить у’, если y= x3arccosx — tell —х?. 

> у. = (х’агссозх)'— ((x" + 2)/3)v1— x". Имеем (хЗагссозх)’= 

3x? агссозх — —х* 1-х? (использованы формулы (7.18), (7.1) и (7.13)). Вычис- 
ляя производную 

((x? +2)/3\Л- 2 Y=(2x)/3)VI— 7 (<? +2)/3)-х/ М, 
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заметим, что ((х* +2)/3)’=(2х)/3, а (М1 -х? )' =((1- x2) /2)’= 

1-х? -М2 (—2х) = —* использована формула (7.21) для вычисления про- 

изводной сложной функции). После приведения к общему знаменателю и при- 
2 3 

ведения подобных членов имеем: (ot Vl—x2)'= т. Для у’ получаем 
l-x - 

равенство y’= 3x°arccos x. <4 

Пример 7.5. При каком значении параметра в. парабола у = ах? касается ло- 

гарифмической кривой у = ш x? 
» Надо найти значение а, при котором эти кривые имеют общую касатель- 

ную T в некоторой точке № (хо, yo). Их производные в точке хо должны быть 
равны, так обе они трактуются как тангенс одного и того же угла. Для а, хо, уо 

7 

Уо = 0, 

получаем систему У =In ie Из последнего уравнения системы следует: 
Ox, =1/x,. 0 0 

oxg =1/2, поэтому yo=1l/2 в силу первого уравнения системы. Из второго урав- 
- — 72 — _ э\ _1? 

нения имеем X, =е!? =e, а из третьего — а =1/(2x2) =1/(2e). На рис. 7.1 изоб- 

ражены данные кривые и их общая касательная Т. < 

ву) | y=Inx 

S i
s 

Рис. 7.1. К примеру 7.6 

§ 8. Производные неявных функций одной переменной 

Определение 8.1. Пусть дано уравнение 

F(x, у) = 0, (8.1) 
связывающее две переменные х и у. Если каждому значению х из некоторого 
множества Х это уравнение ставит в соответствие одно значение у так, что упо- 
рядоченная пара (x, у) является его решением, то говорят, что уравнение (8.1) на 
множестве Х задаёт у как неявную функцию х. 

Не всегда уравнение вида (8.1) задаёт какую-либо неявную функцию, урав- 
нение х? +)" =—] не задаёт никакой функции. Иногда уравнение вида (8.1) задаёт 
две и более неявных функций. Так, уравнение х? +у? = 1 на промежутке (—1, 1) 

задаёт неявно две функции: y=+/1—x2. Вопрос об условиях, при которых 

уравнение (8.1) задаёт однозначную неявную функцию, достаточно сложен и 

рассматривается далее в разделе 8 вместе с условиями существования произ- 
водной неявной функции. В данном параграфе приводятся примеры вычисле- 
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ния производной неявной функции. 

Пример 8.1. Найти ух, если у =x + arctgy. 
» Считая, что равенство из условия задачи задаёт у как неявную функцию х, 

продифференцируем обе его части по х, рассматривая arctgy как сложную 

функцию х: у’ =1+ т >. ух. Перенесём в левую часть члены с ух и вынесем ку? 7 

| ,_l+y? из них ух за скобки: у. (1-— [ty y=l> у, == 

Пример 8.2. Найти у’, если: у — xtgln(x? + у”) = 0. 
» Из условия примера имеем: у/х=юшт(х" + у”). Считая у неявной функцией 

х, возьмём производные по х от обеих частей этого равенства: 

ху. y_ 1 2х+2у:у, x Ve У ea 2x+2y-y. 

х cos? In(x2 + y?2) x2. + y? em | ee) x+y? 

(дробь заменена на 1 + tg? ш(х? + у?) = 1+ у? /х? ). После упро- 
cos? In(x? + у?) 

щений имеем ху’. — у = 2х+ 2yy4, отсюда y's = (2х + у/(х — 2у). < 

Замечание 8.1. С помощью производной неявной функции можно получить 

уравнения касательных к некоторым кривым, например к кривым 2-го порядка. 

$9. Производные высших порядков 

Определение 9.1. Пусть функция y=f(x) имеет производную 
у = g(x), хе Х. Если существует производная g,, xe X , то она называется 

производной второго порядка от функции у = f (x) и обозначается следующими 
Ч?у d?f 

, —, Итак, }"=(у’’. 
dx? dx? ya) 

Пример 9.1. Найти y'(2), если у = In(x—1). 

| 

ре = (x1), y"=(0- 1) =- 1), 2) =-@-02=-1.4 
Механический смысл второй производной. Пусть 5 =5 (В — путь, прой- 

денный материальной точкой за время ¢ при движении по прямой, тогда, как 

было установлено в § 2, $(1) = v(t) — скорость движения точки в момент време- 

символами: у”, yo, f (x), Г. (х), 

ни {. Для второй производной от пути по времени справедливо равенство 

S(t) = v(t) , поэтому вторая производная от пути по времени в прямолинейном 

движении интерпретируется как ускорение. 
Пример 9.2. Показать, что если скорость у(1) прямолинейного движения ма- 

териальной точки пропорциональна корню кубическому из пути S(t), пройдён- 
ному за время (Е, то ускорение материальной точки обратно пропорционально 
корню кубическому из пути S(Z). 

P По условию ь(1)=А 3/s(t) или s(t) =k 3/s(t) , где К — коэффициент пропор- 

циональности. Возьмём производные по ¢ от обеих частей последнего равен- 

ства: #(1) =К(3/5(1)), = 5-28 (1) -$(1), К = 4/3. Заменим в последнем равенстве 

множитель $() на равное ему выражение K3/s(t) : 
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$(10) = ks 8 (1) #315 (1) =k, /3{s(t) ‚Где k, =k, -k=k?/3.<4 

Определение 9.2. Производная от производной второго порядка функции 
у=/ (x) называется производной третьего порядка и обозначается у", у"" = (у")' 

и т. д. Для обозначения производных более высоких порядков используют рим- 
ские цифры или арабские в круглых скобках: у\, у’, ..., ух, ..., или у®, уб),..., 
У9,.... 

Производной п - го порядка y) (или oY) данной функции в точке х назы- 

вается производная от её производной nl), — го порядка. Итак, 

уд=(у@-п). (9.1) 
Пример 9.3. Найти y'*(2), если у = хшх. 
> Имеем у’ = шх + х(1/х) = Inv + 1, у" = 14, у" = 12, ух = 2407. 
Замечание 9.1. Все производные от многочлена второй степени порядка 

выше 2- го равны нулю. Действительно, 

(ах + bx +с)' = 2ах + b, (ах + bx +c)" = 2а, (ах? + bx +c)" = 
а все его производные порядка выше 2-го равны нулю. Этот о лат обобща- 
ется на случай многочлена п-ой степени, имеющий производные любого поряд- 

ка при Ухе К, все его производные, начиная с (и+1)-го порядка, равны нулю. 

Замечание 9.2. При вычислении производной 2-го порядка от функции, за- 

данной неявно, сначала вычисляют её производную у’, а затем дифференциру- 
ют по х обе части полученного равенства с последующей подстановкой выра- 

жения для ух. 

$ 10. Дифференциалы высших порядков. 

Нарушение свойства инвариантности 

Определение 10.1. Пусть функция y= f(x) дифференцируема на множестве 
Х. Дифференциалом второго порядка d’y, или вторым дифференциалом дан- 
ной функции в точке хе Х, называется дифференциал, взятый в этой точке (если 
это возможно) от её дифференциала dy, который в этом контексте называют 
первым дифференциалом. Итак, 

у = d(dy). 
Дифференциал dy можно вычислить по формуле (3.4): dy = y(x)dx. В этой 

формуле у'(х) — функция точки хе Х, а dx=Ax не зависит от аргумента х, тогда 

Чу =а(у’(х))ах = (9"(x)dv )dx = у’(х)ах >. Под обозначением dx? всегда подра- 

зумевают степень дифференциала: dx? = (4х), дифференциал от степени обо- 
значается так: d(x”). Таким образом, для 4*у имеем 

Фу = y"(x)dx’. (10.1) 

Пример 10.1. Найти 4?у, если у=хшх. 

> Имеем yst (пример 9.3), d7y = dx? (формула (10.1). < 

Определение 10.2. Дифференциалом третьего порядка у, или третьим 
дифференциалом функции у = f (x) в точке хе Х, называется дифференциал, взя- 
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тый в этой точке от её второго дифференциала d’y, Фу = d(a’y), ит. д. Дифде- 
ренциалом п — го порядка у функции у = f(x) в точке хе Х называется диффе- 
ренциал, взятый в этой точке от её дифференциала (п — 1)-го порядка 4" 'у, т. е. 
у — {(а" 1). 

Замечание 10.1. В математическом анализе принято, что при каждой опера- 

ции дифференцирования в определениях 10.1, 10.2 приращение (дифференци- 
ал) аргумента берётся одним и тем же. 

Для d"y справедлива формула 
d"y =") ae", (10.2) 

И 

Из равенства (10.2) следует, что символ производной п — го порядка 
у 

можно рассматривать как дробь. 

Пример 10.2. Найти 44у, если y=xInx. 

IV > Из (10.2) прил = 4 следует равенство d*y=y'’dx4. Так как у = (пример 

9.2), то d4y= = 4. 4 

Первый р ифференциал dy обладает свойством инвариантности формы, т. е. 
его можно вычислять по формуле (3.4) независимо от того, является х незави- 
симой или зависимой переменной (см. $ 6). Покажем на примере, что диффе- 

ренциалы высших порядков этим свойством не обладают. 
Пример 10.3. Найти d’y, если у = соз2х, если: a) x — независимая перемен- 

ная; 6) x = Ф(®, где Ф(р — дважды дифференцируемая функция независимой пе- 
ременной f. 

> а) >, =-25ш2х, у’, =—4cos2x. В силу равенства (10.1) имеем Фу= 

= y'(x)dx* = —4соз2х dx*; 6) 4*‘у=а(у’. 4х) =а4у. : ах+ у. . а(ах). Для dy. в силу 

инвариантности формы — первого дифференциала имеем равенство 

Ч(у’)=(у’), = y",dx, а 4(4х) =d’x. Следовательно для Фу получаем d?y = 

=. 2+ у, -d?x =—4cos2xdx? —2sin2xd?x. В формуле для Фу в случае 6) 

появляется еще одно слагаемое, отсюда заключаем, что второй дифференциал в 
общем случае не обладает инвариантностью формы. << 

$ 11. Эластичность функций 

1. Эластичность функции. 
Определение 11.1 Эластичиостью Е, (у) функции у = f(x) в точке х называ- 

ется предел отношения относительного приращения функции Af(x) / f(x) к от- 

носительному приращению аргумент Ах /х. Таким образом, 

вод = jim (5 о py, (11.1) 50| f(x) f(x)arso Ax f(x) 

Эластичность функции характеризует чувствительность функции к измене- 
нию значения аргумента: она показывает, на сколько процентов изменится зна- 
чение функции при изменении значения аргумента на 1%. 
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/ 

Замечание 11.1. Так как (ту) = = Г, (Ty называется темпом изменения 
У 

функции), TO Ex(y) можно записать в следующем виде Ех(у) = xTy. 

Свойства эластичности 
1. Эластичность — безразмерная величина. Ее значение не зависит от того, в 

каких величинах измеряются у их. 

2. Эластичность произведения двух функций u(x) и V(X), зависящих OT одно- 
го и того аргумента, равна сумме эластичностей функций u(x) и V(x): 

Е\(иу) = Ey(u) + Е»). 

3. Эластичность частного двух функций u(x) и у(х), зависящих от одного и 
того аргумента, равна разности эластичностей функций u(x) и V(x): 

Е\(и/у) = Е(и) — Ex(v). 
4. Эластичность взаимно обратных функций — взаимно обратные величины: 

Ex(y) — 1/ Ey(x). 

» Докажем, например, что F,(uv) = E,(u) + Е Ay 

Е (ur) = (ву) = (м v+uv').= ^ vt = E(u) +£ (у). < 
uv uv 

me 11.1. Найдем > эластичность линейной функции у= ах + 6. 

Е, (= (a +b)'= 2 < 
2. ати спроса предложения) по цене. Спрос и предложение не- 

которого товара (услуги) определются главным образом ценой р товара (услу- 
ГИ). 

Пусть функция опрос (пример 9.1, гл. 1, разд. 3) имеет вид О(р) = ap+c, где 

а < 0. Тогда £,(D)= = Если [Е р (2) >1, то спрос считают эластичным; если 
артс 

|E,(D)| < 1, то неэластичным относительно цены (совершенно неэластичным 
при нулевой эластичности); если |E,(D)| = 1, то говорят о спросе с единичной 
эластичностью. 

Пример 11.2. Пусть D(p) = - 0,4p + 60. Найдите эластичность спроса при 

цене р = 100 (руб/кг). 
E,(D)= ар _ —0,4-100 

ар+с —0,4.100+60 
к падению спроса (к падению объема продаж) на 2%. < 

Замечание 11.2. Понятие эластичности часто используется при построении 

различного рода моделей и при решении прикладных задач. При этом вводятся 

понятия перекрестной эластичности спроса по цене, ценовой эластичности ре- 

сурсов, эластичности замещения одного ресурса другим и т. д., значения KOTO- 
рых учитываются при принятии ценовых решений различными экономически- 
ми субъектами. 

=—2. Итак, повышение цены на 1% приведет 
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Глава 2. Основные теоремы дифференциального исчисления 

Основные теоремы дифференциального исчисления служат теоретической 
базой для приложения дифференциального исчисления к изучению функций. 
Они связаны с именами французских математиков II. Ферма (1601 — 1665), 
M. Ponna (1652 — 1719), Ж. Л. Лагранжа (1736 — 1813), Г. Лопиталя 
(1661 - 1704), О. Коши (1789 — 1857) и английского математика Б. Тейлора 

(1685 — 1731). 

$ 1. Определение экстремума. Теорема Ферма 

Определение 1.1. Точка хо называется точкой максимума (минимума) 

функции у = Дх), если f(x) определена на некоторой окрестности U(xo) и для 
Ухе U(xo) справедливо неравенство /(x) < Кхо) (f(x) > Кхо)). Значение (хо) назы- 
вают максимумом (минимумом) данной функции. , 

Если для всех х на некоторой проколотой окрестности U(xo) верно строгое 
неравенство f(x) < хо) (Кх) > f(xo)), то точка хо называется точкой строгого 

максимума (строгого минимума) функции у = f(x). 
Функцию у=Кх) обычно предполагают непрерывной в точке Xo. 
Точки максимума и минимума объединяют общим термином — точки экс- 

тремума. 
Замечание 1.1. Утверждение «функция f(x) имеет в точке хо строгий экс- 

тремум» равносильно следующему: приращение АДхо) сохраняет знак на неко- 

торой проколотой окрестности U(xo), а именно: АЖхо)<0 для Ухе U(xo) в случае 
строгого максимума, и АДхо) > 0 в случае строгого минимума. 

Замечание 1.2. Понятие экстремума функции f(x) в определении 1.1 отнесе- 
но к окрестности точки хо, поэтому его называют локальным экстремумом. На 
промежутке [а, 5] функция Хх) может иметь несколько локальных экстремумов 
(рис. 1.1, хо, х2— точки локального максимума, а X|— локального минимума). 

hy 

I (Xo) Г № 

О
 

\ 

О Xo x3 b 

Рис. 1.1. К понятию экстремума функции 

Теорема Ферма. Если функция у = f(x) дифференцируема в точке хо и имеет 

в этой точке экстремум, то её производная /(хо) = 0. 
Геометрическая интерпретация теоремы Ферма 

Пусть в точке хо функция f(x) дифференцируема и имеет экстремум. Из гео- 
метрического смысла производной ($ 2, гл. 1) и теоремы Ферма следует, что в 

точке (xo, /(хо)) касательная T к графику Г этой функции параллельна оси Ox 
(рис. 1.1). 
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$ 2. Теорема Ролля 

Если функция у = f (x) 
1) определена и непрерывна на отрезке [а, 6], 
2) дифференцируема на интервале (а, 5), 

3). (а) =f (4), 
то на интервале (а, b) найдётся хотя бы одна точка с, в которой / ‘(c) = 0. 

Геометрическая интерпретация теоремы Ролля 
Пусть функция у = f(x) на отрезке [a, b] удовлетворяет условиям теоремы 

Ролля. Тогда на интервале (а, Ь) в соответствии с теоремой Ролля и геометриче- 
ским смыслом производной найдётся хотя бы одна точка с такая, что касатель- 
ная Т к графику Г этой функции, проведённая в точке (с, с)), будет na- 
раллельна оси Ох (рис. 2.1). 

Пример 2.1. Проверить справедливость теоремы Ролля для функции f(x) = 
=—x7+2x+1 на отрезке [0, 2]. 

» Данная функция непрерывна как элементарная на отрезке [0, 2] и на его 

концах принимает равные значения: (0) = (2) = 1, дифференцируема в любой 
точке интервала (0, 2), /’(х) = — 2х + 2. Итак, для f(x) выполнены все условия 
теоремы Ролля и на интервале (0, 2) должна существовать точка с, в которой 

f'(c) = 0. Действительно, из равенства f '(с) =—2c + 2 = 0 имеем с = le (0, 2). < 
Замечание 2.1. Все условия теоремы Ролля существенны для справедливо- 

сти её заключения. Например, рассмотрим функцию f(x) = 14°, заданную и не- 
прерывную во всех точках отрезка [-1, 1], кроме точки х = 0, где она имеет раз- 
рыв 2-го рода, /(-1) = f(1) = 1. На интервале (—1, 1) нет точки, где её производ- 
ная f'(x) =—2/? обратилась бы в нуль (рис. 2.2). 

Следствие из теоремы Ролля. Между двумя нулями дифференцируемой 
функции у = f(x) всегда есть хотя бы один нуль её производной. 

АУ YA 

T 
S(c) их 

Г(а)=Х(Ь)| ! {---1'--\ 

O a С р => -1 O | 

Рис. 2.1. К геометрической интерпре- — Рис. 2.2. График функции f(x)=1/? 

тации теоремы Ролля на отрезке [- 1, 1] 

» Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a, 6] и дифференцируема на 
интервале (а, 5), при этом f(a)=f(b) =0. Тогда по теореме Ролля на интервале 
(а, b) найдётся хотя бы одна точка с, в которой / "(х) = 0. <4 

$ 3. Теорема Коши 

Теорема Коши. Если функции f(x) и g (x) 
1) определены и непрерывны на отрезке [а, 6], 
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2) дифференцируемы на интервале (а, 6), 
3) g(x) + 0 на интервале (a, b), 

то на интервале (а, 5) найдётся хотя бы одна точка с, для которой будет спра- 

ведливо равенство 

Л) — Л (а) — f© (3 1) 

g(b)- g(a) gc)’ | 
называемое формулой Коши. 

Пример 3.1. Проверить справедливость теоремы Коши для функций 

f(x) =x? -8хи 2(x)=?/2-2x, заданных на отрезке [2, 4]. 
» Для f(x) и g(x) на отрезке [2, 4] выполнены все условия теоремы Коши. 

Поэтому на интервале (2, 4) есть хотя бы одна точка с, для которой справедлива 

14) fQ)_32~8 
2(4) — &(2) c-2 

= 8. Для с получаем уравнение: 3c? —20с + 32 = 0, имеющее два корня: 

ст = 4, с> = 8/3. Так как с! = 4¢(2, 4), а с> = 8/ЗЕ (2, 4), то заключаем, что 

с2= 8/3. 
Замечание 3.1. Как и в случае теоремы Ролля, можно привести примеры, 

показывающие, что условия теоремы Коши существенны для её заключения. 

формула Коши, принимающая в данном случае вид или 

$ 4. Теорема Лагранжа 

1. Формулировка теоремы Лагранжа. 

Теорема Лагранжа. Если функция у = f(x) 
1) непрерывна на отрезке [a, 6], 
2) диффференцируема на интервале (а, 5), 

то на интервале (а, 5) найдётся хотя бы одна точка с, для которой будет спра- 

ведливо равенство 

7-9 - о, a 
Равенство (4.1) называется формулой Лагранжа. 
Теорема Лагранжа не требует специального доказательства. Она следует из 

теоремы Коши при g(x) =x. 
Замечание 4.1. Формулу Лагранжа (4.1) можно переписать в виде 

ДБ) —Ха) =Л(с) (6 — a). (4.2) 
Пример 4.1. Проверить справедливость теоремы Лагранжа для функции 

f(x) = —x° - 2х, заданной на отрезке [1, 3]. 
> Функция f(x) непрерывна на отрезке [1, 3] как элементарная и дифферен- 

цируема на интервале (1, 3), f(c) = —-2х +2, поэтому на интервале (1, 3) есть 
точка с, для которой будет справедлива формула (4.1), имеющая в данном слу- 

чае вид Л Cnt (1) = f(c) или lef ‘(c), откуда следует равенство f‘(c) = 

=— 2. Сравнив его с выражением для производной f'(c) получаем уравнение 
—2c + 2 =-—2, отсюда имеем с = 2e (1, 3). < 
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2. Геометрическая интерпретация теоремы Лагранжа. Пусть функция 

у = Кх) удовлетворяет на отрезке [а, b] условиям теоремы Лагранжа, АВ — xop- 
да, соединяющая точки A(a, f(a)), В(Ь, f(b)) графика Г этой функции (рис. 4.1). 

f(b) - Л(а) 
b-a 

Отношение из равенства (4.1) есть угловой коэффициент хорды 

АВ, а производная /“’(с) является угловым коэффициентом касательной Т, про- 
ведённой к Г в точке С(с, f(c)). Итак, заключаем, что на графике данной фун- 
кции есть хотя бы одна точка С(с, /(с)), касательная Т в которой к ее графику Г 
параллельна его хорде АВ (рис. 4.1). 

Лу АУ 

Г lb) [еее 
р T x 

До |--------> с; 

Na) | || 
ot x 

O a с ob” 

Рис. 4.1. К геометрическои Рис. 4.2. К примеру 4.2 (парабола 

интерпретации теоремы Лагранжа у=-—х? +2х на отрезке [1,3] ) 

Пример 4.2. На дуге параболы у = —х? + 2x между точками A(1, 1), В(3, -3) 
найти точку С(с, у(с)), касательная 7 в которой параллельна хорде АВ. Написать 
уравнение этой касательной. 

> В примере 4.1 показано, что функция у = —x* + 2х на отрезке [1, 3] удовле- 
творяет условиям теоремы Лагранжа и найдена точка с = 2. Так как у(с) = у(2) = 
=0, то C(2, 0) (рис. 4.2). Уравнение Т получим, подставив в равенство (2.2) из 

гл. | координаты точки Сиу(с) =-2: у- 0 =-—2(х-2). После очевидных преоб- 
разований приходим к уравнению 7: х+у—2= 0. <4 

3. Физическая интерпретация теоремы Лагранжа. Пусть функция 5 = 5(0), 

описывающая прямолинейное движение точки на промежутке [f1, 6], удовле- 
творяет на нём условиям теоремы Лагранжа, тогда из (4.1) следует равенство: 

SE) SU) = sp, (4.3) 
t> —t, 

где ГЕ (1, f2). Итак, на интервале (1, 2) есть момент времени Г’, в который мгно- 
венная скорость движения 5'(Г’) равна средней скорости движения на отрезке 

[#1, 22]. 
Пример 4.3. Прямолинейное движение точки на промежутке времени [0, 2] 

задано уравнением s(t) = 2Ё —t + 1. Найти момент времени /*, в который мгно- 
венная скорость движения равна средней скорости движения на отрезке [0, 2]. 

s(2) — s(0) — 4, # 

2—0 
получаем уравнение для Ё*: 3 = Ar’ — 1. Следовательно, t=1.< 

4. Формула конечных приращений. Формула Лагранжа (4.2) справедлива 
как для случая а < b, так и для случая а > Б. Запишем её в другой форме. Возь- 
MEM любое значение Xoe (a, Б) и придадим ему приращение Ах такое, чтобы 

» По формуле (4.3) для данной функции имеем —1, отсюда 
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хо+Ахе (a, Ь). Напишем формулу (4.2) для промежутка [хо, хо +Ах] при Ax > 0 

или для промежутка [хо+Ах, xo] при Ax < 0: 

Л(хо + Ах) — (хо) = АГ (хо) = Л (с)Ах, (4.4) 
с — число, заключённое между хо и хо +Ах. Положим с=хо + 9 Ах, OE (0, 1) при 
этом равенство (4.4) принимает вид 

Af(xo)= Г(хо +9 Ах)Ах. (4.5) 
Соотношения (4.4) и (4.5) являются точными равенствами и справедливы 

для конечных значений Ax. Каждое из них называется формулой конечных при- 

ращений в отличие от приближённого равенства 
Af(xo) = f"(x0) Ах, (4.6) 

называемого формулой бесконечно малых приращений. Формулы (4.5) и (4.6) 
можно переписать в виде 

АДхо) = А (хо +9 Ах), (4.7) 
Af(xo) = А (хо). (4.8) 

Пример 4.4. Используя формулу конечных приращений, для функции f(x) = 

= x? — 2x на отрезке [1, 5] найти точку с, в которой дифференциал совпадает с 
приращением функции на этом отрезке. 

> Напишем формулу (4.4) для данной функции: f(5) — f(1) = (2с - 2)-4, от- 
сюда находим с: 16 =8(с-1) > с=3.< 

$ 5. Правило Лопиталя 

Правилом Лопиталя называют теоремы, сводящие вычисление предела от- 

ношения двух функций в случае неопределённости 0/0 или 0/© к вычислению 

предела отношения производных этих функций. 
Теорема 5.1 (правило Лопиталя для раскрытия неопределённости 0/0). Ес- 

ли функции f(x) и g(x) 
1) определены и дифференцируемы на некоторой проколотой окрестности 

U(a) точки а, при этом lim f(x)= lim g(x)=0, 

2) производная g’ (x) = 0 в указанной окрестности точки а, 

3) существует конечный или бесконечный lim ~—— Го 
х>а 2 (x)’ 

TO существует и lim as С 2, при этом выполняется равенство 

lim Te LO) = him Го) 5.1 
xa 2(x) xa 2 (x) ( ) 

Пример 5.1. Вычислить lim eat 2. с помощью правила Лопиталя. 

> Функции f(x) = ШС? -3) и g(x) =3x* —5x-2 удовлетворяют первым двум 
условиям теоремы 5.1 в некоторой проколотой окрестности точки х=2. По- 

Го) _ |: 22-3) _4 
g(x) = В 6х5 +7: 

_ In(x?-3) _ |... 2x/(x?-3) _4 ремы и поэтому lim 3 Sy lim ah < 

скольку lim то выполнено и третье условие этой тео- 
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Пример 5.2. Вычислить lim 2" -Т-Х с помощью правила Лопиталя. 
x0 sin? x 

> Функции / (х)==‘—1-х и g(x)=sin’x удовлетворяют первым двум условиям 

теоремы 5.1 в некоторой проколотой окрестности точки х=0, 

(x х х — 

iim ess lim ох оьх= lim S57 =p): Первое применение теоремы 5.1 

не избавляет от неопределённости. Поскольку f (x) и g’ (x) также удовлетворя- 
ют первым двум условиям теоремы 5.1, можно применить её ещё один раз: 

. (ex — 1)’ . e* 1 

lim — = ==, 
x00(sin2x) x 3502cos2x 2 

Итак, двукратное применение теоремы 5.1 при- 

водит к равенству lim 2" -1-Х=1. 4 
x30 ЗШ-Х 2 

Теорема 5.2 (правило Лопиталя для раскрытия неопределённости 

со/со). Если функции f(x) и g(x) 
1) определены и дифференцируемы на некоторой проколотой окрестности точ- 
ки а, при этом lim /(х)=Ита(х)=о, 

х>а х>а 

2) производная g(x) # 0 в указанной окрестности точки а, 

3) существует конечный или бесконечный Н.С 
x4 © (х ) 

то с li I) уществует и предел lim 
х>а 8 (х) 

Пример 5.3. Вычислить jim 3х 
х>+0 ctgx 

» Функции f(x) = Insin x и g(x) = ctgx удовлетворяют первым двум условиям 
теоремы 5.2 на промежутке (0, 5], где 6 — некоторое положительное число, 

. f(x) ,... cosx/sin x . . 
lim += = =— lim cosx-sinx=0, поэтому выполняется и 

х—> +0 & (х) х>+0 — Мзш2х х—+0 

‚ при этом справедливо равенство (5.1). 

с помощью правила Лопиталя. 

третье условие. Поэтому 

. cosx/sinx Insinx — jim / 
—— — =— lim созх. зшх=0. < 

x3+0 ctgx x +0 —1/sin? x х—+0 

Замечание 5.1. Теоремы 5.1, 5.2 остаются справедливыми и в случае, когда 

под а понимается один из символов — ©, + 00, 00, при этом первые два условия 

этих теорем должны выполняться для значений х, удовлетворяющих соответ- 
ственно одному из неравенств: x < — 6, x > 6, | х|> 6, где 6 — некоторое положи- 
тельное число. 

Замечание 5.2. Условие существования предела отношения производных в 

теоремах 5.1 — 5.2 является существенным. Если оно не выполняется, т. е. ука- 
занный предел не существует, эти теоремы применять нельзя. Предел отноше- 
ния функций может в этом случае как существовать, так и не существовать, и 

находить его следует методами, рассмотренными в гл. 2, разд. 3. 

Пример 5.4. Найти Пт 2х — COS x, 
x3 + Зх + SIN X 

» Функции f(x)=2x-—cosx и g(x)=3x+sin x удовлетворяют первым 
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двум условиям теоремы 5.2 (с учётом замечания 5.1), но 

rote F(X) хэ3+с05Х 
, (это можно доказать с помощью теоремы 3.1, гл. 2, 

разд. 3). Итак, в данном случае теорема 5.2 не применима, но искомый предел 

существует и конечен. В самом деле, разделив оба члена дроби под знаком пре- 
дела на х и применив теорему об арифметических операциях над функциями, 
имеющими предел (теорема 5.1, гл. 2, разд. 3), получим 

lim 2х—<08х= Jim 2- Их ‘COSX _2 
хо + ЗХ+5ШХ хэ+ю3З+Их зшх 3’ 

так как функции 1. соз х, 1.зтх- бесконечно малые при x —> + ® как произве- 
x 

дение бесконечно малой функции 1/х Ha ограниченные функции Cosx, sinx. < 

Замечание 5.3. Правило Лопиталя применяется также для раскрытия не- 

определённостей 0-00, о0— 00, 1%, 00°, 0°. С помощью некоторых тождественных 

преобразований задача сводится к раскрытию неопределённости 0/0 или 0/00, 
после чего и применяется правило Лопиталя. 

§ 6. Формула Тейлора для многочлена 

Пусть дан многочлен 

Р,‚(х) =а+ах+...+а,х" =X a,x, (6.1) 

ак, k=0, 1, ..., п, — коэффициенты многочлена. Положим х = (x — хо) + Xo, где х- 

любое фиксированное число, получим P (x)= > a,[(x — X)) + Xp ]* . Возведя сум- 

My (x — хо) + хо в степень А, после приведения подобных членов имеем равен- 
ство 

P, (x) = by + b,(X — XQ) +... +5, (X — XQ)" = db (x-Xp)*, (6.2) 

называемое разложением многочлена P(x) по степеням разности х — Xo. Ko- 

эффициенты by, К = 0, 1, ..., п, этого разложения зависят от хо и коэффициентов 

ак, К= 0, 1, ..., п, например, № = dp + aX +...+ a,x) . Продифференцируем ра- 

венство (6.2) почленно п раз: 

P’(x) = b, + 2b, (х-ж)...+ пЬ, (х- хо)", 

P"(x) =2-1b, +3-2,(х-ж)+...+п(п-ПЬ, (х-х)"?, 

© PMX) АЕ). D1, + (REDE a D(x xg) tat 
+1(п-П).... (п- +16, (х-х,)“-*, 

Р®(х)=п(и-П....:2.1-В,, 

прозводные многочлена P,(x) порядка выше 7 равны нулю. Положим в этих ра- 
венствах и в формуле (6.2) х=хо: 

Р. (хо) =, Р/(х)=Ь, Р”х)=1.26,,.... Р®(^)=1.2..... КБ, ЕАШЬ,, ..., 

PO) (ху) =1.2.....п.Б, =n!lb, или 
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k 
Pr) (хо) 

k! 

где по определению принимаем 0!=1, 1!= и P!(x)=P,(x). Итак, показано, 

, k=0,1,..,75 (6.3) b, = 

3 
что разложение (6.2) единственно, так как его коэффициенты p,, k =0,1,..., 1 

всегда определяются формулой ( . 3). Подставим (6.3) в (6.2): 

P(x) = P(x%,)+—-* я Oa) (x—X,)+...+ FO) (3 —x,)". (6.4) 

Равенство (6.4) называется  ормуой Тейлора для многочлена P(x). 

Пример 6.1. Многочлен py) = хз — 7х? +18x —13 разложить по степеням pa3- 

ности х-2. 
> Запишем для данного многочлена формулу (6.4) при ху =2: 

Р.(2 P; P(x) = В+ ор 2. 6.5) 
Имеем P,;(x)=3x? —14х а Py(x)=6x-14, Py(x)=6 И P(2)=3, Р/(2)=2, 

Р/(2)=-2, P,(2)=6. Подставив в (6.5) четыре последних равенства, прихо- 

дим к соотношению P3(x) = 3 + 2(х-2) - (x-2) + (x-2)°. < 
Пример 6.2. Пусть P3(x) — многочлен третьей степени, P3(1)=0, Р/(1) = -4, 

Р/(1) = 2, P,(1) = 6. Написать его разложение по степеням х. 

> Напишем для данного многочлена формулу (6.4) при n= 3, хо = 1: 

BO) |; PW) 7 (x-1)+ т х-1)? + г (2 —1)3. 

Подставим в это  авенство значение многочлена и его производных в точке 
x = 1, получим P3(x) = 0 —4(х—1) + (х-1)? + (х-3)3. Раскрыв скобки и приведя по- 
добные члены, приходим к равенству P3(x) = х- 2x7-3x+4.< 

Ру (х) = P,(1) + 

$ 7. Формула Теилора для произвольной функции f (x) 

1. Формула Тейлора. 
Определение 7.1. Пусть функция / (x) дифференцируема в точке хо до я-го 

порядка включительно. Многочлен 

T,(2) = f(y) +o 
называется многочленом Т. eiinopa функции / (x). 

Пример 7.1. Для функции f(x) = (х- 1)Ax - 2) написать многочлен Тейлора 
73(x) при хо = > 

> (x-1) _ me — PO) =a Gap SO = Gp Г®=- бу 
КЗ) = 2, Г(З)= В =2, f'"(3) = -6. В силу формулы (6.6) получаем 
T3(x) = 2- (х-3) + (x-3)?- (x3). 

Равенство (7.1) является разложением многочлена 7),(x) по степеням pa3HO- 

сти х — хо. Ввиду единственности такого разложения ($ 6) имеем 

Тю) _ Лоо) 
Ih — А ,k= 0,1, oe о Н 

f™ 0) 
(х-хо)+...+ (х-хо)" (7.1) 
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Отсюда следует равенство 

TE) (ж ) = Л (ж), =0,1,...,п, (7.2) 
выражающее свойство многочлена Тейлора. При этом в случае А = 0 подразу- 

мевается равенство Т,„(хо) = (хо). 
Итак, в точке хо функция f(x), её многочлен Тейлора Т»(х) и их производные 

до и — го порядка включительно совпадают. Но на проколотой окрестности 
U(xo) функция f(x) совпадает со своим многочленом Тейлора тогда и только TO- 
гда, когда она сама на U(xo) есть многочлен и-ой степени. 

Далее предполагаем, что функция f(x) не является многочленом на некото- 
рой окрестности (хо) точки хо. Разность между f(x) и её многочленом Тейлора 

Т(х) обозначим через R(x): т. е. Кх)- Ткх) = Ех), Ra(x) есть погрешность 
представления функции f(x) её многочленом Тейлора T(x) на Обо). Преобразу- 
ем последнее равенство к виду: 

F(x) = Tix) + Ех). (7.3) 
Заменив в (7.3) 7,,(x) Ha правую часть равенства (6.6), получим: 

(x (т) 
f(x) = f (%)) + LA) —Xpy)+...+ Л 0) (x-—X_))" + R(x). (7.4) 

Равенство (7.4) называется формулой Тейлора функции f(x), a R,(x) называется 

остаточным членом. 
2. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано. 

В математическом анализе используются различные формы остаточно- 

го члена формулы Тейлора в зависимости от свойств фунции f(x) в окрест- 
ности точки хо. Если функция дифференцируема в точке хо до ля — го поряд- 
ка включительно, то можно доказать, что в этом случае остаточный член 

R(x) имеет более высокий порядок малости, чем разность X— хо При x — Xo. 

Формула Тейлора тогда записывается так: 

д = f(%) + Ах — LOD (x — + о(х- ay"), = (15) 
где под 0((х—хо)") понимается бесконечно малая более высокого порядка мало- 
сти, чем (х—хо)" при X> Xo. 

Равенство (7.5) называется формулой Тейлора с остаточным членом в фор- 
ме Пеано (Д. Пеано (1858 — 1932) — итальянский математик). 

Пример 7.2. Написать для функции f(x)=(—-1)/a-2) формулу Тейлора с 
остаточным членом в форме Пеано при х=Зия=3. 

» Из формулы (6.8) следует равенство f(x) = Тз(х) + R3(x). Заменяя в нём 
T3(x) на 2 — (х-3) +(х-3)- (х- 3): (см. пример 6.3), a в.(х) на о((х — 3), име- 

em f(x) =2 — (х-3) + (x —3)?-(x- 3) + o((x — 3)°. 
При хо= 0 формула (6.10) принимает вид 

го = (+L v4.4 po) x" + 0(x") (7.6) 

Xo) +... + 

и называется формулой Маклорена с остаточным членом в форме Пеано 
(К. Маклорен (1698 — 1746) — шотландский математик). 

Напишем формулы Маклорена для функций e*, sinx, cosx, ш(1+х) и (1+х)“, 
имеющих при х = 0 производные любого порядка. С помощью метода матема- 
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тической индукции можно получить формулы для производных п — го порядка 

от этих функций в точке х = 0: 
I(x) =e", f™ (0) =1, 

f(x) =sin x, Поз) = т B=] ра 28 | КЕМ, 

f(x) = cos x, f(0) = cos Zt и im ESL КЕМ, 

f(x) = №1 +х),  Г(0)= и (1-1! 

f(x) = 1+х)“, f (0) = о (а -1)...(a- (п-1)). 
Подставляя в формулу (7.6) поочередно указанные выражения для f(0) 

каждой из пяти данных функций, приходим к следующим равенствам: 

ех=1+х+ “a +. AT + +(x"), (7.7) 

sinx = x— 4 +... + eye api “ = + 0(x2"), (7.8) 

cosx = 1-Х +. .+ (1 mit 00"), (7.9) 

In(l+x) = x- 2 +..4 (IX + o(x"), (7.10) 

(1l+x)*=l+axr+ a(a= I) 2 +...+ afa = Ia = (=D) x" + о(х"). (7-11) 
2! _ nt 

Замечание 7.1. Равенства (7.7) — (7.11) — асимптотические разложения для 
функций e*, sinx, cosx, In(1+x), (1+x) “. Они служат источником таких разложе- 
ний рода для некоторого класса элементарных функций. Полученные разложе- 

ния используются при вычислении пределов. 
Замечание 7.2. Формула Тейлора (7.6) аппроксимирует (т. е. приближает) 

функцию f(x) её многочленом Тейлора на некоторой окрестности точки хо, это 
приближение тем точнее, чем меньше модуль разности х — хо. 

3. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа. 
Если функция f(x) на некоторой окрестности U(xo) точки хо имеет произ- 

водную /"*1 (x), то для f(x) справедлива формула 

10) = f 9) + 22 ху — ay 4 
SO (xy + OX — x5) 

(n+1)! (x 

где 9 — некоторое число из промежутка (0, 1). 

Равенство (7.12) называется формулой Тейлора функции f (x) с остаточным 
членом в форме Лагранжа. 

Замечание 7.3. При хо = 0 равенство (712) принимает вид 
, 0 (п) (0 ft) (Ox) 

f(x) = f(0) + Г { LO 4 et I ) и + СЕТ xntl (7.13) 

и называется hopaynoi Маклорена с остаточным членом в форме Лагранжа. 
Перенесём в формуле (7. 12) f (xo) в левую часть, получим 

19-е) = Го, О (x — x,y 4 

— хо)" , (7.12) 

157



й fon (aa oC — Xo) (хх), 0< 0 <1. (7.14) 

Левая часть соотношения (7.14) является приращением функции f(x): 
ДК) — f(xo) = А f(xo). Поскольку x — хо = Ах = dx, то произведения производных 
на степени разности х — хо в правой части равенства (7.14) можно рассматривать 

как дифференциалы соответствующих порядков. В результате формула (7.12) 
записывается в следующей модификации: 

— ] я ] п+ ` -— ¥ Af (Xo) = df (Xp) + ... + 9 Л) + бет“. Df (хо + 0(х —ж)), (7.15) 

где 0< 0 <1. 

Замечание 7.4. Формула (7.15) является разложением функции f(x) по ее 
дифференциалам, причем они вычисляются в точке Xo до п — го порядка вклю- 

чительно, а дифференциал (7 + 1) — го порядка — в точке из некоторой окрест- 
ности точки хо. 

Глава 3. Исследование функций и построение графиков 

$ 1. Условие постоянства функции на промежутке 

B § 5, гл. 1 было установлено, что производная функции, являющейся по- 
стоянной на некотором промежутке Х, равна нулю. Здесь рассматривается об- 
ратное утверждение. 

Теорема 1.1 (достаточное условие постоянства функции на промежутке). 
Если производная функции f(x) равна нулю в любой точке некоторого проме- 
жутка Х, то функция f(x) является постоянной на этом промежутке. 

» Из условия теоремы имеем f(x) = 0 для Ухе Х. Фиксируем некоторую 
точку хо из промежутка Хи рассмотрим любую другую его точку x. На отрезке 
[хо, x] или [x, хо] для функции f(x) выполнены все условия теоремы Лагранжа 
(см. $ 4, гл. 2), поэтому справедливо равенство: 

f(x) — Л(хо) = Ле )(х = хо), (1.1) 
где с — некоторая точка между хо и х. Поскольку с принадлежит промежутку Х, 
то f'(c) = 0, так что для Ухе Х в силу (1.1) верно равенство или f(x) — хо) = 0 
или f(x) = №). Итак, все значения данной функции на промежутке Х равны од- 
ному и тому же числу (хо), поэтому заключаем, что она постоянна на Х. < 

Замечание 1.1. Равенство нулю производной функции на промежутке X — 
необходимое и достаточное условие её постоянства на этом промежутке. 

$ 2. Достаточный признак строгой монотонности 

функции на промежутке 

Понятие монотонной функции было рассмотрено в разд. 3, гл. 1, § 7. 
Теорема 2.1 (достаточный признак строгой монотонности функции). Если 

производная функции f (x) положительна (отрицательна) на интервале (a, Б), то 
данная функция возрастает (убывает) на этом промежутке. 

» Пусть f(x) > 0 для Vxe (a,b). Возьмём две любые точки хи! и X2 этого ин- 
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тервала такие, что х! < X2 тогда на отрезке [х1, х2] для функции f(x) выполнены 

все условия теоремы Лагранжа ($ 4, гл. 2), в силу которой имеем 

Ff (x2) — Ге) = (©) (x2 — x1), CE (X1, х2). (2.1) 
Поскольку / (с) > 0, а разность x2— х! положительна, TO f(x2) — f(x1) > 0 или 

Ff (x2) > Го), следовательно, f(x) возрастает на интервале (а, 5). Аналогично про- 
водится доказательство для случая f(x) < 0. <4 

Замечание 2.1. Теорема 2.1 позволяет найти так называемые промежутки 

монотонности дифференцируемой функции, на каждом из кото рых она только 
возрастает или только убывает. 

Пример 2.1. Найти промежутки монотонности функции f(x) = х? —4х. 

 /’(х)=2х-4=2(х-2), /’(х)<0 при х<2 и f¢(x)>0 При x>2, 

поэтому в силу теоремы 2.1 данная функция убывает на промежутке (-—,2) и 

возрастает на промежутке (2,400) . 

$ 3. Необходимые условия существования экстремума. 

Критические точки 

Понятие экстремума функции введено в § 1 предыдущей главы. Пусть 

функция f(x) дифференцируема на интервале (а, 5), за исключением, быть мо- 
жет, конечного числа точек, в которых она непрерывна. 

Теорема 3.1 (необходимые условия существования экстремума). Если 
функция f(x) имеет в точке XE (а, 5) экстремум, то либо / *(хо) = 0, либо f '(X0) = 
= 00, либо f'(xo) не существует. 

> Пусть хо — точка экстремума функции f(x). Возможны только два случая: 

либо / (хо) существует, либо не существует. Если Г'(хо) существует, то также 
возможны только два случая: либо /'(хо) конечна, либо f (хо) = <. Если f"(x0) ко- 
нечна, то f (xo) = 0 по теореме Ферма из $ 1.9 

Определение 3.1. Точки из области определения функции f(x), в которых её 
производная равна нулю, бесконечности или не существует, называются кри- 
тическими точками данной функции (иначе точками, подозрительными на 
экстремум). Точки, где производная f(x) равна нулю, называют также стацио- 
нарными точками. 

Пример 3.1. Найти критические точки функции f(x) = х|х+И. 

PDR, Ло = ЕТ LO = eas fe) = при 
х=-1/2 и Af(-1) (пример 1.2, гл. 1). Итак, точки х=-1 и х=-1/2 - критиче- 

ские, а х=-1/2 является также стационарной точкой. < 

Пример 3.2. Найти критические точки функции f(x) =3/(х-1)2. 

> Dc f=, Л = ((x-1)7 Y= 2(e 1) 53 a , f(x) не обращается в 

нуль на D( f ), но (1) = 0%. Точка x = 1— критическая точка f(x). <4 

Определение 3.2. Экстремум функции f(x), достигаемый в стационарной 
точке, называется гладким экстремумом. Если в точке экстремума не суще- 
ствует f(x), но существуют неравные между собой односторонние производ- 
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ные, то такой экстремум называется угловым. Если в точке экстремума произ- 

водная бесконечна, то он называется острым. 
Например, функция f(x) = x | x+1| в точке x =—1/2 имеет гладкий минимум, a 

в точке x=-l -— угловой максимум (рис. 2.2, гл. 1). Функция 

f(x) =3/(x -—1)? имеет в точке x = | острый минимум (рис. 2.4, гл. 1). 

Замечание 3.1. Характер экстремума определяет положение касательной к 

графику функции в точке экстремума. В точке гладкого экстремума функции 
f(x) касательная к её графику Г параллельна оси Ох. В точке углового экстре- 
мума график Г имеет различные односторонние касательные, а в точке острого 
экстремума — вертикальную касательную. Например, график функции 
f(x) =x\|x+1| в точке гладкого минимума (-1/2, —1/4) имеет горизонтальную ка- 
сательную, а в точке углового максимума (—1, 0) — односторонние касательные 

(рис. 3.1). График функции f(x) =3/(х-1)? в точке (1, 0) острого экстремума 

имеет вертикальную касательную (рис. 2.4, гл. 1). 

Замечание 3.2. Необходимые условия существования экстремума (теорема 
3.1) не являются достаточными, ибо не в любой критической точке функция 
имеет экстремум. Например, для функций y=x? и у=х? точка х = 0 является 

критической ((х”)'= 2x = 0 u (°)=3x = 0 прих = 0), однако первая из них имеет 

в этой точке экстремум (гладкий минимум), а вторая функция не имеет экстре- 

мума в этой точке (рис. 3.2, 3.3). Для функций у=\/х-Ги у=3/(х-1)? точка 

x = 1 является критической (y'(1) = о), при этом первая функция не имеет в ней 

экстремума, а вторая имеет острый минимум (рис. 2.3, 2.4 гл. 1). 

У AY AY 

Г > 
T. ee ee —| O | 

N° ! x 1 
ГО ] 

Рис. 3.1. График функ- Рис. 3.2. График функции Рис. 3.3. График функ- 

ции f(x) = хх +] ff) =x yuu f(x) =x? 

$ 4. Достаточные условия существования экстремума 

С помощью теоремы 3.1 можно найти критические точки данной функции 

(или точки, подозрительные на экстремум). Однако не в каждой критической 
точке функция имеет экстремум (замечание 3.2). Вопрос о наличии экстремума 
в критических точках решается путём применения достаточных условий или 
достаточных признаков существования экстремума. 

1. Достаточный признак существования экстремума, связанный с пер- 

вой производной. 

Теорема 4.1. Пусть функция f(x) непрерывна на некоторой окрестности 
U(xo) критической точки хо и дифференцируема во всех точках этой окрестно- 
сти за исключением, быть может, самой точки хо. Если при переходе аргумента 
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x через эту точку слева направо производная f(x) меняет знак, то в точке хо 

функция f(x) имеет экстремум (при изменении знака f(x) с плюса на минус — 
максимум, с минуса на плюс — минимум). 

» Рассмотрим Ухе U(x0). Для функции f(x) на отрезке [x, хо] (x < хо) или Ha 
отрезке [Xo, x] (x > хо) выполнены все условия теоремы Лагранжа, поэтому для 
неё справедлива формула (4.4) из гл. 2, имеющая здесь вид 

f(x) — (хо) = Af (хь) = (eX — хо), (4.1) 
где с — некоторое число, заключённое между хо и х. Пусть f(x) > 0 прих < жи 

ГС) < 0 прих > хо, тогда (с) и x — хо имеют разные знаки для Ухе U(x0). В са- 
MOM деле, /(с) > 0 u x — хо<0 при x < хо, /(с) < О их-ж > 0 прих > хо. Итак, на 
проколотой окрестности U(xo) приращение функции АКхо) < 0 в силу (4.1), по- 

этому в точке хо функция f(x) имеет мак- 
Таблица 4.1 cymym (замечание 1.1, гл. 2). Случай из- 

. (=, I) | (l,+°°) | менения знака f(xo) с минуса Ha плюс 
<>) + 0 = рассматривается аналогично. < 
I(x) 7 2+e= 4,7 \ Пример 4.1. Найти промежутки 

гладкий монотонности и экстремумы функции 
fy) = (2 —x)e* +2. 

» Df )=R, f(x) = (2 —x)e*+ 2)' = (1 —x)e*, x = ]- единственная критическая 
точка, f'(1) = 0. Она делит ось Ox на два интервала: (— со, 1) и (1, + 0). Знак 
J '(x) на них приведён в табл. 4.1. 

максимум 

Габлица 4.1 

х (—ce, 1) 1 (1, + °°) 

Го | + 0 = 
rAG9) A 2+e = 4,7 \ 

Гладкий максимум 

В силу теоремы 2.1 на первом из указанных интервалов f (x) возрастает, а на 
втором — убывает (направление стрелок в таблице 4.1 указывает характер изме- 

нения функции). В точке x = 1 функция имеет гладкий максимум (теорема 4.1), 
КГ) =2+е= 4.7 (рис. 5.5). < 

$ 5. Направление выпуклости и точки перегиба графика функции 

Пусть функция f(x) дифференцируема на интервале (а, 5). Тогда в любой 
точке M(x, f(x)) графика f(x) функции существует невертикальная касательная. 

Определение 5.1. График Г функции f(x), дифференцируемой на интервале 
(а, 5), называется выпуклым вниз (вверх) на этом промежутке, если он располо- 

жен выше (ниже) касательной, проведённой к Г в любой его точке M(x, f(x)), 
гдехе (а, 5). 
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Рис. 51а. График функции выпукл вниз Рис. 5.16. График функции выпукл вверх 

На рис. 5.1а изображён график Г функции f(x), направленный на интервале 
(а, 5) выпуклостью вниз, а на рис. 5.16 — выпуклостью вверх. 

Теорема 5.1. Если функция f (x) дважды дифференцируема на интервале 

(a, b) и f(x) < 0(Р\х) > 0) всюду на этом интервале, то график этой функции на 
интервале (а, 5) является выпуклым вверх (вниз). 

Пример 5.1. Найти интервалы выпуклости графика функции Хх) = х(х?+3). 

6x ne _18(1—x?) 

(2432? 7 7 G243)3 
max (—0o, —1), (1, +00) и Г'(х)>0 Ha интервале (—1, 1), то в силу теоремы 5.1 заклю- 
чаем, что на промежутках (— 00, —1), (1, + со) график функции направлен выпук- 

лостью вверх, а на промежутке (—1, 1) — выпуклостью вниз (рис. 5.3). << 
Определение 5.2. Пусть функция f(x) непрерывна на некоторой окрестности 

U(xo) точки хо и дифференцируема на U(xo) за исключением, быть может, самой 
точки хо. Если при переходе аргумента х через эту точку меняется направление 
выпуклости графика Г этой функции, то точка Мо(хо, (хо) называется точкой 
перегиба графика Г (рис. 5.2). 

Так, (+1, 1/4)- точки перегиба графика функции f(x) = хх? + 3) (рис. 5.3). 
Замечание 5.1. Пусть в точке перегиба Мо(хо, Кхо)) график функции f (x) 

имеет касательную 7. Из определения 5.2 следует, что при переходе х через 

точку хо график переходит с одной стороны касательной 7 на другую и «пере- 

гибается через неё» (рис. 5.2), отсюда и произошло название «точка перегиба». 
Теорема 5.2 (необходимое условие существования точки перегиба графика 

функции). Если хо — абсцисса точки перегиба графика функции f(x), то либо 
(xo) = 0, либо f(x) = оо, либо (хо) не существует. 

> Возможны только два случая: }"(хо) существует либо не существует. Если 

f'(xo) существует, то также возможны только два случая: либо f"(xo) конечна, 
либо f"(xo) = 00. Если (хо) конечна, то докажем, что (хо) = 0. 

yA AY 

. Так как f"(x)<O на интерва- > р(Г)=К, f(s) = 

~
 

“
a
 

$ 5 

Vu
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Рис. 5.2. К определению 5.2 Рис. 5.3. График функции f(x) = = 3 
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Рис. 5.4. График функции f (x) = x? Рис. 5.5. График функции f (х) = (2 —x)e* + 2 

Для упрощения доказательства ограничимся случаем, когда f"(x) непрерыв- 
на в точке хо. Предположим противное, что /"(хо) #0. В силу непрерывности 
второй производной в точке хо и теоремы о сохранении знака функции, непре- 
рывной в точке (теорема 3.3, гл. 4, разд. 4) найдётся окрестность U(x0) точки хо, 
в которой f"(x) не меняет знака. Тогда график функции f(x) в пределах этой 
окрестности имеет одно и то же направление выпуклости. Это противоречит 

наличию перегиба в точке Мо(хо, (хо)), остаётся принять то, что требовалось до- 
казать. < 

Определение 5.3. Точки из области определения функции Хх), в которых её 
вторая производная равна нулю, бесконечности или не существует, называются 
точками, подозрительными на перегиб. 

При исследовании функции f(x) на направление выпуклости её графика и 

существование точек перегиба из области определения этой функции выделяют 
точки (определение 5.3), где график может иметь перегиб. 

Замечание 5.2. Не в любой точке, подозрительной на перегиб, график 
функции имеет перегиб. Для функций у=х и y=x* точка x = 0 подозрительна 
на перегиб: (x°)" = 6x =0 и (x*)"= 12x? =0 при x = 0, но для графика первой из 
них она точка перегиба, а для графика второй — нет (рис. 3.2, 5.4). 

Теорема 5.3 (достаточное условие существования точки перегиба графика 
функции). Пусть хо — точка, подозрительная на перегиб графика функции f(x), и 
данная функция имеет вторую производную на некоторой проколотой окрест- 
ности точки Xo. Если при переходе аргумента х через эту точку производная 
f'(&) меняет знак, то хо является абсциссой точки перегиба Мо(хо, /(хо)) графика 
данной функции. 

» В самом деле, в точке Мо меняется направление выпуклости графика 

(теоремы 5.1), что и означает, что Mo — точка перегиба (определение 5.2). < 
Пример 5.2. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба графика функ- 

ции f(x)=(2-—x)e* +2. 

» D(f=R, f(x) = (1-)e* (пример 4.1), /"(х)=((1-х)е)= —xe" f'"(x) = 0 при x= 0 
— в точке (0, f(0)) график может иметь перегиб. Так как f(x) > 0 прих<0и 
f(x) < 0 прих > 0, поэтому прих < 0 в силу теоремы 5.1 график направлен вы- 
пуклостью вниз, а при x > 0 — выпуклостью вверх, а (0, /(0)) — точка перегиба 
графика по определению 5.2 (рис. 5.5, 0) = 4). < 
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$ 6. Асимптоты графика функции 

Определение 6.1. Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности 
точки хо, кроме, быть может, самой точки Xo. Если хотя бы один из односторон- 

них пределов функции f(x) в точке хо бесконечен, то прямая Г: у = x+7/2 назы- 
вается вертикальной асимптотой графика функции f (x). 

Прямая L: x = 1 — вертикальная асимптота графиков функций f(x) = 1/(x -1) 
и 2(х) = 1/(x—1)*, ибо односторонние пределы этих функций в точке x= 1 бес- 
конечны: (1-0) = +00, 2(1-0) = + со (рис. 6.1, 6.2). 

Замечание 6.1. Вертикальные асимптоты графика данной функции прохо- 
дят через её точки разрыва 2-го рода, ибо точка хо из определения 6.1 есть точка 
разрыва 2-го рода функции f(x) (5 2, гл. 3, разд. 3). 

ду VA 
Vu
 

р ] и x 

О 1 

L:x=l Lix=l 

Рис. 6.1. График функции f(x) = 1/(x-1) Рис. 6.2. График функции f(x) = Hx-1)° 

Пример 6.1. Найти вертикальные асимптоты графика функции f(x) = х/ шЬ(. 
» D(f) = (-, — 1) VE-1, 0) 40, 1) (1 +), Ах) — нечётная функция, ибо f(- 

x) = —f(x), её график симметричен относительно начала координат. На D( f ) 
функция непрерывна как элементарная, x = 0, x = + 1- точки разрыва непре- 
рывности. Прямая х=| — вертикальная асимптота графика функции, так как 

im —*—=-o, lim —* = фо. В силу симметрии графика прямая x= —1 
х—> 1-0 Ш |x| x3 1+0 п |х 

— также вертикальная асимптота графика. В точке x = 0 данная функция имеет 
XxX 

странимый разрыв. ибо lim устр разрыв, шт | x 

вертикальная асимптота (7.2). < 
Определение 6.2. Пусть функция f(x) определена для сколь угодно больших 

по модулю значений х. Прямая Г: у = Ах-+Ь называется асимитотой графика 

функции f(x) при х—>- < (x — 00), если f(x) представима в виде 
f(x) = kx+b + a(x), (6.1) 

где a(x) 30 при x3+ © (x — 00). 

Замечание 6.2. Если угловой коэффициент К асимптоты L: у = kx+b равен 
нулю, то она называется горизонтальной, если же К + 0, то асимптота называет- 
ся наклонной. 

Замечание 6.3. Если lim f(x)=6b, To f(x)=b+ a(x), где a(x) 70 при 
X— reo 

=0, поэтому через эту точку не проходит 

х -> += (теорема 4.3, гл. 3, разд. 4). Тогда из определения 6.2 следует, что пря- 

мая L: у = 6 является горизонтальной асимптотой графика f(x). 
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Например, прямая у = 0 — горизонтальная асимптота графика функции f(x) = 

=1/(x-1) (ис. 6.1), ибо lim Vee —1)=0, a прямая у=1 — горизонтальная фею 

асимптота графика функции f(x) = =1. 
x iy 3 

График функции f (x) может иметь * * пазличные  оризонтальные асимптоты 
при x >+ < их-> — оо. Tak, прямая L: y=2 — горизонтальная асимптота графика 

функции /(х)=(2- хех +2 при х> —® ( lim Г(х)=2)), однако она не явля- 
Хх—>>—© 

ется асимптотой этого графика при х-> +0 (рис. 5.5). 

Пример 6.2. Используя определение 6.2, найти наклонные асимптоты гра- 
фика функции f(x) =x + arctgx. 

> lim arctgex = 1/2, поэтому arctg x = л/2 + a(x), a(x) 0 при x +00 (Teope- 

ма 4.3, гл. 3, разд. 4). Отсюда имеем: f (x) =x + 2/2+a(x). Из определения 6.2 
следует, что прямая L: у =x + 1/2 — наклонная асимптота графика f(x) при 
x— + ®. Аналогично можно показать, что прямая L: у=х- л/2 — наклонная 
асимптота графика f(x) при х-> — 0. < 

Теорема 6.1. Для того чтобы прямая L: у = Ах + Ь была асимптотой графика 
функции f(x) при х>-+ 00, необходимо и достаточно, чтобы существовали два 
предела: 

lim IO) — К, lim (f(x)-kx) =). (6.2) 
XO to YX X— +o 

Замечание 6.4. Теорема 6.1 остаётся справедливой и для случая x—> —oo, 

График функции f(x) может иметь различные асимптоты прих — +oo и при 
х > — 0, пределы из равенств (6.2) отдельно рассматриваются для каждого из 
этих случаев. 

Пример 6.3. Найти асимптоты графика функции f(x) =V1+ x2. 

> График f(x) не имеет вертикальных асимптот, ибо функция не имеет то- 
чек разрыва 2-го рода. Вычислим для f (x) пределы из равенств (6.2). Имеем 

of 2 1х? +1 
lim V+" = jim = 
X— too Хх X— too ’ 

_ )— I, X > —9, 

+ 1, x — +609, 

Получили два значения к: ky = —1 (при x> — 00) и ko = 1 (при х>- 00). С каждым 
из них вычислим второй из пределов (6.2): 

. -2  у-2 

а) к =-1, Ши СЛ x2 +x) = [2—5] = lim ЕЕ =05 5, =0; 
x00 х5-= „ЛХ? -— Xx 

6) к, = +1, lim (А+? — x) = [5-5] = lim НХ =0 = 5, <0. 
" хр 1+х? +x 

Заключаем, что график данной функции имеет две наклонных асимптоты Li: 
у = -х прих->› — си [>: у =х прих-> +o (рис. 6.3). < 
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Ly Y=x 

Vu
. 

Рис. 6.3. График функции f(x) = V+ x2 

Геометрическая интерпретация понятия асимптоты 

Каждое из определений 6.1 и 6.2 допускает одну и ту же геометрическую 
трактовку: расстояние d точки M(x, f(x)) графика Г функции f(x) до прямой L, 
являющейся асимптотой графика Г, стремится к нулю при неограниченном 

удалении точки М от начала координат. 

L L 

Sx) 

_* “a x 

Хх — O ~ 
Puc. 6.4. К геометрической интерпрета- Puc. 6.5. К геометрической интерпре- 

ции понятия вертикальной асимптоты = тации понятия наклонной асимптоты 

В самом деле, пусть прямая L: х=хо — вертикальная асимптота графика 

функции f(x), тогда f(x) oo при х-—> хо — 0 или при х— хо + 0, поэтому точка 
M(x, f(x)) неограниченно удаляется от начала координат, и в то же время 
d=|x-—x,|— 0 (рис. 6.4). 

Пусть прямая L: y=Ax+5 — наклонная асимптота графика Г данной функции 

при х-—> + 0. Опустим из точки М (x, (х))Е Г перпендикуляр на ось Ох и через 
P(x, yp) обозначим точку его пересечения с асимптотой L (рис. 6.5), при этом 
yp = kx +b. При х>-+< точка M(x, f(x)) неограниченно удаляется от начала ко- 
ординат, а МР =| f(x)—yp|=| f(x) -К -—Ь|->0 (определение 6.2). Так как 0<d<MP 
(рис. 6.5), то заключаем, что d— 0 при х—> + ©. 

Замечание 6.5. Геометрическая интерпретация понятия асимптоты исполь- 

зуется при построении математических эскизов графиков функций. 
Замечание 6.6. Формула (6.1) является асимптотическим разложением 

функции f(x) при х>+< (х—>-—о0) (8 9, гл. 2, разд. 3). Линейная функция 
2(х) =kx+ Ь из этой формулы может служить аппроксимацией f(x) при доста- 
точно больших по модулю значениях аргумента х. 
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$ 7. Общий план исследования функции 
и построение её графика 

План-схема исследования функции обобщает результаты, изложенные в 
предыдущих параграфах. Исследование функции по этому плану позволит по- 
строить обоснованный математический эскиз графика функции. 

План исследования функции 

1. Отыскание области определения данной функции у= f(x), установление 
свойств чётности (нечётности) и периодичности. 

2. Отыскание точек пересечения графика функции с осями координат и 
промежутков знакопостоянства. 

3. Исследование функции на непрерывность и существование асимптот. 
4. Отыскание промежутков монотонности и точек экстремума. 
5. Отыскание промежутков одинаковой направленности выпуклости графи- 

ка функции и точек перегиба. 
6. Построение математического эскиза графика функции и отыскание мно- 

жества её значений. 

(x — 2) 
2(х-1)2 

Пример 7.1. Построить график функции f(x) = 

> 1. ДГ) =(—~, 1) (1, +00). 
2. График пересекает оси координат в точках (2, 0) и (0, —), f(x) < 0 при 

х<2, f(x) > 0 прих> 2. 
3. На D( f) функция непрерывна как элементарная, x = 1 — точка разрыва 

. (x-2)3 

Е УТУ 
ка функции (замечание 6.1). Вычисляя пределы (6.2), имеем 

. _ 9\3 _ 43 , 

lim (x= 2) -l.,;-1 in ( 4 -4x)= lim =4+Их-8 — 

—co ), прямая xX = 1 — вертикальная асимптота графи- 

x + 2х(х-1)2 2 2? x94 2(х-1)2 2°) к  2(х-1 

=—2=> р=-2. Прямая Г: у = x/2 — 2 — наклонная асимптота графика (теорема 
6.1). 

, (x-1)3 } (х-2)2(х+1) 

* £09 ace я 22-1} 
x= —1, x=2, Г(-1)= f(2) = 0. Вместе с точкой х=1 они делят ось Ox на 4 проме- 
жутка: (—,—1), (—1, 1), (1,2), (2, + 0). Знак f(x) в каждом из них приведён в 
табл. 7.1. Характер изменения функции указан стрелками, Я — символ несуще- 

ствования, x = —1 — точка гладкого максимума, а в точке х = 2 нет экстремума, 
ибо /'(х) не меняет знака при переходе аргумента х через эту точку. 

‚ на D(f) две критические точки: 

Габлица 7.1 

x —| | 2 

f(x) | +] 0 —~|A]+ |0 

f (x) | 27/8 |\ | a | 7 | 0 | 
max 
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/ 

2/y _ 
5. / ‘9-57 и та х=2 — единственная точка, подозритель- 

x- х- 

ная на перегиб, /”(2) =0. Вместе с точкой х=1 она делит ось Ox на три проме- 

жутка: (—,1), (1, 2), (2, + ©) указано направление выпуклости графика функ- 

ции, (2, 0) — точка перегиба графика. Знак г”(х) в каждом из них приведён в 

табл 7.2. В ней дугами указано направление выпуклости графика, (2, 0) — точка 
перегиба. 

Таблица 7.2 

Xx | 2 

f(x) |- Я |- о |+ 

f(x) a 8 0 0 U 

6. Результаты исследований используем для построения графика данной 

функции. Сначала строим асимптоты, точку максимума и точку перегиба, затем 
строим график функции с учётом характера поведения функции на О( 7) (табл. 
7.1) и направления выпуклости графика (таблица 7.2). График функции приве- 

Ay 

Рис. 7.1. График функции f(x) = Е 

дён на рис. 7.1, Е(у)=В. < 

Пример 7.2. Построить график функции f(x) Их 

> 1. Di f)=(C2,-1) VCE, 0) 0, 1) (Ь +2), f(x) — нечётная функция, ибо 

ДСх)Е f(x), её график симметричен относительно начала координат. Исследо- 
вание функции и построение графика проведём на промежутке (0, +00), потом, 
используя симметрию графика, построим его и на промежутке (—00, 0). 

2. График не имеет точек пересечения с осями координат, Г(х)<0 при 

O<x<l, f(x)>0 При x>l. 

3. Данная функция непрерывна как элементарная в любой точке промежутка 
(0, +00), кроме точки x = 1, где она имеет разрыв. Прямая x = 1- вертикальная 
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асимптота графика функции, ибо lim —“—=-0, lim —Х = -ю. В точке 
х—> 1-0 п [Х | х—> 1+0 п |х| 

х = 0 данная функция имеет правосторонний устранимый разрыв, так как 

m ny =(0 5 поэтому через эту точку не проходит вертикальная асимптота. 

хэ+ошх 

Вычисляя пределы (6.2), имеем: lim —*—= lim _! -~9>k=0, 
yoo XInx x 5+eoln x 

. „7 

= |] = lim — |= lim = lim x=+ceo. В соответствии с теоре- 
x + ПХ oo X— +00 (In x) X — +00 lx X— too 

мой 6.1 заключаем, что график функ- 

ции при х -> + <> не имеет наклонных Таблица 7.3 

и горизонтальных асимптот. x 0 1 e 

4. f(x) = (x/In x) = Inx—1 , на про- fx) A — 8 — 0 + 

In’ x о ая ее |» 
межутке (06 +) есть только одна min 
критическая точка: x=e, f(e) = 0. Вме- 
сте с точкой x = 1 она разбивает его на три промежутка: (0,1), (1, е), (e, +). 
Определив в каждом из них знак f(x), результаты сведём в табл. 7.3. В ней 

стрелками указан характер изменения функции на данном промежутке, я — 

символ несуществования. В точкех = е функция имеет гладкий минимум. 
Таблица 7.3 

xX 0 | e 

fw | afl-}] 4 - 0 + 

fm} aly. |] aly е | 
min 

In? x In? x 

функции может иметь перегиб. Вместе с точкой x = 1 она разбивает промежу- 
TOK (0,+ 0) на три промежутка: (0, 1), (1, е?), (e?, +00). Знак f(x) в каждом из 

} 
5. f'(x)= (Inz=1) ==Шх+2 ‚ f(x) =0 при x=e?, в этой точке график 

них приведён в табл. 7.4, в ней дугами указан характер направления выпукло- 
сти графика функции, (e2, e?/2) — точка перегиба графика. 

Габлица 7.4 

x | e? 

S"(x) | - A + 0 _ 

IM) ИЕ: ВИО е? [2 la 

6. Используя результаты выполненных исследований, построим график 
функции на промежутке (0, +00). Сначала строим асимптоты, точку минимума и 
точку перегиба, затем график функции с учётом характера поведения функции 

(таблица 7.3) и направления выпуклости графика (таблица 7.4). Часть графика 
данной функции, отвечающую отрицательным значениям х, получим, исполь- 
зуя центральную симметрию. График функции приведён на рис. 7.2, Е(у) = К. < 
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Рис. 7.2. График функции f(x) = 

$ 8. Отыскание наибольшего и наименьшего значения 

функции на промежутке 

Понятие наибольшего и наименьшего значения функции на некотором 
множестве Х’было введено в разд. 3, гл. 1, $ 7. 

Функция f(x), непрерывная на отрезке [а, 6], в силу теоремы Вейерштрасса 

(теорема 4.2, гл. 4, разд. 3), принимает на этом отрезке свои наибольшее и 
наименьшее значения (М = max f(x) ит = ша f(x)). 

xefa,b] xe[a,b] 

Если функция f(x) непрерывна Ha отрезке [a, b] и дифференцируема Ha ин- 
тервале (а, Б), за исключением, быть может, конечного числа точек, TO отыска- 

ние Ми т производится по следующему алгоритму. 

1. На интервале (а, 5) находим критические точки (подозрительные на экс- 

тремум): X1, X2, ... Хи. 

2. Вычисляем значения функции f(x) в этих точках и на концах отрезка 

[a, 6]: 

Да), Ло), Ло), +05 f (Xn), Г(Б). (8.1) 

3. Среди чисел (8.1) находим наименьшее и наибольшее. Наименьшее из 
этих чисел равно т, а наибольшее — М. 

Пример 8.1. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 

f(x) = x4/4 - 13/3 - 2х2 +4х+ 5 на отрезке [-3, 3]. 

> =В, f(x) =х-х-4х+4=(х- 12-4), Р(1) = РЕ2) =0, x=1 и 
x = +2 — стационарные точки f(x). Вычислим значения функции в стационар- 

ных точках и на концах отрезка [-3, 3]: /(-2)) = —13/3, f(2)= 19/3, КТГ) = 83/12, 
f(2)=19/3, f(-3)=17/4, Х(3)=41/4. Теперь среди выделенных значений 

функции найдём наименьшее /(-2)=-13/3 и наибольшее /(3)= 41/4. Итак, 

приходим к выводу, что max f(x) = 41/4, а unin | f(x) =-13/3.< 

Замечание 8.1. Существование наибольшего и наименьшего значений 

функции f(x) на интервале (а, 65) не является обязательным. В прикладных за- 

дачах часто встречается случай, когда функция f(x) дифференцируема на ин- 
тервале (а, b) и имеет на нём единственную стационарную точку хо: Г(хо) = 0. 
Если в этой точке f(x) имеет минимум, то число (хо) является не только ло- 
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кальным минимумом данной функции, но и её наименьшим значением на этом 

интервале, наибольшего значения на рассматриваемом промежутке функция 
может и не иметь. Аналогично рассматривается случай, когда в точке хо функ- 
ция имеет локальный максимум. 

Глава 4. Задания для проверки качества усвоения 

раздела 4 

$ 1. Задачи для самостоятельной работы 

1. Найдите производные о. заданных функций: 

a) y=ctg(3x? + 2cosx); 6) у=ей-Затмих; в) yarctg хх; 
г) y=In(x+VJa2+x?). 

2. Напишите уравнение касательной к графику функции у = arctgx в точке 

х = |. 

3. Найдите дифференциал функции а) у=4\/7х+6; 6) у= (2 + 1). 

4. Найдите у’, если y=x7e**. 

5. Найдите у“, если у=хШх. 

6. Вычислите, используя правило Лопиталя 

xcos x —sin x - 6) lim In x . 
x3 x>+0 In sin x 

7. С помощью формулы Маклорена или канонических разложений получите 

приближённую формулу (ограничиваясь членами порядка xX” ) для функций: 

а) y=V14+x, |x|<1; 6) y=In(1 +3x), |x| <1/3. 

8. Зависимость объёма продукции, выпускаемой предприятием (в тоннах в 

день), от численности персонала X определяется соотношением Q(x) = 60x? — 

— 5x°/3. Найдите наиболее оптимальную численность персонала предприятия. 

9. Исследуйте функции и постройте их графики: 

yi 
) lim 

(x —2)?(x+ 4) x а) y= ;6) p= )) д ) у = 

10. Исследуйте функцию, описывающую зависимость спроса на товары пер- 

.. | И b, (x — a) 
вой необходимости от уровня дохода (функция Гариквиста): Y= Ща 

см 

x > a, > с! > 0, и постройте ее график (а! — уровень дохода, x — цена товара). 

11. Найдите эластичность функции предложения Ё,(5), если 

S(p)=bp?+bpt+d,b>0. 

Ответы к задачам для самостоятельной работы 

| 7 .2 3 se 
yer arcsin Xx . 

1.а) у=- * (6х—25щх); 6) Vx Е 
sin’ (3x° +2cosx) ]—х2 

2 
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в) у’ =- с; г) Ye = Ya? +х. 

2. 2x-—4y +n-2=0. 

3.а) dy = mea 6) dy = у’ах = 602 + 1)xdx. 

4. у’ =(9x2 +12x + 2)e3*. 

5. yO =-1/х”. 

6. а) -1/3; 6) 1. 

7. а) JiFx = 1450-23, |x|<1; 6) In(1 + 3x) = 3x——x?, 
2 

8. 24. 

9. a) Максимум прих = —2, минимум прих = 2; x = 0 — TouKa перегиба; 

6) экстремумов нет, функция убывает Ha области определения; x = 0 — точка 
перегиба; прямые x = + 2 — вертикальные асимптоты, прямая у = 0 — горизон- 
тальная асимптота. 

10. Экстремумов нет, прямая x = с! — вертикальная асимптота, прямая у = by 
— горизонтальная асимптота. 

25” +b 
и. 6, (5) =-5Р АР 

bp’ +b, p+d 

5° 

$ 2. Контрольные вопросы к разделу 4 

1. Производная функции f(x) в точке хо. Определение. Механический и гео- 

метрический смысл. 

2. Напишите таблицу производных основных элементарных функций. 
3. Какая функция называется дифференцируемой в точке? 
4. Напишите правило для вычисления производной сложной функции 

у=ХиС)). 
5. Напишите правила для вычисления производных суммы, произведения и 

частного функций u(x) и V(x). 

6. Пусть u(x) = — у(х). Как связаны между собой функции u(x) и V(x)? 

7. Пусть и'(х) = v(x). Как связаны между собой функции u(x) и V(x)? 
8. Функция f(x) имеет производную точке Xo. Напишите уравнение каса- 

тельной к графику функции в этой точке. 
9. Сформулируйте определение производной п-го порядка функции 

= f(x). 
10. Сформулируйте понятие дифференциала функции у = f(x)? 
11. Раскройте содержание понятия «инвариантность формы дифференциа- 

ла первого порядка сложной функции». 
12. Дифференциал второго порядка. Определение. 
13. Пусть df(x) # 0. Как связаны между собой дифференциал функции и ее 

приращение в этой точке? 

14. Напишите выражение для Хх), если x — независимая переменная. 

15. Пусть f(x) = u(x)-v(x), где u(x) и v(x) дифференцируемые функции. Выра- 
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зите дифференциал f(x) через дифференциалы функций u(x) и V(x). 
16. Приведите пример функции, непрерывной в некоторой точке, но не 

имеющей в этой точке производной. 

17. Как соотносятся понятия непрерывность и дифференцируемость функ- 
ции? 

18. Функция, определенная в некоторой окрестности точки х = а, имеет в 
этой точке строгий максимум. Что это означает? 

19. Функция, определенная в некоторой окрестности точки х = а, имеет в 
этой точке строгий минимум. Что это означает? 

20. Сформулируйте достаточное условие существования экстремум функ- 
ции f(x) в точкех = а, связанное с первой производной. 

21. Пусть функция f(x) дважды дифференцируема в точке хо, при этом 
Ff '(xo) = 0. Тогда, если }"(хо) > 0, то функция f(x) в точке х = хо имеет: а) макси- 

мум; 0) минимум; в) ничего определенного сказать нельзя. 
22. Пусть функция f(x) дважды дифференцируема в точке хо, при этом 

Г’ (№) = 0. Тогда, если Г"(хо) < 0, то функция f(x) в точкех = хо имеет: а) макси- 
MyM; 0) минимум; в) ничего определенного сказать нельзя. 

23. Раскройте содержание понятия «график функции f(x) на интервале (а, 5) 

направлен выпуклостью вверх». Сделайте чертеж. 
24. Раскройте содержание понятия «график функции f(x) на интервале (а, 5) 

направлен выпуклостью вниз». Сделайте чертеж. 
25. Функция f(x) определена в некоторой окрестности точки х = а. Рас- 

кройте содержание понятия «точка х = а является точкой перегиба графика 
функции». 

26. Сформулируйте достаточное условие для того, чтобы график дважды 
дифференцируемой функции имел в точке X =a перегиб? Каково необходимое 
условие того, чтобы дважды дифференцируемая в окрестности точки х=а 
функция имела в этой точке перегиб? 

27. При каком условии прямая х = а является вертикальной асимптотой 
графика функции у = f(x)? 

28. При каком условии прямая у = b является: а) правой горизонтальной 

асимптотой графика функции у = f(x)? 0) левой горизонтальной асимптотой 
графика функции у = f(x)? 

29. Пусть прямая у = kx + БВ является левой наклонной асимптотой графика 
функции у = f(x). Напишите выражения для коэффициентов Ки 6. 

30. Пусть прямая у = Av + ВБ является правой наклонной асимптотой 
графика функции у = f(x). Напишите выражения для коэффициентов Ки 6. 

31. Напишите разложение по формуле Маклорена функции f(x) = e*. 
32. Напишите разложение по формуле Маклорена функции f(x) = sinx. 
33. Напишите разложение по формуле Маклорена функции f(x) = cosx. 
34. Напишите разложение по формуле Маклорена функции f(x) = In(1 + x). 
35. Функция f(x) имеет в точке х = а производные доп - го порядка включи- 

тельно. Напишите многочлен Тейлора для этой функции. 

36. Напишите остаточный член в формуле Тейлора в форме Лагранжа. 
37. Эластичность функции. 
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38. Эластичность произведения и частного функций. 

$ 3. Тесты по разделу 4 

Bap. №1 Дифференциальное исчисление функций одной переменной 

1 | Найдите производную первого порядка от функции y =e" tex. 

2 | Найдите производную первого порядка от функции у= xt. 

3 | При каком значении А выражение Adx будет дифференциалом функции 

у= 2зт 3х +9 агссозх + ЛЗ в точке х = 0? 

4 | Найдите производнуто первого порядка от функции y=3%* —4., 

5 | Найдите производную первого порядка от функции у= 0х +x). 

6 | Найдите производную второго порядка от функции у = In(e* + 1). 

7 | Найдите эластичность функции спроса £,(D) при р=10, если 

D(p)=-0,lp* +0,2p +24. 

8 | Найдите точки экстремума функции y=12x? —8° —2.B ответе укажите сумму 

значений функции в точках минимума. 

9 | Найдите наименьшее значение функции y= 3/2(x +2)?(l—x) на отрезке 

[-3; 4]. 
10 | Найдите интервалы убывания функции у=16х* —3З6х? +24х-9. 

11 | Найдите наклонные асимптоты графика функции y= a 

12 Вычислите предел Пт ind +x) -х , 
x In(l—x) +x 

Bap. Ne 2 Дифференциальное исчисление функций одной переменной 

1 | Найдите производную первого порядка от функции у=зшх. @3х. 

2 | Найдите производную первого порядка от функции у= = Sx д. 

3 | При каком значении A выражение Adx будет дифференциалом функции 

y=3tgx+cosx—4sin2x в точке х = 0? 

4 | Найдите производную первого порядка от функции у=е* +2. 

5 | Найдите производную первого порядка от функции у=11(0% +7). 

6 | Найдите производную второго порядка от функции y= In(x? + 5). 

7 | Найдите эластичность функции предложения Ё р (5) прир=10, если 

S(p)=0,5p+15. 

8 | Найдите точки экстремума функции у=2-—3х? —х3. В ответе укажите сумму 

значений функции в точках минимума. 

174 



9 | Найдите наименьшее значение функции y =3/2(x + 2)*(х-4) +3 на отрезке 

[-4; 2]. 
10 | Найдите интервалы убывания функции у=2^3 +3х-5. 

v 3 
11 | Найдите наклонные асимптоты графика функции y =——* 

x? +2x4+3 

. v — 

12 | Вычислите предел lim-Ct3=1 | 
x30 © +X | 

Ответы к заданиям тестов 

Вариант 1 

f= dots e* Г 2x? 15% -15x° _ 7 — _26-x 1) y =4e' tgxt+— ) у 3) .3) —5. 4) y =-3° " 13. 

5) =  бу=_ 4" 7-0,5%. 8)-. 9-6. 
2 +х. ~ (e+ 1)? ° 

10) (/2;1). 11.у=х. 12) 0. 

Вариант 2 

1) у=созх.шзх+9Х 2) ya 8232 35 фи )3 x )3 2+4) ) )3 Wx 
= 30x? „_ 10-24? 0 _ _ _1- 5) ¥=Qe7 6) "= Gee 7) 0,25%. 8)-2. 9)-1. 10) (-1; 0). 

11) у=х-2. 12)1. 
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Раздел 5. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. 

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ 

И РАЦИОНАЛЬНЫЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДРОБИ 

Краткая характеристика раздела 

В первой части раздела построена система С комплексных чисел, по отно- 

шению к которой множество вещественных чисел А является её подмноже- 

ством: RCC. Во второй части рассматриваются вопросы, связанные с общими 

свойствами многочленов и с разложением рациональной дроби на целую часть 
и простейшие дроби. 

1. Темы раздела. Комплексные числа. Многочлены. Рациональные дроби. 

2. Базисные понятия. Комплексное число. Многочлен. Рациональная 

дробь. 
3. Основные задачи. Действия с комплексными числами. Разложение мно- 

гочлена с вещественными коэффициентами на неприводимые множители. Раз- 
ложение рациональной дроби на простейшие дроби. 

Глава 1. Комплексные числа 

$ 1. Понятие комплексного числа. Действия с комплексными 

числами, представленными в алгебраической форме 

Определение 1.1. Комплексным числом 2 называется упорядоченная пара 
(x, у) вещественных чисел. Первое число этой пары х называют вещественной 
частью комплексного числа 2 = (x, y) и обозначают через Rez: x= Rez. Второе 
число у называют мнимой частью числа 2 и обозначают через Imz: у = Imz. 

Множество всевозможных упорядоченных пар 2 = (xX, y) вещественных чисел 
называют множеством комплексных чисел и обозначают буквой С. 

Определение 1.2. Два комплексных числа 21 = (хи, у!) и 22 = (х>, у2) называ- 

ются равными в том и только том случае, если х! = X2U yl = yr. 
Комплексное число, мнимая часть которого равна нулю, т.е. комплексное 

число вида Z = (x, 0), отождествляют с вещественным числом х, при этом запи- 
сывают: (х, 0) = х. В частности, пару (0, 0) отождествляют с числом 0: 0 = (0, 0). 

Итак, множество вещественных чисел является подмножеством С: RCC. 
Комплексное число, вещественная часть которого равна нулю, т.е. ком- 

плексное число Bua = (0, у), называют чисто мнимым числом. 
На множестве комплексных чисел С вводят операции сложения и умноже- 

ния в соответствии со следующим определением. 
Определение 1.3. Суммой двух комплексных чисел 21 = (хи, yl) и 22 = (x2, y2) 

называется комплексное число, обозначаемое 21 + 22 и определяемое равен- 
ством 

2 +25 = (Хх +х,, У+у,), (1.1) 
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а произведением этих чисел — комплексное число, обозначаемое 21:2> и опреде- 
ляемое равенством 

212 =(мх, — уу, У, +2). (1.2) 
Для произведения комплексных чисел принято также обозначение: Z,Z,. 

Среди комплексных чисел особую роль играет число (0, 1). Его называют 
мнимой единицей и обозначают i: Г = (0, 1). Своим названием число Г обязано 
равенству {2 =-1. Действительно, из (1.2) при x,=x,=0, y,=y, =1 полу- 

чим]? =/-7=(0-0—1-1,0-1+0-1)=(-1,0)=-1. 

Пусть 2 = (x, у) — некоторое комплексное число. Опираясь на (1.1) и (1.2), 
нетрудно убедиться в справедливости равенства 

(x, у) =(x, 0)+(0,1)-(у, 0). 
Так как (x, 0) = x, (у,0)=у, а (0,1) =[, то отсюда вытекает следующее пред- 

ставление числа 2: 

Z=Xt+I1y. 

Его называют алгебраической формой комплексного числа Z = (x, у). 
Пусть 21 =X, +ly, И 2, =X, +1), — два комплексных числа, записанные в ал- 

гебраической форме. Из равенств (1.1) и (1.2) следует: 
2+2, = (х +х,)+Ку +), (1.3) 

21°25 = (хх, — У) +Кму. + ху). (1.4) 
Свойства действий сложения и умножения 

1. z, +2, =2Z,+2,3 2; °Z,=2Z,°Z, (кОммутативность). 

2. (Z, +2Z,)+2; =2, +(2,+23;)3 (212.)2; = 2Z,(Z,2,) (ассоциативность). 

3. (Z, + Z,)+ 23 =2Z, +2; +2, -°Z, (дистрибутивность). 

4. Для всякого 2Е С справедливы равенства: 2+0=2, 0.2=0, 1-z=z. 
Свойства | — 4 следуют из равенств (1.1) — (1.4). Очевидно, что они анало- 

гичны свойствам действий сложения и умножения вещественных чисел, знако- 

мых читателю по школьным учебникам. 

Пусть 2 — некоторое комплексное число. Число (-1):2 обозначают через —2 и 
называют противоположным по отношению к 2. Заметим, что 

+ (-2) =2+ (-1):2 = (1-0). = 0:2 = 0. 
Если z=x+iy,To —z=(-l)-(x+iy)=-x-iy. 

Разностью комплексных чисел 21 и Z2 называют число 21 + (-22); его обозна- 
чают через 2, — Z,. Если 2, =X, +1), 25 =X, +ly,, TO 

21—25 =(x, +1) + ((—x,) + i(—y,)) = xX) — xX, +Ку - y2)- (1.5) 

Пусть 2, и Z, — комплексные числа, причем 2, #0. Частным чисел 2, и 2, 

называют комплексное число 2 такое, что 2, = 2z,. Его обозначают через 2, :2, 

2 
или через —. Если 21 =х +В), 2. =х, +1), а z=x+iy, то из равенства 

25 
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2 =22, следует: хх-уу=х, ух+ху=у. Отсюда: 

— XV) 7X2 5 >. Итак, 
xz + у> 

y 

2 _ ХХ. TV Yo № ху 
„о 2 7 ti 2 2 * (1.6) 
2) Xz + у> Xz + V5 

Замечание 1.1. Из (1.3), (1.4) и (1.5) вытекает, что арифметические выклад- 

ки с комплексными числами, записанными в алгебраической форме, можно 
производить руководствуясь правилами из элементарной алгебры и учитывая 
значения степеней числа 1: 

й=р Р=-Ь P=-i, M=),... 

Частное двух комплексных чисел 2, =X, +1), и 2, =X, +17, можно найти, 

умножив числитель и знаменатель дроби z,/z, на число х, —iy,, называемое 

сопряжённым знаменателю: 

2 4 + _ и (Хх, -1,) _ хх, — Mol? +х.уй- му _ 

Z, Xt, (XxX, +15 )(х.-1).) (x,)*? — (i) 

— №5 + У У У, 
— 4 5 +1 9 > ° 

Xz + V5 х5 + У 

Пример 1.1. Найти произведение чисел 21 =2 +[и 22 =3-1. 

» Имеем 2,2, =(2+1(3-1=2.3+3-2-Г =7+i.< 

Пример 1.2. Вычислить 2 = (1 — 27). 
> Надо получить алгебраическую форму числа 2. Воспользуемся формулой 

сокращенного умножения: 
(a— by = а? — За?В + 3ab’ — b’, 

положив в HEH a = 1, b = 21: 

д=1-3. (20 +3-: (21)? -(2i)? =1-6-12-8(-) =-11+27.< 

5(2 +37) 

1-21 
> Умножим член дроби на число | + 27, сопряжённое знаменателю: 

5(2+3) _5(2+3) (+2) _ 52+ 71-+6Р) _5С4+7) 474 
1-2  (1-2)а+2) I? -(2i)° 5 | 

Замечание 1.2. Неравенства 21 > 22 ИЛИ Z| < 22 можно записывать только в 

том случае, когда оба эти числа вещественные; в противном случае эти записи 
лишены смысла. Например, если 21 = 1, а z2 = 2 — 31 то справедливы неравен- 

ства Rez; < Rez2 (1<2) и Rez; > Imz2 (1> -3), но неравенства 1<2 — 3i или 1>2 -— 31 

смысла не имеют. 
Геометрической интерпретацией множества С является комплексная плос- 

кость. Так называют плоскость, на которой введена декартова прямоугольная 
система координат. Точку 2 этой плоскости с абсциссой х и ординатой у счита- 

ют изображением комплексного числа 2 = (x, у) (рис. 1.1). Итак, каждая точка 
этой плоскости изображает одно из комплексных чисел, и, обратно, каждое 

комплексное число можно представить точкой этой плоскости, причём два раз- 

Пример 1.3. Вычислить и записать в алгебраической форме. 
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Рис. 1. К изображению комплексного — Рис. 1.2. Геометрическая интерпретация 
числа на комплексной плоскости суммы и разности комплексных чисел 

личных между собой комплексных числа изображаются двумя несовпадающи- 
ми точками. 

Вещественные числа 2 = (х, 0) представлены точками оси абсцисс (в частно- 

сти, числу 0 = (0,0) соответствует начало координат), поэтому ось абсцисс 
называют вещественной осью комплек-сной плоскости. Ось ординат называют 
мнимой осью; её точки изображают чисто мнимые числа 2 = (0, у), yA0. 

Другая интерпретация комплексного числа 2 = (x, }) состоит в сопоставле- 
нии числу 2 радиуса-вектора точки, его изображающей (рис. 1.1). Она удобна в 
ряде случаев, например, при геометрической интерпретации действий сложения 

и вычитания комплексных чисел. В приложениях число 2 = (х, у) изображают 
также свободным вектором с координатами x, у. Пусть числа 21 = х! + Вл и 22 = 
=х›-+ 7/> представлены радиусами-векторами точек 21 и Z2 на комплексной плос- 
кости (рис. 1.2). Тогда число 21 + 22 представляется вектором, совпадающим с 

диагональю параллелограма, построенного на векторах 21 и 22 (рис. 1.2). Другая 
диагональ этого параллелограмма совпадает с вектором, являющемся разно- 

стью радиусов-векторов точек 21 и 22. Равный ему вектор, построенный в начале 

координат, есть радиус-вектор точки, соответствующей числу 2, — 2. (рис. 1.2). 

$ 2. Модуль и аргумент комплексного числа. 

Тригонометрическая форма комплексного числа 

На комплексной плоскости наряду с прямоугольной декартовой системой 

координат введём также полярную систему координат, приняв за полюс начало 
декартовой системы и направив полярную ось по оси Ох. Пусть точка 2 = (х, у) 
имеет полярные координаты (7, ф). 

Число r = | Oz | называется модулем числа 2 и обозначается символом | 2|. 

Число @, т. е. полярный угол точки, изображающей число 2, называется аргу- 
ментом числа 2 и обозначается argz (рис. 2.1). 

у 

Yd 

O x 

Рис. 2.1. К понятию модуля и аргумента комплексного числа 

179



Модуль комплексного числа всегда неотрицателен и определяется одно- 
значно, аргумент определён с точностью до слагаемого 27k, КЕ Z, кроме числа 

2 = 0, за аргумент которого можно взять любое вещественное число. Для моду- 
ля и аргумента числа 2 =(х, У) выполняются равенства: 

r=|z|=4/x? +у?, (2.1) 

со5зф= х/к, зшф=у/г. (2.2) 

Значение аргумента о: 0< ф<2лт (или ф: —п< Ф< п) называют главным значе- 
нием аргумента. 

Замечание 2.1. При отыскании угла ф = argz с помощью формул (2.2) надо 
удовлетворить обоим равенствам из этих формул. Комбинация знаков созф и 

SIN@ указывает четверть, в которой расположен угол Фф. В соответствии с этим 
расположением и определяется значение ф = argz. 

Пример 2.1. Найти модуль и аргумент комплексного числа 2 =-3+1./3. 

> Из (2.1) имеем r=|z \(-3)2 +(3) =2v3 . В силу (2.2) получаем 

COS =—3 = _v3 , sing =22-=1 угол ф расположен во второй четверти. От- 
2/3 2 2/3 2 

сюда ф=аго2=51/6+2кл, КЕЙ. 4 

Замечание 2.2. Расстояние между точками комплексной плоскости 21 И 22 

равно | 21 — 22| — модулю разности чисел 21 и Z2 (рис. 1.2). 
Замечание 2.3. Для любых комплексных 21 и 22 верно неравенство 

| Z1 + 25] < | 21| + | 23|, 
называемое неравенством треугольника, ибо на него можно смотреть, как на 
неравенство, связывающее длины сторон треугольника, лежащего на комплекс- 
ной плоскости, вершины которого есть точки О, 21 И 21+ 22 (рис. 1.2). 

Пример 2.2. Изобразить множество точек комплексной плоскости, удовле- 

творяющих следующим условиям: —п/3< ф < 1/3, |2-1 |< 3, Rez> 1. 
» Множество, описываемое первым неравенством, есть часть комплексной 

плоскости, покрываемая лучами, исходящими из точки О и имеющими всевоз- 

можные углы наклона к оси Ох из промежутка (-—л/З, л/З) (рис. 2.2а). Левая 
часть второго неравенства есть расстояние между точками комплексной плос- 
кости, изображающими числа 2 = x + ри 1. Оно не должно быть больше 3, по- 
этому описываемое множество есть часть комплексной плоскости, находящаяся 
внутри круга радиуса 3 и с центром в точке A(1, 0) (рис. 2.26). 
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Рис. 2.2. К примеру 2.2 
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Множество, описываемое третьим неравенством, состоит из тех точек ком- 

плексной плоскости, абсциссы которых больше 1 (рис. 2.2в). Итак, искомое 
множество состоит из тех и только тех точек плоскости, которые принадлежат 
одновременно трём построенным областям (рис. 2.3г). < 

Пусть 2 = (x, y) =x + fy — отличное от нуля комплексное число, ф = argz, 
r =|2|. Учитывая равенство (2.2), можем записать 

ЕХНЕТ(х/г+Ку/Г)) = г(созф+ 151). 

Выражение r(COS@+iSin@) называют тригонометрической формой числа 2; 

здесь r=|z|, O=argz (одно из значений аргумента 2, любое), при этом имеется 

в виду, что задано именно @, а не COS и sing. 

Пример 2.3. Представить в тригонометрической форме число 2 = 3+iV3. 

> =2/3, Ф=51/б + 2Ат, КЕЙ (пример 2.1). Положив argz = 52/6, полу- 

чим 2=2./3(с0$ 51/6 + isin 51/6). < 

$ 3. Действия с комплексными числами, 

представленными в тригонометрической форме 

1. Умножение комплексных чисел. Пусть отличные от нуля комплексные 

числа 2, и 2, записаны в тригонометрической форме: 

Z,=1,(cos@, +isin@,), 2, = 7, (с0$Ф, +ising,). (3.1) 

Найдем тригонометрическую форму произведения Z,Z,. Имеем: 

2122 Е ПР (с0$Ф, +ising@, )(cos@, +ising,)= 

= 1,1,[(Cos@, cos@, — sing, sin@, ) + i(cos@, sing, + sin@, с0$ф,)| = 

= ит, [с0$(ф, +ф,) +isin(@, +$,)]. Отсюда: 

212) =1,1,(cos(@, + $.) + isin(@, +6,)). (3.2) 

Правая часть равенства (3.2) является тригонометрической формой числа 2122. 

Из (3.2) следует: 

[2,25 |=] 2, |-|25 |=); аг(2,2,)=Ф, +Ф, =argz, + arg zy. 
При умножении комплексных чисел 21, 22 их модули перемножаются, а ар- 

гументы складываются (точнее: сложив аргументы сомножителей, получаем 
одно из значений arg(z1Z2)). Геометрически умножение 21 на 22 сводится к пово- 

роту вектора 2! на угол argz2 и к изменению длины вектора 21 В | 22| раз. 
2. Деление комплексных чисел. Найдём частное 2, /2. ‚ где 2, и 2, заданы 

равенствами (3.1). Имеем 
2) _ и (с0$ф, +isin@, ) _ 

Z, %%(cosd,+ising,) 15 (cos@, +1516. )(с0$Ф, —ising, ) 

_ п (cos, cos, + sin , sin @, ) + i(sin , со$ф, — COS@, sin фо) 

I cos’ <, +sin? @, 
~ 

п. (cos@, +/sin@, (cos@, —ising,) _ 

=. (cos((p, - 92) + sin(, ©). Значит, 
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= = (со — ©>) + 11(ф, — $.)), (3.3) 

причём правая часть этого равенства является тригонометрической формой 
ЧИСЛа 21 / 22. Таким образом, при делении комплексных чисел их модули делят- 
ся, а аргументы вычитаются (точнее: при вычитании из аргумента числителя 
аргумента знаменателя получается одно из значений аргумента частного). 

J/2 2 1 v3 21 Пример 3.1. 2 =1-1, 2, =——+i—, 2355 +75. Записать 2,2. и 2. B 

тригонометрической форме. 
> Найдём модули и аргументы данных чисел по формулам (2.1), (2.2) и 

представим их в тригонометрической форме: 

Iz, |=v2, argz, =—1/4; |z,|=|z,/=1; argz, =2/4; argz, =n/3, 

21 =V2-(cos(—1/4) + isin(-1/4); z, = с0$(п/4) + isin(1/4); 

23 =cos(t/3) + isin(1/3). 

Теперь выполним умножение и деление: 

2. =V2-1-(cos(—1/4+ п/4) + {5т(-п/4+ п/4)) = /2(cos0 + isin0); Z| 

ыы 8 feof) == (cos 4 3 +1911 4 3 -./2 COS 127 1$ 12% . 

3. Формула Муавра. Пусть 2 + 0, 2 = 7(созф + ising), где r = |z|, ф = argz, п — 
натуральное число. Степень 2" представляет собой произведение п одинаковых 
множителей, поэтому 2" можно вычислить по формуле (3.2): 

2" =r"(cosn@+isinng). (3.4) 

Определим целые неположительные степени комплексного числа 2, Z#0. По 

определению положим 20 =] ид" = 1/2" для всякого пе М. Заметим: если 

r =|z|, ф = argz, а пе М, то, используя формулу (1.6), получим 
| _ 1 

r'(cosn@+isinng) г" 

Итак, равенство (3.4) верно при любых целых 1. Это равенство называют Mop- 
мулой Муавра; его правая часть представляет собой тригонометрическую фор- 
му числа 2", пе Z. Заметим, что |2"| равен |2". Если ф = argz, то иф есть одно из 
значений arg(z”). В частности, при r= 1 из (3.4) имеем 

(cos®+isin@)" =cosn@+isinng. (3.5) 

4. Извлечение корня из комплексного числа. 

Определение 3.1. Пусть пе№М, n 22. Корнем п — й степени из комплексно- 

го числа 2 называется комплексное число м’, удовлетворяющее равенству 
w" = 2. (3.6) 

gon = (cosn@—isin пФ) = r~"(cos(—n)o + isin(—n)@). 

Обозначение: w=4/z. 
Покажем, что корень п — й степени из любого комплексного числа суще- 

ствует и имеет ровно п различных значений, за исключением случая 2 =0. По- 
ложим: W=P(cOsy +isinw), z=r(cos@+/sin@). Равенство (3.6) в силу форму- 

лы Муавра эквивалентно следующему: 

р" (cosy + дизшли) = ^(созф +151). (3.7) 
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Два комплексных числа равны только в том случае, когда равны их модули, 

а аргументы отличаются на слагаемое, кратное 27, поэтому из (3.7) имеем: р"=к, 

nw + 21k, ke Z. Отсюда получаем: 

o=Nr (корень арифметический), w= ° = ‚ КЕ Z. 

Итак, корень п — й степени из числа 2 существует и имеет значения: 

+25 .. O+2nk 
в = Mr [cos + isin ‚ КЕ Z. (3.8) 

п H 

В случае z=0, очевидно, p=0 и и=0 — единственное значение 4/0. Пока- 

жем, что при 2=0 среди чисел, определяемых (3.8), ровно п различных. Поло- 

жив в (3.8) А =0,1,2,..., п-1, получим я различных значений 4/2 : 

в РЗ [оо ви 20) К=0,1,2,....п-1. — (3.9) 

Если К не совпадает ни с одним из чисел 0, 1, 2, ..., п —1, то соответствующее 

ему значение 4/2 в силу периодичности синуса и косинуса будет совпадать с 
одним из чисел в (3.9). Например, и’, = м, и. =W, ит. д. Таким образом, по- 

казано, что все различные значения корня п — ой степени из числа 
z=r(cos@+isin@) содержатся в формуле (3.9). Модуль любого из них равен 

\/- (имеется в виду арифмети-ческий корень), а аргументы соседних значений 
отличаются на одно и то же число 2п/п, так что все они лежат на окружности 

радиуса 4/7 с центром в точке 2 = 0 и делят эту окружность на п равных дуг 

(рис. 3.1). 
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Рис. 3.1. Расположение корней степени п из числа Z 

Пример 3.2. Найти все значения "Л. 

> Обозначим w=4/1 и представим число 1 в тригонометрической форме 
1=1. (с0$0 + 15110). Так как r=1; O=argl=0, то в силу (3.9) имеем 

и, Ао +isin nt in) - cos 2ZE + jsin 7, К=0,1,2,....п-1. 
1 } И 

При п=2 и k=0,1, получаем два значения корня квадратного из едини- 

цы: 20 =cosO+isinO=1; 2, =cos2n/2 + isin 20/2 =-1. 

При n=3 u k=0,1,2, имеем три значения корня кубического из единицы: 
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20 = с0$0+ 17510 =1, 

_ 2m, 2n_ 1, V3. 
27; =60$— +/sin~ = Ро › 

2 совы 
2 3 3 2 2 

Эти три точки делят единичную окружность на три равные дуги. < 

Пример 3.3. Найти значения V—1 . 

» Эти значения можно было бы найти из формулы (3.9), но проще исполь- 

зовать определение 3.1. Поскольку i2 = (-^2 =-1, то \/=1 =47.< 

Замечание 3.1. Квадратное уравнение х?+ а? =0, где а>0, имеет корни 

x=ctai. Действительно, x= J-a? =./(—la? =а-\/-1=+а/. Отметим, что на 

множестве вещественных чисел это уравнение не имеет корней. 
Замечание 3.2. На множестве комплексных чисел любое квадратное урав- 

нение 

ах + Ьх + с=0 (3.9) 
имеет корни. При D = b? — 4ac > 0 они вещественные, а при D = b* —4ac <0- 
комплексные. Найдем корни уравнения (3.9) в случае D < 0. Используем из- 

вестную формулу для корней квадратного уравнения и пример 3.3: 

-b+JD -Ь+./(-01Ь| _-6+Ы В) 
Хх. = = = . 

2а 2а 2а 
Пример 3.4. Найти корни уравнения x” + 2х +5 = 0. 

— +./ — 

>х.= 2+ > 20 1+ 4 =-14 (0.4 =—1+А/4=-1+24 4 

$ 4*. Комплексная степень числа е. Формула Эйлера. 

Показательная форма комплексного числа 

Определение 4.1. Пусть z=x+iy. Число e‘(cosy+isin у) называют ком- 

плексной степенью числа е или экспонеитой от 2 и обозначают через ехр2 или 
=. Таким образом, операция возведения числа е в комплексную степень 
2 =х-+1у определяется формулой: 

e- =e*(cosy+isiny). (4.1) 

Например, 

e?+3! =е?(с0$3 +isin3), e™/? =со$(п/2) +1$т(п/2) =1, е" =с0зп+15шл=-1. 

При 2 =i из (4.1) следует равенство: 

еФ =cos@+ising, (4.2) 

которое называется формулой Эилера. 
Свойства комплексной степени числае 

1. e772 =ейе? , ела =e71/e72. 

2. Если z=x+0-i, то е: =е**1 =ех, т. е. для вещественных значений 2 

комплексная степень числа е есть степень с вещественным показателем; 
3. Для любого комплексного числа 2 справедливо равенство: 
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е=+2®! — e-, ПЕ Z. 

Эти свойства можно доказать с помощью определения 4.1. 
Пусть 2ЕС, z#0. Запишем это число в тригонометрической форме: 

zZ=r(cos@+ising), где г=|2|, @=argz. Отсюда и из формулы Эйлера (4.2) 

вытекает следующее представление числа 2: 

2 =ге®, 
которое называют показательной формой комплексного числа 2. 

Глава 2. Алгебраические многочлены 
и рациональные алгебраические дроби 

$ 1. Условие тождественного равенства двух многочленов 

Пусть п — заданное натуральное число, а ро, ри, ..., Pn — заданные комплекс- 
ные числа, при этом ро # 0. Функция 

Poz" + pz" +.. + Р,-—2 + Pn> 

где 2 — любое комплексное число, называется алгебраическим многочленом сте- 
пени п и обозначается через P,,(Z): 

n 

P,(2) = Ро2" + pz" +... + Py-14 + Р; = 2 Pez" 

Числа pr, К = 0, 1, ..., п называются коэффициентами многочлена P,(z), а ру— 

его старшим коэффициентом. Если po = p; =.-= р. =0, то Р,(2) называется 

многочленом нулевой степени, в этом случае Р, (2) = р, при всех 2Е С. 

Теорема 1.1. Многочлен Р(2)= poz" + pz"! +...+ р, 2+ р, равен нулю для 

72 Е С тогда и только тогда, когда равны нулю все его коэффициенты. 
» Очевидно, если Po = Py) =.--= р. = Py =0,то Р, (2) =0 на С. 

Обратное утверждение доказано, например, в [13]. < 
Теорема 1.2 (о тоэсдественном равенстве двух многочленов). Два много- 

члена 
P(z)= poz" + pyz"'+...+p, 2+ p, и О, (2)=9.2"+412""'+...+4,2+4, 

равны при VzeC тогда и только тогда, когда равны все их коэффициенты при 
соответствующих степенях 2, т.е. р, =а,, K=0,1..., 7. 

> Очевидно, если р, =4,, k=0,1,...,n, то Р’(2)=О, (2) на С. 

Пусть теперь Р‚(2) = O,(z) на С. Рассмотрим многочлен 

T,(Z)=Pn(Z) — Qu{Z) = 
= (Ро - 90)=" + (Dy — GZ" +..4+ (р -94,4)=+(р, -а,). 

Так как 7,(z) = 0, то px — qx =0, К=0, 1, ..., п (теорема 1.1), отсюда px= ал, К=0, 

1,..., п. < 

Теорема 1.2 является теоретической базой для метода сравнения коэффи- 

циентов, который будет рассмотрен далее. 
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$ 2. Разложение алгебраического многочлена 

на линейные множители. Число корней многочлена 

i 

Пусть Р,(2)= >) p,z"* — многочлен степени He выше п, а а — некоторое 
k=0 

комплексное число. 
Определение 2.1. Число а, ае С, называют корнем алгебраического много- 

п 

члена Р‚(2) ‚если Р‚ (а) =0,т.е. если > p,a"-* =0. 
k=0 

Теорема 2.1 (теорема Гаусса, К. Гаусс (1777 — 1855) — немецкий матема- 

THK, астроном, физик). Всякий алгебраический многочлен степени п, п > 1, на 

множестве комплексных чисел имеет хотя бы один корень. 

Доказательство теоремы Гаусса проводится методами теории функций ком- 

плексной переменной. 

Теорема 2.2. Для любого многочлена P,(z) и числа ае С найдутся много- 
член О, -1(2) и число cE С такие, что будет выполняться равенство 

Ри(2) = (2-а) Qn-1(Z) + с. (2.1) 
Равенство (2.1) означает, что любой многочлен Р,(2) можно разделить на 

разность 2 — а. Число с называется остатком. 
Теорема 2.3 (теорема Безу, Э. Безу (1730 — 1783) — французский матема- 

тик). Для того чтобы многочлен P,(z) делился на разность 2 — а без остатка, 

необходимо и достаточно, чтобы число а было корнем многочлена P,,(z). 

> Необходимость. Пусть P,(z) делится на на разность 2 — а без остатка, 
т.е. в (2.1) с = 0. Тогда из (2.1) следует равенство P,(z) = (2 — а) Q,-1(Z), поло- 

жив в нем 2 = а, получаем P,(a) = 0. Приходим к выводу, что 2 = а - корень 
Ри(2). 

Достаточность. Пусть 2 = а - корень P,(z), т. е. Р‚(а) = 0. Положив в (2.1) 
2 = а, получим т. е. 0 = с. Заключаем, что Р‚„(2) делится на разность 2 — а без 

остатка. < 

Теорема 2.4. Любой многочлен P,(z) степени п > 1 можно представить в ви- 

де 
Ри(2) = po(z —a1) (2 —a2)... (2 —an), (2.2) 

где а1, а1,..., аи — корни многочлена, po — коэффициент при старшей степени 2. 
Равенство (2.2) называется разложением многочлена P,(z) на линейные множи- 
тели. 

Следствие из теоремы 2.3. Алгебраический многочлен степени п, n>1, име- 

ет не более чем и попарно различных корней. 
> Доказательство проведём методом от противного. Предположим, что, 

кроме ат, а1, ..., аи, многочлен Р»(2) имеет ещё один корень Qn+1, причём 

a, #4,, k=1,..., п. (2.3) 

Подставим Z= y+) в разложение (2.2): 

P,(Qn +1) = po(an+1 — ат) (Qu+1 _ ay). . .( (An+1 — An). 

Отсюда в силу (2.3) приходим к выводу: P,(an+1) = 0. Полученное противоречие 
с предположением а„+!- корень P,,(z) доказывает теорему. < 
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Пример 2.1. Многочлен Ps(z) = 2? + 24 +22? + 227 + 1 разложить на С на про- 
изведение линейных множителей. 

> Как нетрудно убедиться, число 2 = — | является корнем Р5(2), поэтому 
Ps(z) делится на разность 2 — (-1) =2 + 1. Произведя деление, получим 

Р; (2) = (24 +222 +1) (2+1) = (22 +1)2(2+1) =(2+10((2-1(2+ Г) = 

= (2+1(@2-01-(2+1)2.< 

Пример 2.2. Многочлен Р%(2) = 26 + 64 разложить на С на произведение ли- 
нейных множителей. 

» Корни данного многочлена совпадают со значениями 8/— 64 . В силу фор- 

мулы (3.9) гл. 1 имеем: 

w, =§/- 64= = [64 (cost+2mk + isin + 2mk = 

=2(cos( 2+ RE) + isin(2+2E)), & = 0,1,2,...,5. Отсюда 
6 3 6 3 

Wo =2(cos%+isinZ) = 3 +i, У =2(cos%+ isin 2) 21, 

_ ST ST | — Ш: ——_/3 — и, =2|с08=«- +isin=> rd a co = 2] cos— Е тт = —./3 -i, 

_ 30 ЗП); _ liz и) = _; У 2[<оз3^ 5 + isin зп = 21, Ws 2(cos Ht 6 + isin 6 и Г. 

В силу формулы (2.2) получаем разложение: 
Poz) = 2°+64=(2-210(2+2(2-3-1(2-3+12+13-12+.3+1.9 

$ 3. Понятие кратного корня. Признак кратности корня 

В разложении (2.1) некоторые множители могут оказаться равными (при- 
мер 2.1). В этом случае говорят, что многочлен имеет кратные корни. 

Определение 3.1. Число а называется кратным корнем многочлена Ри(2), 
если этот многочлен представим в виде 

Ри(2) = (z-a)'Qn-x(a), (3.1) 
где Q,,-4(z) — многочлен степени n—k, при этом О„-«(а) #0. Число А называют 
кратностью корня. Если кратность корня а равна единице, то число а называ- 
ют простым корнем многочлена P,,(Z). 

Например, для многочлена P3(z) =z? — 32? +4 число (- 1) является простым 

корнем, а число 2 — корнем кратности 2, ибо этот многочлен представляется в 
виде P3(z) = (2+1)(2 —2)?. 

Пусть числа a, ..., аи — корни многочлена P,(Z) с кратностями kj, ..., Km, При 

этом ki + А2+...+ k,=n. Разложение (2.2) в этом случае принимает вид 
— k ks —_ К 1 

P, (2) = po (Z- 4) 1(Z—a,) 2...(2 а») ". (3.2) 
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$ 4. Разложение вещественных алгебраических многочленов 

на неприводимые множители на множестве вещественных чисел 

п 

Алгебраический многочлен P(z)= > р,2"_* называют вещественным мно- 
k=0 

гочленом, если все его коэффициенты — вещественные числа: pre В, К = 0, 1, ..., 

п. Значения, принимаемые вещественным многочленом в точках вещественной 

оси, являются вещественными числами: 

Р.О = ¥ Pye! ER, VxeR. 

Важная особенность таких многочленов отражена следующей теоремой. 

Теорема 4.1. Если число 2=0 +13 является корнем кратности k алгебраи- 
ческого вещественного многочлена Р(2) с вещественными коэффициентами, то 

сопряженное число 2 =0-—1}В также является корнем P(z) той же кратности. 

Рассмотрим Р»(2)-— вещественный многочлен степени п, п > 1; a1, а>, ..., Am, 

т < п, — все его попарно различные корни, а Ач, ko, ..., kin — кратности этих кор- 
ней. 

Пусть x1, X2, ..., Х/ — все вещественные числа в ряду а1, a2, ..., An попарно 

различных корней данного многочлена P,(z), А; — кратность xj, /=1, 2, ..., [. 

Остальные числа этого ряда — комплексные с ненулевой мнимой частью. По- 

скольку их чётное количество (теорема 4.1), то они разбиваются на некоторое 
количество пар сопряжённых друг другу корней: диз, 2. иИ2.,.., 2 UM Z,, 

‚ — кратность каждого из корней 2. и2., /=12,...,5. Тогда из (3.2) получим j j pod pore 

Р, (2) = po(z— x1)" ...(2 = x)" ((z — 2,)(z- z,))" A(z — 2,)(2- z,))* ) 

К +...+^ +29, +..4+29, =n. 

Отсюда, перемножив скобки с сопряженными корнями, получим 

P (z)= py(z-x,)"\...(2-—x,)" (22 +В 2+с)4...(2? +b,.z+¢,)%, (4.1) 

К +...+^, +24, +..+29, =n. 

Это представление вещественного многочлена называют его разложением 
на вещественные множители, линейные и квадратные. Квадратные множители 
— квадратные трехчлены с вещественными коэффициентами и отрицательными 
дискриминантами; каждый из них имеет пару комплексных сопряженных кор- 
ней с ненулевыми мнимыми частями. Разложение (4.1) называют разложением 
на неприводимые множители на множестве вещественных чисел в том смыс- 
ле, что квадратные трёхчлены в (4.1) не раскладываются на линейные множи- 
тели с вещественными коэффициентами. 

Пример 4.1. Многочлен Р5(2) из примера 2.1 является вещественным мно- 

гочленом, имеет простой вещественный корень 2! =—1 и пару комплексных со- 
пряженных корней 22 = i, 23 = —i кратности 2. Следовательно 

P(z) = (2+1(2-1(2+1} = (2+1 (2-1(2+1} = (2+1(2? +12, У2Е С, 
так что разложение вида (4.1) для Р(2) выглядит так: P.(z) = (z+1)(z? +1). 

Пример 4.2. Многочлен Pe(z) = 2° + 64 — вещественный многочлен, у него 3 
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пары комплексных сопряженных корней: 2,5 =+21, 234=V3+4i, 2565 =—-V3 +1 

(пример 2.2). Объединив в разложении этого многочлена множители, соответ- 
ствующие сопряжённым корням, получаем разложение вида (4.1): 

Р. (2) = 26 + 64= (2? +4)(2? —2V3z + 4)(z? -2./32+4). 

$ 5. Рациональные алгебраические дроби. Основные понятия 

В этом и следующем параграфах рассматриваются только вещественные 
п 

многочлены. Вещественный многочлен P,(x)=)> p,x"*, p, eR, при веще- 
k=0 

ственных х принимает вещественные значения. В предыдущем параграфе пока- 
зано, что такой многочлен может иметь попарно сопряжённые комплексные 
корни с ненулевыми мнимыми частями. 

QO, (x) 
Р, (х) 

P,(z) степени т и п соответственно называют рациональной функцией. 
Если степень знаменателя 1>1, то рациональную функцию называют рацио- 

нальной алгебраической дробью, или, короче, рациональной дробью. В против- 
ном случае, т. е. при n = 0, рациональная функция представляет собой много- 
член (ибо Po(z) = ро, где poF 0). 

Определение 5.1. Отношение алгебраических многочленов Q,,,(z) и 

QO, (x) 
a 

п 

деления Х такой функции является вся числовая ось, за вычетом конечного 
множества точек — вещественных корней знаменателя Р‚„(х). 

О„(х) 
P(x) 

nv” 

Далее рассматриваются рациональные дроби ‚ п>1. Областью опре- 

Рациональную дробь называют правильной, если т < п и неправиль- 

ной в противном случае, т.е. при т>л. Неправильную рациональную дробь 

О, (x) 
P, (x) ° 
чае с остатком), можно представить в виде суммы алгебраического многочлена 
и правильной рациональной дроби: 

поделив «уголком» многочлен О„(х) на многочлен P,(x) (в общем слу- 

Ln т, (x) 4 1). Py" PG) 
Здесь Tn-n(x) и Sx) — алгебраические многочлены, причем степень / многочле- 

на 5/(х) меньше п. 
Элементарными (простейшими) рациональными дробями называют рацио- 

нальные дроби следующих четырех видов: 

А А Вх+С Bx+C 

x—a’ (x-—a)i’? x2 +bx4+c’ (x*+bx+c)’ 

где A, В, С, a, b, с- вещественные числа, причем 5? — 4c< 0 , так что трехчлен 

х? + bx + с имеет комплексные корни с ненулевой мнимой частью; k — натураль- 

ное число, К>2. 
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$ 6. Теорема о разложении правильной 

рациональной алгебраической дроби на простейшие дроби 

Пусть P,(x), п > 1, — вещественный многочлен степени п, старший коэффи- 
циент которого ро = 1, и пусть получено его разложение на вещественные мно- 
жители: 

P, (x) = (х- м) (хх, 2... — x)" X 
x(x? +b х+с 1 (x7 +b, x4+0,)%,..., (x7 +b x4+e,)". (6.1) 

Таким образом, P,,(x) имеет / попарно различных вещественных корней х; крат- 
ности kj, /=1,2,..., и $ пар комплексных сопряженных корней Z,,, кратности 

Чт, т =1,2,..., 5, при этом Ат + А2+...+ ki +2qit 242+...+24: =n. 

Теорема 6.1. Пусть задана правильная рациональная дробь Te m<n, 
(2 

знаменатель P,,(x) которой представлен разложением (2.1). Существуют наборы 

вещественных чисел | Ам где /=1, 2,....[, и при каждом у индекс 

0, =1,2,..., К;› а также наборы | Ва} И Си где j=l, 2,..., 5, и при каждом 

j индекс © =1, 2, ..., g;, такие, что при всех X, хе К, х= x ;, справедливо равен- 

ство 

О (x) _ — Aj, ++ Aig, | 

P(x) x-x, (х-х)? (x —x,)" 

Ay, Ay» Аз, 

х-х. (х-х.)? вы (x —x,)* 

и 4e у 4 | 
х-х (x-x,)? (x —x,)* 

By x+C\ + В›х+ С. 1. Big, X+ Cig, 

x?+bx+c, (x? +b)x+0¢,) (x2 ++bx+¢,)" 

Byxt+Cy, Bix + C5, By, X+C,,, 
+... 

x?+bxt+e, (x? +b,x+0¢,) (x2 +b,x+c¢,)” 

Вих + Са + Вх +С,2 + Boy Xt Coy, 
xetbxte, (x27 +b.x+e,)? ~~ (x2? +Ьх+с, 

Здесь каждому вещественному корню знаменателя P,(x) дроби соответству- 
ет строка (сумма) простейших дробей первого и второго вида с количеством 
слагаемых, равным кратности этого корня; каждой паре комплексно сопряжен- 
ных корней Р»(х), т. е. каждому квадратному множителю в формуле (4.1) соот- 
ветствует строка (сумма) простейших дробей третьего и четвёртого вида с чис- 
лом слагаемых, равным кратности этих корней. 

Пример 6.1. Получить разложение (6.2) для дроби 1/Р5(х), где: 

Ps(x) = x? + x4 +233 + 2х? + |. 

(6.2) 
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> Имеем (см. пример 4.1): Р. (х) =(x +1)(x? +1)?. Значит (см. (2.2)), 

1 _ А Bx+C Dx+E 

P(x) х+1 x241 0 (x? +1)?’ 

где A, В, С, О, Е — константы, значения которых предстоит найти. После приве- 

дения дробей в правой части к общему знаменателю получим 
A(x? +1)? +(Вх+С)(х+1 (х? +1)+(Рх+Е)(х+1) _ 

P(x) 
_ (A+ B)x4 4+ (B+ C) 3 4+ (244+ B4+C4+D)x?°4+(B+C+D+E\)xt+At+Ct+E _ 7,(x) 

P(x) В (х)` 
Приравняв коэффициенты 7,(x) к соответствующим коэффициентам многочле- 

на О’ (х)= 1, получим систему уравнений: 
la 

A+B =0, 
B+C =0, 

,2A+B+C+D =0, 
B+C+D+E=0, 

| A +C +Е=1. 

Решив эту систему, найдем: A = 1/4, В=-4 С=т, р=-5, Е=5. Итак, 

| | x-1 x-1 р 

Px) 4+1 40741) 20741)? 

Глава 3. Задания для проверки качества усвоения 

раздела 5 

$ 1. Задачи для самостоятельной работы 

1. Пусть 21=1-, 22 =—4+31. Найти 2, +22, 21-22, (21 +22)(2\ - 22), 222. 

2. Числа 2 =1-1\/3, 2. = —, Z; =1+cos = + isin 7 записать в тригономет- 

рической форме. 
‚ 20 5 

3. Записать в алгебраической форме числа 2, = [53 ‚ 2. = op ( 
—1 —1 

пользовать формулу Муавра). 
., ... т.м 4 

4. Найти все значения следующих выражений: а) \/-1 + inf3 ; 6) 4} 2/3 +21. 

5. 2 =1-1\/3, z,=V3+i. Записать в алгебраической форме числа z,-Z>; 
= 2 
(z,/z,). 

6. Числа 21, 22 И 23 из п. 5 записать в показательной форме. 
7. Определите кратность корня а=1 многочлена 

Р,(2)= 24“ -(2+1)23 +(3+21)2? -(4+12+2. 

8. Числа а, =1, a, =-1, a, =2г — все попарно различные корни многочлена 

P(z), причем а, — корень кратности 2, а a, и аз — простые корни. Запишите раз- 

ложение P(z) на линейные множители, если его старший коэффициент р, =1; 

найдите его другие коэффициенты. 
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9. Число а =-1+2 является корнем многочлена 

Р,(2) = 24 + 423 +112? +142+10; найти остальные корни P,(z), записать его 

разложение на вещественные множители первой и второй степени. 

10. Дробь Z представьте в виде суммы алгебраического много- 
24 +522 +4 

члена и правильной дроби. 

11. Дробь 1/(x? +1) разложите в сумму элементарных дробей. 

Ответы к задачам для самостоятельной работы 

.. .. ‚. 2 1 ./ 
14 1+2, =-3+4i; 21-25 =5-21; (2, + 2,)(z, —2,) =-7 + 261; Las 

2. 2 2 cos SF + isin 5), 2. = cos = + isin т, 23 = 2cos [оз © + isin x) 

3. z,=512 — 512/31; z, =2. 

4.а) (22.46). 6) 12 (cos % + — Tj) + isin( 2+ Ee), k=0,1,2,3. 
2 2 24 2 24 2 

= \ 5m 3n Tt 

5. 2122 =—-4i; [= 1453. 6. z,=2¢3 3 z,=e2 3 2; = 2eos re. 7. 2. 

8. Р(2)=(2-1)?(2+0(2-2)=24-(2+123+ (34+ 22" -(4+102+2. 

9. Р.(2)= (2? +22+2)(2? +22+5). 

5х3 + 42 3, —(1/3)x + 2/3 
10. z- . Ш. 

7 24+522+4 х+1 x?-x+1 

$ 2. Контрольные вопросы к разделу 5 

1. Дайте определение множества С комплексных чисел. Какие геометриче- 

ские интерпретации этого множества вам известны? 
2. Что называют модулем комплексного числа 2=х+ 1}? 

3. Какие числа называются комплексно-сопряженными? Изобразите их на 
комплексной плоскости. 

4. Выразите произведение ZZ через модуль комплексного числа 2 = X + Ту. 
5. Запишите условия равенства двух комплексных чисел, записанных в ал- 

гебраической форме. 
6. Что называют аргументом комплексного числа 2 =x + iy, 2 #0? Что такое 

тригонометрическая форма этого числа? 
7. Запишите условия равенства двух комплексных чисел, записанных в три- 

гонометрической форме. 
8. Что происходит с модулями и аргументами комплексных чисел при их 

перемножении? при их делении? 

9. Напишите формулу, содержащую все различные значения корня п — й 

степени из 2. 
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10. Что такое корень алгебраического многочлена P,(z)? Что называют 

кратностью корня? 
11. Сформулируйте основную теорему алгебры (теорема Гаусса). 
12. Сформулируйте теорему Безу и её следствие. 
13. Сформулируйте теорему о комплексно-сопряженных корнях многочлена 

с вещественными коэффициентами. 

14. Запишите разложение многочлена а,2”+а,2"'+...+а, с корнями 2.....2, 

на линейные множители. 

15. Запишите разложение многочлена P(x) =a,x" +ах”" +...+а, с веществен- 

ными коэффициентами на неприводимые множители. 
16. Пусть хо — корень многочлена P(x) кратности К. Чему равна PA) (x)? 
17. Что называют рациональной алгебраической дробью? 

18. Какую рациональную дробь называют правильной? неправильной? 
19. Какие дроби называют элементарными рациональными алгебраически- 

ми дробями? 
20. Напишите формулу, связывающую неправильную алгебраическую 

P(x) 

Q(x) 

$ 3. Тесты по разделу 5 

дробь с ее целой частью Т(х) и правильной рациональной дробью. 

Вар. №1| Раздел 5. Комплексные числа, многочлены, рациональные дроби 

1 | Даны два комплексных числа 2 =\3-3 и 2, =-1+г. Найдите Im(z, -32,). 

2 `. 2 
Даны два комплексных числа 2 =-1+Ги 2, =-\/3 -3%. Найдите Ве. 

2 

3 Вычислите Ке2 ‚если z= и 
—[) 

4 x +3х? -| 
Выделите целую часть дроби —, 

x +x 

5 | Укажите вид разложения рациональной дроби на сумму простых, He вычисляя 

2х-1 
коэффициентов разложения: 

(x—1)?(x? +x41)* ° 

Bap. Ne 2 | Раздел 5. Комплексные числа, многочлены, рациональные дроби 

1 | Даны два комплексных числа 2 =1+i¥3 и 2, =-1-7. Найдите Im(z, -3z,). 

2 . v 2 
Даны два комплексных числа 2, =-1+21 и 2, =/. Найдите Re—. 

“4 

3 1+i)° 
Вычислите Imz, если zo! ; 

1+2 

4 4х 42x? -х-3 
Выделите целую часть дроби г . 

x -x 

5 | Укажите вид разложения рациональной дроби на сумму простых, не вычисляя 

коэффициентов разложения: ox +2 5 . 
(х+1)(х+2)-(х` +16) 
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Bap. № 3 | Раздел 5. Комплексные числа, многочлены, рациональные дроби 

1 | Даны два комплексных числа 2 =—-1+i¥3 и 2, =-/3 -г. Найдите Im(z, -3z,). 
2 . 2 

Даны два комплексных числа 2 = -/3+iu 2. = —/2-/2. Найдите Re—. 
2 

3 1-i)* 
Вычислите Rez, если za ) . 

2+1 

4 В 2x3 —2 ыделите целую часть дроби 
a ел AP x7 +x+2 

5 | Укажите вид разложения рациональной дроби на сумму простых, не вычисляя 

коэффициентов разложения: — : +! 5. 
х(х- (хх +.x4+1)° 

Вар. № 4 | Раздел 5. Комплексные числа, многочлены, рациональные дроби 

1 | Даны два комплексных числа 2 =1-2 и 2, =-45. Найдите Im(z, -32,). 

№ 2 
Даны два комплексных числа д =3-#/3 и 2, =-\/3+3. Найдите Re—. 

“4 

—! 3 

3 Вычислите Rez, если z= (1 iy , 
(2 +i)" 

4 Выделите целую часть дроби 4х чх +2 
ny P x°+ 3x? -7х+2 

5 | Укажите вид разложения рациональной дроби на сумму простых, не вычисляя 
? 

x +1 коэффициентов разложения: — , 
х(х +1) Oc +х+1 

Ответы к заданиям тестов 

Вариант 1 

1)-6; 2. 33-3. 3) -1/2; 4)х; 5) А. _В + сх+р + Ext+F >. 
12 х-1 (x-ly  х+х+1 (4x41) 

Вариант 2 

1) 3+3; 2)2; 3) 25; 4) 4x, 5) 44-8 4_C МЕ ) 7 a5) eT x42 Gan? 416 
Вариант 3 

1) 3443; 2) ¥2:03-). 3) -8/5; 4) 2х-2; 5) 4444 C 4 ВЕ РО _ 
4 x xt X-1 хх (x°4+x4+1) 

Вариант 4 

_4. _ 53. _ , A, B С Dx+E 1) 35-2; 2) -~=; 3) -14/25; 4) 4; 5) reel Ga eal 
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Раздел 6. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

ФУНКЦИИ ОДНОИ ПЕРЕМЕННОЙ 

Краткая характеристика раздела 

1. Темы раздела. Неопределённый интеграл. Основные методы интегриро- 

вания. Некоторые классы интегрируемых в конечном виде функций. Опреде- 

лённый интеграл. Приложения определённого интеграла. Определённый инте- 

грал в задачах экономики. Несобственные интегралы. 
2. Базисные понятия. Неопределённый интеграл. Таблица основных не- 

определенных интегралов. Замена переменной. Интегрирование по частям. Не- 

берущиеся интегралы. Интегральная сумма по отрезку. Определённый инте- 
грал. Несобственные интегралы. 

3. Основные задачи. Непосредственное интегрирование. Подведение 

множителя под знак дифференциала. Замена переменной. Интегрирование по 
частям. Вычисление определённых интегралов. Исследование сходимости и 

вычисление несобственных интегралов. Вычисление аддитивных величин гео- 
метрического характера (площадь, объём, длина дуги). Вычисление аддитивных 
величин экономики. 

Глава 1. Первообразная и неопределённый интеграл 

$ 1. Первообразная. Неопределённый интеграл 

Определение 1.1. Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) 
на промежутке Х, если во всех точках этого промежутка производная F(x) равна 

f(x) (или дифференциал F(x) равен /(х)ах): 

F(x) =Л(х), (1.1) 
dF(x) =f(x)dx. (1.2) 

Пример 1.1. f(x) =x. Тогда F(x) = 23/3, так как (x7/3)'= (3x°/3) = х?, или 
d(x°/3) = Зх* dx/3= x dx на всей вещественной оси. 

Первообразная для заданной функции находится неоднозначно — с точно- 

стью до постоянной С, так как (F(x)+C)'= F(x) + (С)' = f(x) + 0 =f). 
Теорема 1.1. Множество всех первообразных для заданной функции 

f(x) заключено в выражении 
F(x) + С, (1.3) 

где F(x) — любая первообразная для f(x), а С — произвольная постоянная. 
Теорема 1.2. Если функция f(x) непрерывна на промежутке Х, то на этом 

промежутке для нее первообразная F(x) существует. 
Определение 1.2. Множество всех первообразных для данной функции f(x) 

называется неопределёниным интегралом от f(x) и обозначается символом 

| f()dx. Операция отыскания неопределённого интеграла от функции f(x) 

называется интегрированием этой функции (неопределённым интегрировани- 
ем). Из теоремы 1.1 и определения 1.2 следует формула 
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| FI (x)dx = Ех-+С. (1.4) 

Пример 1.2. | х?ах = х3/3+С. 
Функция f(x) под знаком интеграла называется подынтегральной функцией, 

а выражение f(x)dx — подынтегральным выражением. Переменная х называется 
перемеиной интегрирования (интеграции). 

Из определения неопределённого интеграла (определение 1.2) непосред- 

ственно следуют формулы: 

(f(a) = f(x), (1.5) 
4([ лее) = Го) ак. (1.6) 

Из (1.5) - (1.6) следует, что действия «интегрирование» и «дифференциро- 
вание» взаимно обратны. Обе формулы (1.5) и (1.6), с другой стороны, означа- 
ют, что правильность интегрирования проверяется дифференцированием. 

Пример 1.3. Показать, что | 2 = 1+ С 

» Правильность результата проверим дифференцированием, отдельно рас- 
смотрев случаи a) x < 0; 6) x > 0. В случае a) Injx| = In(—x), по правилу диффе- 
ренцирования сложной функции получаем: In(—x))'=(1A—x))(-1)=1. В случае 6) 
из таблицы производных имеем (шх)' = 1/х. < 

Пример 1.4. м 
Vx7 +0, 

та в этой формуле можно проверить дифференцированием: 

> | In(x+ Vx? +a) =e it ray = 

2x _ ] (ХНУ х? +9 _ 1 < = ] I+ = . 

х+ = ise) х+А/х? +9 Vx2+0 4x2 +0 

Таблица основных интегралов 

= в (х + /х? +0) + С, а #0. Правильность результа- 

+1 
1) [xtdx=25+C, neR,n#-1. 

2) | a =In|x|+C. 

3) [ехах=е"+С. 

4) [atdx=4—_+C, а>0, a#l. 
Ina 

5) [sin x dx =-cosx+C. 

6) [cosxdx=sinx+C. 

dx — 7) Je stext. 

8) [9 =-ctgx+C , 

9) dx : +С. 
SINX 
= 
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10) ja = ше (х/2+ 1/4) +С. 

11) fos =tarctgt+C. 

dx 11. а+х 12) [oa = ша +С. 

13) | a —s=aresin +C, а>0. 

14) steer a#0. 

15) [Va?=-x? dx=5 2x? 4 £-aresinX+C, а>0. 

16) [v2 + adx = Sve +0. +5 № |[х+3/х? +а |+С, а 0. 

Первичная таблица интегралов есть непосредственное обращение таблицы 
дифференциалов. Обычно её записывают в несколько более общей форме. Ос- 
новная таблица содержит ещё и несколько наиболее часто встречающихся ин- 
тегралов. Все формулы проверяются дифференцированием. 

$ 2. Свойство линейности неопределённого интеграла 

Для любых произвольных постоянных С\ и C2 справедливо равенство 

JIC.AG) + CAC) dx = С A@)dx + С] сода. (2.1) 
Частные случаи: 

а) | Cf(x)dx = С | f{(x)dx — постоянный множитель можно вынести за знак не- 

определённого интеграла; 

6) | [76% + рых = | Ai(x)dx + | ›(х)ах — неопределённый интеграл от суммы 

или разности функций равен сумме или разности неопределённых интегралов 
от слагаемых. 

> Формула (2.1) проверяется дифференцированием. Производная выраже- 
ния, стоящего слева, равна C, /(х)+ С. /5(х). Найдём производную выражения, 

стоящего справа: 

[С [лед+с[ рода fdr] +O, родах) = С, f+ QAO. 
Здесь применена формула (1.5). Совпадение результатов и означает истинность 
доказываемой формулы (2.1). < 

Непосредственное интегрирование состоит в применении основной таблицы 

и свойств интегралов. 

Пример 2.1. | 4 — aresin + С. Применена формула (13) из таблицы Bo B 
интегралов. 

Пример 2.2. (3 с0$х— 1] Vx )ах = З/со$ хах — | х ах = Ззтшх- 2х2 +С = 

=3sin x — 2x +C . Применены свойство линейности и формулы (1), n # -1 и (6) 

из таблицы интегралов. 
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$ 3. Интегрирование по частям в неопределённом интеграле 

Этот метод интегрирования состоит в применении формулы 
J udv = w-t vdu. (3.1) 

Здесь и=и(х), v=v(x) — дифференцируемые функции. Предполагается, что 
участвующие в формуле интегралы существуют. 

Название «по частям» объясняется тем, что (сложный) интеграл J udv берёт- 

ся двумя (более простыми) частями | dv =v и | аи. 
» Формула (3.1) следует из формулы для дифференциала произведения 

двух функций d(uv) = vdu + udv. Интегрируя это соотношение, получаем 

[ау = [vdu + fudv. Ho [dw =uv+C, отсюда uvt+C= [vdu + fudv; 

[udv=uv—[vdu+C. Каждый из интегралов в этом равенстве содержит произ- 

вольную постоянную, явно не выписанную, потому постоянную С можно при- 
соединить к интегралу справа. Приходим к формуле (3.1). 

Пример 3.1. Вычислить интеграл J xe‘dy. 

> | xe*dx = | xde* = dy=dex 

= хех — [erdx = хех — ех + С. 

du = ах 
yp=e* 

| =uy— [ vdu = 

Пример 3.2. Вычислить интеграл | xInxdx. 

u=Inx dua dx 2 21 op ye 
dv=xdx y= x 

й 2 J 

1.5 | | 1 5 
=—x2Inx-—=| xdx = =x? Inx-—x2+C.<d 

2 >| 2 4 

Метод интегрирования по частям целесообразен для произведения степен- 

ной и трансцентдентной функций, а также во многих других случаях. 

> [xInxdx= 

$ 4. Замена переменной в неопределённом интеграле 

Обычно замена переменной в неопределённом интеграле выполняется в 
двух вариантах. Цель — взять данный интеграл, который после введения новой 

переменной станет известным или даже табличным. 
Теорема 4.1 (06 интегрировании подведением под знак дифференциала). 

Если: 

1) существуют дифференцируемая функция и=и(х) и функция 2(и) такие, 
что функция представима в виде f(x) = 2(и(х)) u(x), 

2) существует функция С(и): Си) = g(u), то 
J foddx = J g(u(x))u'(x)ax= [е(исд)4и = G(u(x)) + С. (4.1) 

> Достаточно показать, что G(u(x)) — первообразная для f(x): 

G'(u(x)) = Си'их'= g(u(x))u (x) = f(x). 9 
Замечание 4.1. При вычислении неопределённого интеграла с помощью 

теоремы 4.1 выписывают следующую цепочку равенств: 
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J foo)dx = J g(u(x))u'(x)dx= [е(и)аи = G(u) + C= и = и |= G(u(x)) + С. 
При этом множитель u(x) подводится под знак дифференциала. Поэтому и ме- 
тод называется интегрированием подведением под знак дифференциала. 

Пример 4.1. 
a a , . 3,,_ 4 sin’ x 

$13 xcos xdx =] sin xd sin x =|u = sin x|= и du="7-+C= 4 +С. 

Здесь множитель созх подведён под дифференциал и произведена замена 
переменной — и = зшх. Новый интеграл — табличный. 

Пример 4.2. 

Атх | _ _pdu_, _ | 
[= те =|u=Inx|=| > =ш|и|+С=Ш|шх|+С.Здесь под диффе 

ренциал подведён множитель 1/х, так как &/х=4шх. Получившийся после 

подстановки интеграл — табличный. 
Теорема 4.2 (06 общей формуле замены переменной в неопределённом ин- 

теграле). 

Если: 
1) функция f(x) имеет первобразную на некотором промежутке X; 

2) функция х = Ф<(Ё строго монотонна и дифференцируема на промежутке 7: 

X =Е($(1)), то 
[одах = [1 (0) o'(Hdt. (4.2) 

Замечание 4.2. В условиях теоремы 4.2 функциях = E(t) имеет обратную ft = 
= 9 —'(x), хе Х. Вычисление интеграла [/(х)аХ с помощью формулы (4.2) сводит- 
ся к вычислению интеграла из правой части этой формулы, который может ока- 

заться проще исходного и последующей подстановке {Е = ф`'(х). 
=Р [r= 2tdt (+1 ly Пример 4.3. = a sal “|= = af О 

] aH = 24(S4- Ay at = 2 dt - 2) —— (+1 _ 2(¢ — Inf + 1l)+C = едино 

Пример 4.4. Вычислить интеграл | и. 
— x? 

ar dx с a dt 
4—x? Xx т =f ale = 

1(20) _ 1 5 _ | _ _ => о-т=- при + (21? -1]+С= _ pies |5 “+c 

sty +C.<4 

Глава 2. Интегрирование основных классов 

элементарных функций 

$ 1. Интегрирование рациональных функций 

1. Всякая рациональная функция после преобразований может быть пред- 
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ставлена как сумма многочлена и конечного числа элементарных (простейших) 

дробей четырёх типов: 
2) А ‚ 3) _Ах +B ‚ 4) Ах + В , 

(х-а)" x2 + px+q (x2 + px+q)" 

Здесь A, В, a, р, а — вещественные числа, п — натуральное (n > 2), p?-4g <0, 

т.е. корни квадратного трехчлена x? + px + а — комплексные. Итак, интеграл от 

любой рациональной функции может быть сведён к интегралам от многочлена 
и элементарных дробей. Заметим, что интеграл от многочлена равен линейной 

комбинации табличных интегралов от степенных функций. Задача интегриро- 
вания любой рациональной дроби сводится к вычислению интегралов от эле- 
ментарных дробей. 

2. Интегралы от пемонтарных дробей. 

[44 А = Aln|x—al+C. 
—а 

- —nu+l 

2) A dx = Al(x—a)""d(x—-a _ 4G” CH 

И 
|< ) ( ) о 

A 

~ (L=n)(x— a)" +C,(n22). 

3) [= Ax+B 

x? + Px +q ах. 

> Выделим в квадратном трёхчлене из знаменателя полный квадрат: 
4 2 2 2 — p? риа]. [х+ В] МР. 

Теперь сделаем подстановку: 

+=; ya1-2; 497 _ а?, так как 4g — р? >0. 
2’ a 

Ax +B A(t— p/2)+ 2tdt _ Ap dt 
| 2 ах =| 5, 2 =4( 5 р, 2- x* + px+q 12 +a? t? ta 2 }°t? +a? 

= Ain? ele yet +С. 
2 2 

Далее нужно возвратиться к старым величинам. < 
Ах + В 

Замечание 1.1. Аналогично находятся интегралы вида | dx . 
Jax? +bx+e 

Ax+B 5 
Замечание 1.2. Вычисление интеграла | - dx , где р” —4q < 0, 

(x° + hx + q)" 

производится путём вывода для него так называемой реккурентой формулы. 
Далее примеры с такими интегралами не рассматриваются. 

4х +1 

x? + 6х +10 

mx +6х+10= (х? +2х.3+9)+1=(х+3)? +1; х+3=Е dx=dt. 

—_ 41-3) +1 ap 21а! dt _,~-d(t? +1) 

=] 2+1 d= 2) “Wie = 2] t2 +1 

Пример 1.1. Вычислить интеграл J = |— 

—lIlarctgt= 
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= 2In(¢? +1) —llarctgt + С =2ш(х? + 6х +10) - Пагсю (х+3)+С.< 

3. Интегралы от правильных рациональных дробей. Правильная рацио- 

нальная дробь (степень многочлена числителя меньше степени многочлена 
знаменателя) разлагается на сумму элементарных дробей (гл. разд. 5). Предпо- 

лагается, что многочлен знаменателя разложен на произведение линейных и 
квадратичных множителей, порождающих соответствующие элементарные 
дроби. Принципы разложения правильной рациональной дроби на элементар- 
ные рассмотрены в нижеследующих примерах. 

Пример 1.2. Вычислить интеграл J = | = D(x ray dx. 

> Запишем разложение подынтегральной дроби на простейшие с буквен- 
x __A Boy . 
В+ +7 - Неизвестные коэффициен 

ты А, В находим методом частных значений. Приводим дроби к одному знаме- 

нателю и приравниваем числители: 

ными коэффициентами: 

A(x+2)+ B(x-1 
x = (e+ 2) + B=) x = А(х+2)+ В(х-1). 

(x —1)(x + 2) (x —1)(x + 2) 

Полагаем в этом тождестве последовательно х = 1uUX = -72: 

х=1 1=3А => A=1/3; 
х=-2| -2=-3В > B=2/3. 

х _ 1:3 ,23 

(x-1)(x+2) x -1 +2. 

d(x —1) 2 ,d(x+2) _ J =f Sf = Fj Bp = Jinx —1|+4In|x +2|+C. 

Пример 1.3. Вычислить интеграл J = | a 
x(x2 +4x+10)- 

> Запишем разложение подынтегральной дроби на простейшие с буквен- 
l A Bx+C ными коэффициентами: = . Приводим дроби к 

ффиц x(x? +4х+10) x x2 +4x+10 риводим др 

одному знаменателю и приравниваем числители: 
1 = A(x? - 4х + 10) + х(Вх+С) = (А+В)х + (4А+С)х- 10А. 

Применим метод сравнения коэффициентов: если два многочлена тожде- 
ственно равны, то равны их коэффициенты при степенях с одинаковыми пока- 
зателями. Если соответствующей степени в многочлене нет, то это означает, 
что коэффициент при ней равен нулю. Имеем: 

х? | 0=А+В => В=-4; | 4 
NX 0=4A+C D> С=—4А; отсюда В =-А=-—;С=-4АА=-—. 

х | 1=10A => А=110; 10 10 

dx, 10) 4/10 х+4 о 
7=10]% +15 244x410 = то то 5“ 

I | x+2 2 _ 
=—| | —— d +2 1 ad 2 = Хх = {|= 

10.110 р +2) To aga 6 +2) х+2=1 
_1 _1 _ d(t? +6) _ 

210 -1 10/56 +64 slat +6 =i0 In|x|— Se Mee 30! 2+6 

201



= 9 inlxl— в ap in(t? +6)+C= 

_ | x+2 < =т0 >| ав Te — agin (x? +4x+10)+C. 

4. Интегрирование неправильной рациональной дроби. Сначала непра- 

вильную рациональную дробь представляют в виде суммы многочлена (одно- 
члена) и правильной рациональной дроби. Этот процесс называется выделением 
из дроби целой части. В любом случае он выполняется делением числителя на 

знаменатель «углом». Далее правильная рациональная дробь разлагается на 
сумму элементарных дробей (см. п. 3°). 

Пример 1.4. Вычислить интеграл J = | Е Dy dx . 
x(x? 

» Выделим из неправильной дроби целую часть делением «углом»: 

x44] | x3 +x 

=> x4 4+ x2 x 
x4 +] _ XR txt t)_ Vy —х2 +] 

хз +х э+х © x(x? +1) 
—x2+4+] 

Теперь запишем разложение полученной правильной дроби на простейшие 

с буквенными коэффициентами: 

—х? +1 _ А A, Вх+С. 

х(х2 +1) х х2+1|’ 

Числа A, В, С находим с помощью метода сравнения коэффициентов: 

х?|-1=А+В => В=-1-4; 
х 0=С > С=0; 

x°| 1=A => А=1; В=-1-1=-2. 
х4 +1 _ 1 2х 

5 =x+—-——.. 
x(x- +1) x x +1 

J = [хак + [9 [РЕ =% + In 

—х* +1= A(x? +1) +(BxtC)x. 

X/- In(l+x*)+C.< 

$ 2. Интегрирование функций, 

зависящих рационально от синуса и косинуса 

В этом параграфе рассматриваются интегралы вида 
J R(sinx, cosx) dx. (2.1) 

Здесь R(u, у) — функция, рационально зависящая от аргументов и, ъ. Это означа- 
ет, что для нахождения значения функции над аргументами производятся толь- 
ко 4 арифметических действия. 

1. Основные тригонометрические подстановки. Для отыскания интегра- 

лов вида (2.1) можно применить 4 типа подстановок, которые сводят интеграл 

(2.1) к интегралу от рациональной функции нового аргумента 2. 

Универсальная тригонометрическая подстановка: 
= tg(x/2). (2.2) 

_ 2tg(x/2) _ 22 _ 1-tg*(x/2) _ 1-2? 
Имеем SIN X= 1257) 1422? 6087 = Te tp%(x/2) 1+2 
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Из (2.2) следует равенство >= агс 2 ИЛИ x = 2arctg z. Отсюда dx = 2a. 

Сведём все формулы вместе: 
2: _ l—2z2. 2dz 

sin x = ; COS xX ==; dx = ; 2.3 
1+ 22 1+2? 1+ 22 (2.3) 

IIpumep 2.1. il? =>, cosy nlf 2 gy= =| 

2’ 1+22’ "АТ 22 

24 1+ 2?) dz _2 2 tg(x/2) 
=2 t +С = t +C.< 

“|S 3422 = ато Vo Во 43 

Универсальная подстановка иногда может привести к громоздким преобра- 

зованиям. В некоторых случаях полезны другие подстановки. 

Подстановка 

z=sinx. (2.4) 
Подынтегральная функция должна обладать свойством: R(sin x, — cosx)= 

= —R(sin x, COS Xx), т. е. являться нечётной относительно косинуса. 
Определение 2.1. Если в результате выполненной подстановки данный ин- 

теграл становится интегралом от рациональной функции, то говорят, что дан- 
ный интеграл рационализировался. 

Пример 2.2. > Jess = [sin x = z;dz = cos xdx]= [Ч 9х = 
sin? x 

= [4 = [2% =2 _l i +С.4 
— Asin? x 

Подстановка 

2 = С0$Х. (2.5) 
Она целесообразна, когда подынтегральная функция обладает свойством 

К(— sin x, cos x) = —R(sin x, созх), т. е. является нечётной относительно синуса. 
Выполнение подстановки (2.5) аналогично случаю (2.4). Подстановка (2.5) в 
примере (2.2) тоже может быть выполнена, но приведет к более сложному ин- 

тегралу - | = , 

Подстановка 

z= tex. (2.6) 
Она может быть применена, когда подынтегральная функция обладает 

свойством R(— sin x, —cos x)= R(sin x, cos x) или рационально зависит от 

tex= sin x 
COS x 

Рассмотрим сначала последний случай. Из (2.6) следуют равенства: 
dz 

1+ 2? 

‚ T. е. рассматривается интеграл | R(tgxdx. 

x =arctg 2; dx = (2.7) 

Пример 2.3. Вычислить (——& 
P P J sin3 xcos3 x 

dx dx dx (sec*x)? ах 
> | =| z=tgx, == |= = ; — 

J sin? xcos? x 57, с052х J tg? xcos® x J 3х  cos*x 

_ (i+ tg? x)? (1+ 27)? |-- 2 | _ = | ig? x dtgx = | = dz = |2 += + 22 = 25+ 2inl2|+ 2 -+С= 

203



== 2 22 __1 2 . 1 2 4 

5+2 |+ +С=-7 tg x + 2In|tg x +182 х+С. 

2. Интегралы вида | sin” хсоз" x dx, т, п — натуральные числа. Эти интегра- 
лы — частный случай общего вида интегралов (2.1). Если хотя бы одно из чисел 

т или п — нечётное, то выполняется подстановка (2.4) или (2.5). 

Пример 2.4. Вычислить J sin’ xcos? x dx. 
> | sin’ xcos? xdx = J sin’ x(1-sin?x) dsinx = [2 = sin x] = 

= J 24 (1-2)dz = 25/5 — 27/7 + С = 315 х/б — sin’x/7 +C. 4 
Если же оба числа т, п — чётные, TO в принципе может быть выполнена под- 

становка (2.6), но она здесь нецелесообразна, так как приводит к громоздким 
преобразованиям. Лучше понижать степени синуса и косинуса, повышая крат- 

ность аргументов, с помощью формул: 

sin xCcos x = оп 2х; cos? x = 4 + cos 2х); sin? x = 50 — с0$2х). (2.8) 

Пример 2.5. Вычислить | sin? хсоз? хаХ. 
о Рэд... \Jy — > [ sin? xcos? xdx = д] sin? 2xdx = 2] (1 — cos 4x)dx = 

1.1 1—1 gin ay = ox 57 | cos 4xd (4x) = эх 37Sindx+C.<4 

$ 3. Интегрирование иррациональных функций 

1. Интегралы вида | [уе Leg aaa dx . Здесь R(x, и, ..., Vv) 
CX + q CX + q 

ax +b 

cxt+d’ 
в частности, может быть линейной ax +b или просто аргументом x. Интеграл 

рационализируется подстановкой 

— рациональная функция своих аргументов. Дробно-линейная функция 

ax+b GAT? = oh , (3.1) 
сх+а 

где К — наименьшее общее кратное всех показателей радикалов: 

к = НОКОи, ..., п). 

СК П+х ›. Пример 3.1. Вычислить интеграл J = |- ух dx. 
x Vil-x 

1+х 1+х , Р-1 Atdt 
» Сделаем подстановку: =f; =f"; x=—>—; = = 

l-x l-x t- +] (+1) 

получим: J = 
2 2 

+l, 4 4| te 1 dt , интеграл рационализи- += r+) 
ровался. Подынтегральную функцию разложим на элементарные дроби, пола- 
гая t?=z. Имеем 

[2 _ 2 _ A + В 

0+0 @-N)eth z-1 2+ 

Применяем метод частных значений: . _ и 
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2 -4( | | ); [2 =H ] ] 
=— + ; => + , 

(2=0(2+1) 2\z-1 2+1 (t?-l)t?+1) 2\0-1 Р+1 

] at dt 111+] 

бя) 

1х1 Хх rece ies + С. < 
"lig x + Jlox ] 

Пример 3.2. Вычислить интеграл J = | т 

+ arctg ‚|+ C= 

З/х. 

> = HOK(2, 3) = 6. Выполним подстановку х = 2°: 2=5/х; Vx = 233 
, 6254 5. ма; de =625de. J= [9 @ 26) 2 6-1 

=6(23/3— реа c= 2Jx -33/x + 6х —6In(§/x + 1)+C.< 

$ 4. Понятие о неберущихся интегралах 

Определение 4.1. Интеграл называется неберущимся, если он не выражает- 
ся через конечное число элементарных функций, т. е. если сам не является эле- 
ментарной функцией. 

Примеры неберущихся интегралов: 
— 2 x их . 2 2 fewdx, Ге’, [SMXdx, [©08%dy, fsinx?dx, [созх? к, JL, 

Xx Хх x V P(x) 

где P(x) — многочлен выше второй степени. Интегралы последнего типа 
берутся только в частных случаях. 

Глава 3. Определённый интеграл, его свойства 
и методы вычисления 

$ 1. Понятие определённого интеграла 

1. Понятие определённого интеграла. Рассматривается функция f(x), 
определённая на отрезке [a, 6]. 

1) Отрезок [а, 6] разбивается на п произвольных частичных отрезков точка- 
МИ X0 = а, X1, X2, ..., Xn-1, Xn = Ь. При этом а < M1, < х2 <..., хи < Xn = b (рис. 1.1). 

2) В каждом частичном промежутке [х/-1, X,] выбирается произвольная точка 

Ex (хи < < Хх»). 
3) Значение функции f(&) в точке & умножается на длину k-ro частичного 

промежутка: Ax, =x;,— ху, т. е. вычисляется произведение (&)Ахе. 
Ш 

4) Составляется сумма всех этих произведений в, = > /(&,)Ах, , называе- 
k=l 

мая интегральной суммой или суммой Римана. 
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5) Величина 2, = max Ax, называется рангом дробления промежутка [а, b] на 
k 

части. При A—0 длина каждого частичного промежутка стремится к нулю. 

Xj=a xy Xk-! ХЕ XH] b=x, 

Рис. 1.1. Разбиение промежутка [а, b] на частичные промежутки [Xk-1, Xk] 

с точками & КЕ], 2, ..., ПН 

Определение 1.1. Если при A-0 существует конечный предел интеграль- 

ной суммы си, не зависящий ни от способов дробления промежутка [a, Ь] на ча- 
стичные, ни от способов выбора точек &, то он называется определённым инте- 

b 

гралом от функции f(x) Ha промежутке [a, b] и обозначается символом | f(x)dx. 
a 

Итак, 

[ Годах = lim) Ey. (1.1) 
Переменная х называется переменной интегрирования (интеграции), f (x) — 

подынтегральной функцией, числа a, Б — пределами интеграла (нижним и верх- 
ним), произведение f(x)dx — подынтегральным выражением. 

Функция, для которой существует определённый интеграл по заданному 

промежутку, называется интегрируемой по этому промежутку. 
Классы интегрируемых функций указываются следующими теоремами. 
Теорема 1.1 (необходимое условие интегрируемости). Если функция инте- 

грируема на отрезке [а, b], то она ограничена на этом промежутке. 
Теорема 1.2 (1-е достаточное условие интегрируемости). Если функция 

непрерывна на замкнутом промежутке [а, 6], то она интегрируема на этом про- 
межутке. 

Теорема 1.3 (2-е достаточное условие интегрируемости). Если определён- 

ная и ограниченная на замкнутом промежутке [а, 6] функция непрерывна на 

нем, за исключением, быть может, конечного числа точек, то она интегрируема 
на этом промежутке. 

Указанные в теоремах 1.2 и 1.3 два класса функций практически исчерпы- 

вают все функции, встречающиеся в приложениях. В дальнейшем будет пред- 
полагаться, что рассматриваются только эти классы функций. 

2. Физический смысл интеграла. Укажем несколько вариантов физиче- 

ской интерпретации интеграла. 

1) Путь, пройденный материальной точкой со скоростью V(t) за время от 
момента 7! до момента 72, равен определенному интегралу от скорости по про- 

межутку времени движения: 
Ty 

s=|v(t)dt. (1.2) 
q 

2) Macca т прямолинейного стержня, расположенного на промежутке [а, 6] 
оси Ох и имеющего линейную плотность распределения массы р(х), равна 

206



определенному интегралу от плотности по промежутку [а, 6]: 

т = р (х) ах: (1.3) 

3) Работа А переменной силы F(x), действующей вдоль пути и переме- 
щающей материальную точку в пределах отрезка [а, 6] оси Ох, равна опреде- 
ленному интегралу от силы по отрезку пути: 

А= | Е(х)ах: (1.4) 

3. Геометрический смысл определенного интеграла. Криволинейной 
трапецией называется фигура, ограниченная графиком функции у =f (x), осью 
абсцисс и прямыми X =аих=Ь (рис. 1.2). 

KS 

v= f(x) 

2 
O а р 

Рис. 1.2. Криволинейная трапеция 

Если функция у=/(х) непрерывна и неотрицательна на отрезке [a, 5], то 
площадь 5 криволинейной трапеции, ограниченной графиком этой функции и 

опирающейся на отрезок [a, 5], определяется формулой: 

= Г(х) ах. (1.5) 

4. Определенный интеграл в экономике. Пусть функция y=y(t) — про- 
изводительность труда в зависимости от времени [. Тогда объём у продук- 
ции, произведенной за промежуток времени с момента [ = fp до момента # = 

Г, выражается интегралом от y(t) по отрезку [1, Т]: 

v= [ode 

Замечание 1.1. Применение определенного интеграла в экономических за- 

дачах более подробно будет рассмотрено далее в $ 3 гл. 5. 

$ 2. Свойства определённого интеграла 

Изучаемые далее свойства определённого интеграла позволяют вывести 
формулу для его вычисления (формула Ньютона — Лейбница), а также облегча- 
ют действия с интегралами. Будем считать, что все ниже фигурирующие функ- 

ции интегрируемы на своих промежутках. 
Прежде всего, заметим, что определённый интеграл не зависит от обозначе- 

ния переменной интегрирования, т. е. 

jf (x)dx =f f(t)dt- (2.1) 

Свойство 1 (06 интеграле с равными пределами). По определению примем 

I f(x) dx =0- (2.2) 

Свойство 2 (о перемене местами пределов интегрирования). По определе- 

нию примем 
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рлодах = f(x)dx- (2.3) 

Эти два свойства распространяют применение понятия определённого инте- 
грала на случаи, не охваченные его первичным определением. 

Свойство 3 (линейность интеграла). 

след + с, деду = с] додак+ Cf Дод. 2.4 
Частные сл чаи: | 

1) ГИодах= Ch годах. (2.5) 

(Постоянный множитель можно вынести за знак определенного интеграла). 

2) [лсд роде = | Addr # | Heder. (2.6) 
(Определённый интеграл OT суммы или разности функций равен сумме или 

разности определённых интегралов от слагаемых). 
Свойство 4 (аддитивность интеграла по промежутку). Если промежуток 

[а, 5] точкой с разбит на два промежутка [а, с] и [c, 6], то определённый инте- 
грал от функции f(x) по всему промежутку равен сумме интегралов от этой 

функции по частичным промежуткам: 
b с b 

| Ff (x)dx = | Ft (x)dx + | S(x)dx. (2.7) 

Замечание 2.1. Свойство 4 остается справедливым, если точка с совпадает с 

концами промежутка или находится вне промежутка [а, 6]. 
Свойство 5 (о знаке интеграла). Определённый интеграл от функции Хх), 

неотрицательной на промежутке интегрирования [а, 5], также неотрицателен: 

| f (x)dx>0. (2.8) 

Свойство 6 (об интегрировании неравенства). Если на отрезке [a, b] для 
функций / (x) и Ф(х) справедливо неравенство / (x) < Ф(х), то и для интегралов OT 
этих функций верно неравенство 

| Ff (x)dx [ободе (2.9) 

Геометрически при f(x) > 0 это означает, что для площадей Si и 52 криволи- 
нейных трапеций, ограниченных графиками функций у =f(x) иу = Q(x), выпол- 
няется неравенство 51 < 52, при этом обе трапеции опираются на отрезок [а, 6] 
(рис. 2.1). 
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Свойство 7 (06 оценках интеграла). Если на промежутке интегрирования 
(a, 6] функция f(x) удовлетворяет неравенству т < f(x) < М, то для интеграла OT 
этой фунцкии справедливо неравенство 

m(b-a)<| f(x)dx <М(-а). (2.10) 

Геометрически при т > 0 это свойство означает, что площадь криволиней- 

ной трапеции, выраженная данным интегралом, не меньше площади входящего 
прямоугольника и не больше площади выходящего прямоугольника (рис. 2.2). 

Замечание 2.2. Неравенство (2.9) дает оценки интеграла сверху и снизу. 
AY ий hy 

AY 

_ x 
О о “ ° O a с ь > 

Рис. 2.1. Иллюстрация свой- Рис. 2.2. Иллюстрация Рис. 2.3. К теореме о 
ства 6 об интегрировании свойства 7 об оценках среднем 

неравенства определённого интеграла 

Свойство 8 (06 оценке модуля интеграла). Модуль интеграла не превосхо- 
дит интеграла от модуля подынтегральной функции: 

годах < Гоа, a<b. (2.11) 

$ 3. Теорема о среднем для определённого интеграла 

Теорема 3.1 (теорема о среднем). Если функция f(x) непрерывна на отрезке 
[а, 6], то в нем существует точка с такая, что выполняется равенство 

| Уодах =f е\ь-а). (3.1) 

Геометрический смысл равенства (3.1). Если f(x) > 0 на отрезке [a, 5], To 
площадь криволинейной трапеции, выраженная данным интегралом, равна 

площади прямоугольника с основанием (5 — a) и высотой f (c) (рис. 3.1). 
> Ввиду непрерывности функции f(x) на отрезке [a,b] она, в силу теоремы 

Вейерштрасса, принимает на этом отрезке свои наименьшее и наибольшее зна- 
чения: ти М. Отсюда mS f(x)<M на [a,b]. Тогда верна формула (3.1): 
b 

| Ff (@dx=p(6—a) , где U — число, находящееся между значениями функции т и М. 
а 

По теореме Больцано — Коши функция f(x) принимает это промежуточное зна- 

чение в некоторой точке с отрезка [a,b]: и = / (с) и формула (3.1) переходит в 

формулу (3.2). < 
Определение 3.1. Число pt, определяемое равенством 
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и = Е) f(x)dx> (3.2) 

называется средним значением функции f(x) на промежутке [a, b] (точнее: 
интегральным средним функции на промежутке). 

Пример 3.1. Найти среднее значение функции y= x7 на отрезке [0, 2]. 
2 

3 o 

x lf, _ 1 _1 24 ы и =] = 8=3.4 

$ 4. Определённый интеграл с переменным верхним пределом. 

Теорема Барроу. Формула Ньютона — Лейбница 

Рассмотрим интеграл с переменным верхним пределом 

Ф(х) = [Г(1) а - (4.1) 

Он является функцией верхнего предела х. 
Теорема 4.1 (0 непрерывности интеграла с переменным верхним пределом). 

Если функция f(x) интегрируема по промежутку [а, 6], то функция D(x), 
хе [а, 6], из (4.1) непрерывна на промежутке [a, 5]. 

Теорема 4.2 (теорема Барроу, bappoy И. (1630-1677) — английский матема- 

THK, учитель Ньютона). Если подынтегральная функция f(x) непрерывна в про- 
межутке [а, 6], то для любого x из промежутка [а, 5] справедливо равенство 

D(x) =f): 

4 (x) = fe) оа = f(x). (4.2) 
Итак, производная интеграла с переменным верхним пределом от непре- 

рывной функции равна подынтегральной функции, взятой на верхнем пределе 

интегрирования. 
Замечание 4.1*. В общем случае, когда подынтегральная функция не явля- 

ется везде непрерывной в промежутке интегрирования, равенство (4.2) сохра- 
няется во всех точках непрерывности подынтегральной функции. 

Следствие из теоремы Барроу. Для всякой непрерывной на отрезке [а, 6] 
функции f (x) существует в этом промежутке первообразная. Одна из первооб- 
разных для f(x) — интеграл (4.1) с переменным верхним пределом. 

Теорема 4.3 (формула Ньютона — Лейбница, Г Лейбниц (1646 — 1716) — 

немецкий математик, физик, философ). Определённый интеграл от функции, 
непрерывной на отрезке [а, 5], равен разности значений любой её первообраз- 
ной, взятых на верхнем и нижнем пределах интегрирования: 

{ f(x)dx = F(b)- F(a) = F(x)’. (4.3) 
Здесь F(x) = f(x). 

x 

> Интеграл с переменным верхним пределом M(x) = | f(t)dt в силу теоремы 
a 

Барроу есть одна из первообразных для подынтегральной функции f(x). Пусть 
F(x) — ещё одна из первообразных. Тогда Ф(х)=Р(х)+С, ибо две любые пер- 
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вообразные для одной и той же функции f(x) отличаются лишь на постоянную. 

Найдём эту постоянную, положив в последнем равенстве х = а получаем 

Ф(а) =Е(а)+С, поэтому С=Ф(а)-Е(а)=-Е(а). И, следовательно, 

Ф(х)= Г да =F (x) + C=F(x)- F(a). 
a 

b 

При x=b имеем Ф(Ь)= | f(t)dt=F(b)- F(a). Это есть иной вид записи 

формулы (4.3). < 

| 1 1 
Пример 4.1. и ==—-0=-=. 

5|, 5 5 0 

2 
| =e!-e?, 

2 

Пример 4.2. [еб =-е” 
| 

$ 5. Интегрирование по частям в определённом интеграле 

Формула интегрирования по частям в определённом интеграле аналогична 

такой же формуле для неопределённого интеграла: 

i dv = uv’ ~fvdu- (5.1) 

Здесь и= u(x), у = v(x) — функции, непрерывно дифференцируемые на [а, 6]. 

du = ах 
vy=-—cosx 

m2 

Пример 5.1. [х п xdx = и=х 
р р 4 хэш xdx dv =sin хах 

m2 
1/2 

=— XCOS x|, + | cos xdx = 

0 
_ СД д . ye _ 
=-5.60$ =+0-cos 0+sin x1, =1. 

Пример 5.2. 

с и=шх|аи = ах e € | 
[Inxdx = x =хшх|, —Jx—dx =elne—Inl—x|f=e-e+1=1. 

dy=dx| v=x 1 4 

$ 6. Замена переменной в определённом интеграле 

Теорема 6.1. Пусть: 
1) функция f(x) непрерывна на отрезке [а, 6]; 
2) функция x=(f) определена на промежутке [а, В] и имеет там непрерывную 

производную ~ (tf) (следовательно, и сама функция ~(t) непрерывна на [a, В]); 
3) p(t) — строго монотонная функция на [ча В]; при этом 

а= (a); 6 = $(р). (6.1) 
Тогда справедлива формула 

уодах = Фа. (6.2) 
Замечание 6.1. Вместе с заменой переменной интегрирования по формуле 

x = o(f) меняются и пределы интеграла по формуле (6.2). Возвращение к старой 
переменной не требуется. 
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Пример. 6.1. Вычислить интеграл J = | Ja? — x? dx. 
0 

» Подстановка x=asint,0<t<71/2;  JVa*-—x*=acost; dx=acostdt; 

x=0>t=0; x=a>t=7/2.Umeem: 

п/2 п/2 =a (cos? и = 2 а? [1512 =a J=a Joos tdt > J (1+ с0820 4 > +9121] у 

2 2 2 
ГЕ: г 2 |. 2 

Пример 6.2. Вычислить интеграл J == dx=|x?-xe* dx==| xe" dx? . 
0 0 0 

lf_- 
> Подстановка x7 =z; х= 0>2=0; х=2>2=4; => ze-dz . Далее инте- 

0 
грируем по частям: и=2; dv=e7dz; du=dz; у=е*. 

If 4 _ toe 4)_ ly. 34a! 
Ja, дез — |: = 4 (4e+ с) = дея -e' +=“ +). < 

Замечание 6.2 (06 интегралах по промежутку, симметричному относн- 
тельно начала координат). Для функции f(x), интегрируемой и чётной на про- 

межутке [-а, a], симметричном относительно точки х = 0, справедливо равенство 

TV ходах = 2} удах» (6.3) 

а для нечётной — равенство 

i f(x)dx =0- (6.4) 

m6 

Пример 6.3. He вычисляя интеграл J = | е-х sin3xdx , показать, что л=о. 
—1/6 

> Подынтегральная функция является нечётной, а промежуток интегриро- 

вания симметричным относительно точки х = 0, поэтому J = 0 в силу формулы 

(6.4). < 

Глава 4. Несобственные интегралы 

$ 1. Интегралы по бесконечному промежутку 

(Несобственные интегралы первого рода) 

Эти интегралы называются также интегралами с бесконечными пределами. 

Пусть функция f(x) определена на бесконечном промежутке [а, +<э) и интегри- 

руема на всяком конечном промежутке [а, 6] с [a, +<э). Если существует конеч- 
ный или бесконечный Jim fF f(x) ах › ТО OH называется несобственным интегра- 

bata, 

лом первого рода от функции f(x) по промежутку [а, +<э) и обозначается симво- 
лом *Г г(х)ах - Итак, по определению 
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ТТ лох) ах = lim f f(x) de. (1.1) 
Аналогично 

J SG) ах = lim J f(x) dx. (1.2) 

J rood = = lim fra. (1.3) 
pb 400 a 

В формуле (1.3) переменные a и b стремятся к своим пределам независимо. 

В формулах (1.2), (1.3) полагается, что функция f(x) интегрируема на любом ко- 
нечном промежутке, входящем в соответствующий бесконечный промежуток, и 
существуют указанные конечные или бесконечные пределы, которые и назы- 
ваются несобственными интегралами первого рода. В случае конечных преде- 
лов (1.1) — (1.3) говорят, что данный интеграл сходится. Если предел не суще- 

ствует или бесконечен, то рассматриваемый интеграл называется расходящим- 
ся. В случае, когда пределы (1.1) — (1.3) не существуют (ни как конечные, ни 
как бесконечные), соответствующий несобственный интеграл понимается лишь 
как символ. Далее для простоты полагается, что подынтегральная функция не- 
прерывна в данном бесконечном промежутке. Этого достаточно для большин- 
ства приложений. 

Геометрический смысл несобственного интеграла первого рода. Если 

f(x) > 0, то несобственный интеграл первого рода численно равен площади бес- 
конечной криволинейной трапеции, опирающейся на промежуток интегрирова- 

ния. Для интеграла по промежутку [а, +<э) такая криволинейная трапеция изоб- 
ражена на рис. 1.1. 

KY 

A
S
S
A
S
S
I
N
 

| 
\ 

O 

Рис. 1.1. Бесконечная криволинейная трапеция с основанием [a, +) 

© 

b b 
Пример 1.1. Е. dx _ — lim ax. = lim _1 = lim | _ i) =]. Интеграл cxo- 

р" Х- +co Х | р->-+ео 

дится. 
b 

Пример 1.2. Tae lim |= ах = Jim [2/5 )= im ( lim (2% - 2) = too. Инте- 
1 x В+ | x 

грал расходится. 

Пример I. 3. 

dx п И xl" |= Ь— АА =д. Ин- Jr =i Ff >= lim (aretg x’ )- lim (aretg > — arctg a) = > Я и 
—o0 

h—-+e0 b— ео 

теграл сходится. 

Замечание 1.1. Интеграл (1.3) можно рассматривать как сумму интегралов 
по промежуткам (—, а], [a, +00), а — любое число. Несобственный интеграл 
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(1.3) сходится тогда и только тогда, когда сходятся оба слагаемых интеграла. 

$ 2. Простейшие свойства несобственных интегралов первого рода 

Теорема 2.1 (свойство аддитивности). Пусть а< л. Если сходится инте- 

грал ‘Г г(х) ах › ТО сходится интеграл *Г г(х)ах , и наоборот. При этом 
a A 

TP fdx = f(odx+ Pf f(x)dx- (2.1) 

Теорема 2.2 (свойство линейности). Если сходятся интегралы 
T A(x)dx> Т fo(x) dx» ТО сходится и интеграл ‘г [C\ f(x) + С, fo(x)]dx> И спра- 

ведливо равенство 

ео 

Поло+с. од с, [лода+ с, far. (2.2) 
a 

Теорема 2.3. Если интеграл *? f(y) dy сходится, TO 
а 

lim "Г f(x)dx = 0° (2.3) 
Arto 4 

Аналогичные теоремы имеют место и для других интегралов с бесконечны- 
ми пределами. 

Формула Ньютона — Лейбница для несобственного интеграла первого 

рода. Подынтегральная функция f(x) предполагается непрерывной на проме- 

жутке интегрирования, а потому она на этом промежутке имеет первообразную 
F(x). Если существуют пределы lim F(x) = Е (+e), lim F(x) = Е(—), то имеют 

x х—-—с 

место формулы: 
+00 ео 

J f(x)dx = F(x)[" = Е(+=)- F(a), (2.4) 

| f(x)dx = F(x)! = F(b)- F(-), (2.5) 

f(x) ах = (= Е (+=) -Е(-=). (2.6) 

Пример 2.1. Вычислить интеграл | - abe —. 
| x7 (1+ x") 

+00 

te dy et I aon ] — 0+1 пп. 4 
(+x?) = ttm (5 +) АХ arctgy | =0+1 214-14 

re ax Пример 2.2. Вычислить интеграл | >. 
= (1+|[х |) 

о __o‘f_dx___»_1 |" 0+2=2.4 
-® (1+|[х|). 0 (1+х)? 1+ хр 

На сходящиеся несобственные интегралы распространяются формулы инте- 
грирования по частям и замены переменной. 

oo 

Пример 2.3. Вычислить интеграл | xe-*dx. 
а 
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_ co eo _,.[te° du = dx |= — хе- x{* +f e-xdx = 0-е = 
v=-—-e-* 

oo — хех |, ИХ J xe-sdx = | gy = е-хах 

Пример 2.4. Вычислить интеграл J = i dx 

» Сделаем подстановку: J/x =z; х=2?; dx =2zdz; x =4>2=2; 

x—-+0 => 79 FOO. Имеем: 

г (2+10- 1 _ 
v= 2) asp zp 2] (z+); tds =2[ (oe ay te 

=(- ~ =2/3-1/9=5/9.<4 

$ 3. Интегралы от неограниченных функций 

(Несобственные интегралы второго рода) 

Пусть функция f(x) непрерывна на полусегменте [a,b) и Г(х) -› © при 

x > b-0. Тогда по определению 

{f(x)dx = lim "J" f(x)dx- (3.1) 

Аналогично, если функция f(x) непрерывна Ha полуинтервале (a,b] и 

f(x) > © при x > а+0, то по определению 

I r(x)dx = lim | Уса - (3.2) 
Если пределы (5.1), (5.2) существуют (как конечные или как бесконечные), 

то они называются несобственными интегралами второго рода от функции 

r(x) По промежутку [а, 5]. Если эти пределы конечны, говорят, что данный 

несобственный интеграл сходится, в противном случае — расходится. Когда 
пределы (5.1), (5.2) не существуют (ни как конечные, ни как бесконечные), со- 
ответствующий несобственный интеграл понимается лишь как символ. 

Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, 5] за исключением точки с, 
а<с<Ь, и при этом f(x) > © при x —> с, то по определению полагают 

1 о) ах = | f(x)dx + f(x)dx- (3.3) 
Интеграл по промежутку [а, 5] по определению считается сходящимся тогда 

и только тогда, когда сходятся оба слагаемых интеграла в формуле (5.3) по 
промежуткам [а, с] и [c, Db]. 

-£ 

Пример 3.1. {dx = lim | x73dx = Пт3хВ| "= lim(-3%/e +3)= 
2 - 3) xX e+0 = =—+0 #—+0 

! 
Пример 3.2. ia ax = lim ax — = limInx|. = = lim(In] — 1=) =+ee. Интеграл pacxo- 

E3408 X =—+0 #—+0 

AUTCA. 
ee 3.3. 

3 | 3 1 1-Е 3 

Ра [1-х + lim [(-х) de = 
1-х x 0-х | 3/J—x Е—+0 О 5—0 
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= Шт (3.223 +3.]+ на [-33/4+3.3/6? )=3(1- 3/4). lim ( 3 +3) tim 33a +3 0° | 34-4) 

На несобственные интегралы второго рода (5.1) и (5.2) переносится форму- 

ла Ньютона — Лейбница 

| f(x)dx = F(b)- Е(а). (3.4) 
Здесь F(x) — первообразная функция, непрерывная в точке а справа, а в точ- 

ке b — слева. Её существование предполагается. При этом по определению 
F(b)= lim F(x); Е(а)= lim F(x). (3.5) 

х—>-0 х—>а+0 

Пример 3.4. Вычисление интеграла в примере 3.1 может быть записано 
следующим образом: 

0 
dx _ 4413)9 _ _ Jas = 3x13)" =0-(-3)=3. 

_1| od 

Геометрический смысл несобственного интеграла второго рода. Pac- 

смотрим сходящийся интеграл вида (3.1) при условии, что функция f(x) неотри- 
цательна и непрерывна на полусегменте [а, 5). 

hy 

UY 
Ol a b 

Рис. 3.1. Бесконечная криволинейная трапеция, 

соответствующая несобственному интегралу второго рода вида (3.1) 

Этот интеграл равен площади бесконечной криволинейной трапеции, огра- 
ниченной промежутком [а, 6], графиком функции f(x) и вертикальной асимпто- 

той графика x = b (рис. 3.1). 

$ 4. Свойства несобственных интегралов второго рода 

Эти свойства аналогичны свойствам несобственных интегралов первого ро- 

да. В этом случае f(x) непрерывна на полусегменте [а, Б) и (х)юо при x-b-0. 
Теорема 4.1 (свойство аддитивности). Пусть а<сс<ь. Если сходится ин- 

теграл по промежутку [а, 6], то сходится и интеграл по отрезку [с, 6], и наобо- 
рот. При этом выполняется равенство 

b c b 

| f(x) dx =| f(x) dxt | f(x) de. (4.1) 

- . b 
Теорема 4.2 (свойство auneunocmu). Если сходятся интегралы f f;(x) dx и 

а 
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| f(x) dx , то сходится интеграл {IC Ss, (х)+С, Л, (х)] ах и верно равенство 

PC (x) + С, Л, (х)]ах = С] (дах + С,] f(x) 4х. (4.2) 
b 

Теорема 4.3. Если сходится интеграл | | f (x)|dx ‚ то подавно сходится инте- 
a 

грал (f(x) dx . 

Определение 4.1. Если сходится интеграл от модуля подынтегральной 
функции, то несобственный интеграл от данной функции называется абсолют- 
но сходящимся. Если данный несобственный интеграл сходится, а интеграл от 
модуля подынтегральной функции расходится, то данный интеграл называется 

HEAOCOMOMHO сходящимся или условно сходящимся. 
Замечание 4.1. На несобственные интегралы второго рода распространяют- 

ся методы интегрирования по частям и замены переменной. 

и = шх | du = (Их) a 
Пример 4.1. =} ST NE =хшх| — | Ах = р р пи ae vex | xIn x], |4 

= ш1- lim хшх- 1 =-1, так как по правилу Лопиталя xInx -> 0. 
x73+0 x7+40 

Замечание 4.2.Точки, в которых подынтегральная функция терпит разрыв, 

обращаясь в бесконечность, называют особыми. К особым точкам относят так- 

же несобственные числа + в случае несобственных интегралов первого рода. 

Глава 5. Приложения определенного интеграла 

$ 1. Вычисление площади фигуры 

в прямоугольных декартовых координатах 

Если функция у = f(x) непрерывна и неотрицательна на отрезке [а, 6], то 
площадь S криволинейной трапеции (рис. 1.1), ограниченной графиком этой 
функции и опирающейся на отрезок [а, 6], определяется формулой ($ 1, гл. 3): 

S={f(x)dx- (1.1) 

Пример 1.1. Вычислить площадь, ограниченную эллипсом 
2 

|. (1.2) x —= 
a- b- 

» Ввиду симметрии эллипса относительно осей координат (рис. 1.2) доста- 
точно вычислить площадь одной четверти фигуры, а затем учетверит резуль- 
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ЛУ 

т КА 

x 

i 
а. $ o 

X 
> р —b O 

Рис. 1.1. Криволинейная трапеция Рис. 1.2. Эллипс 

тат. Из (1.2) находим y=bJa*—x*/a. Тогда в силу (1.1) получаем 

$ = 4[2. Ja? —х2 ах = 48 fa —х? ах. Сделав подстановку Хх = аз Ё, получаем 
а а 0 0 

dx = acostdt;x=0 >t=0,x =a>t=1n/2. Поэтому 

5 =42 [| Ма? — а? 5т22:ас08 КЕ =4ab [со52 #44 = 4ab [ on dt = 
0 0 0 

‘9 

= Dab + sin 21] = Tab. 
0 

Итак, площадь, ограниченная эллипсом с полуосями а и р, равна mab . 

$ 2. Вычисление объёма тела через площади его сечений 

Рассмотрим некоторое тело (Г), содержащееся между плоскостями х=аи 
x= b, и станем рассекать его плоскостями, перпендикулярными к оси Ох 
(рис. 2.1). Если S(x) — площадь сечения тела плоскостью в точке с абсциссой x, 

то объём Г этого тела равен 

и = [5694 (2.1) 

Пример 2.1. Найти объём тела, ограниченного эллипсоидом с полуосями 

а, b, с (рис. 2.2): 
.2 2 22 

x + У + —-—_=|]|. (2.2) 
a ob с? 

» В сечении эллипсоида (2.2) плоскостью, параллельной плоскости Oyz, в 

Ve
 

Puc. 2.1. Тело (И) и его сечение плоско- Рис. 2.2. Эллипсоид 
стьо, перпендикулярной оси Ох 
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> В сечении эллипсоида (2.2) плоскостью, параллельной плоскости Oyz, в 
> 2 2 

точке м сабсциссой х получится эллипс ^^ +— 2 _=1 с полуосями 
b2(1-2=) 2 1-^ 

а? а? 

МО-= b(1 — x7 /a’) и MR = с(1-х? /а^). Фигура, ограниченная этим эллипсом, на 
рис. 2.2 заштрихована. 

Площадь 5(х), ограниченная эллипсом с полуосями МО и MR, как следует из 
примера 1.1, равна 5(х) = л-МО-МЕ = пьс(1 — x /а). Отсюда в соответствии с 

a 

(2.1) umeem V = [ SQdr= = J mbe(1-25 a= льс[х- х 7 = пбс(а —a/3 +a -— 
3a? 

—a 

— a/3) = 4nabc/3.<4 
Частный случай — объём тела вращения. Пусть фигура, ограниченная ли- 

ниями xX = a,x = b, у = 0, у = f(x) (рис. 2.3), вращается вокруг оси ox . Найти 
объём и получающегося при этом тела вращения. 

» Это легко сделать при помощи формулы (2.1), если учесть, что сечение 

тела вращения (V) плоскостью, пересекающей ось Ох в точке х, есть круг ради- 
уса у = f(x). Отсюда S(x) = пу’, и, следовательно, 

и = п| у?ах. (2.3) 

При использовании формулы (2.3) надо заменить у функцией f(x), входящей 
в уравнение y= f(x). < 

AY 

y=f(x) AY y=sinx 

Ve
, 

о а 

Рис. 2.3. Тело вращения вокруг оси Ox Рис. 2.4. Иллюстрация к примеру 2.2 

Пример 2.2. Найти объем V тела, образованного вращением фигуры, orpa- 
ниченной осью Ox и полуволной синусоиды y=sin x (рис. 2.4). 

т д п] — 2 

> V =n{ уфе =n sin? xdx =n) - cos2x < 
2 2 0 0 0 

$ 3. Вычисление длины дуги кривой 

Наряду с вычислением площадей плоских фигур и объёмов тел одной из 

важнейших геометрических задач, решаемых методами интегрального исчис- 
ления, является нахождение длины дуги кривой. 

Рассмотрим дугу АВ плоской кривой, являющейся графиком функции 
y=f(x), имеющей на промежутке [a, 5] непрерывную производную f (x). Дуга 
АВ, определяемая уравнением у = f (x), в этом случае называется гладкой. 
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Функция „Л+ /.?(х) непрерывна на [a,b], это следует из непрерывности 

Г@). Для длины Lo дуги гладкой кривой y = f(x), содержащейся между точками с 
абсциссами х=а И х=ь, справедлива формула 

L=|Jl+y?dx. (3.1) 

При использовании формулы (3.1) надо заменить у функцией f(x), входящей 
в уравнение у =f(x). 

| 
Пример 3.1. Найти длину дуги кривой у == -—=, 1<х<3. 

1) » 1. 1 5,1. 1 г) 
Pity =1+| x-—] =1+х + Ех Е =] x+ 

ry |: i) . 2 «16x? . 2 «16x? c a 

В силу формулы (3.1) получаем: 

т т ei Voit 
= = x+— Хх = > — = 2 xX = — . < L I+ y dx (x47. dx ча [5 hs] 4+3 

$ 4. Приложения определённого интеграла 
к экономическим задачам 

Рассмотрим следующую типовую задачу. Предприятие выпускает однород- 
ную продукцию. Производительность труда с течением времени от момента № 
меняется по некоторому закону, задаваемому функцией f(t). Требуется найти 
объём продукции, произведённой за промежуток времени [н, 12]. Функию ДК 
будем предполагать непрерывной на этом промежутке. 

Пусть О -— искомый объём продукции, а ДО — объём продукции, выпущен- 

ной за промежуток времени [1 Е#А{. Если бы производительность труда ff) за 

этот малый промежуток времени не менялась, TO AQ = КРАЕ. Если она меняет- 

ся, то это произведение есть лишь главная часть АО, пропорциональной Af, что 

можно записать в виде 

АО =f (At + o(AD). (4.1) 

Здесь o(At) — бесконечно малая более высокого порядка, чем АЕ o(At)/At > 0 

при At50. Действительно, за бесконечно малое время At функция /(2) изменится 

на бесконечно малую величину Af, что в произведении с Af даст бесконечно 

малую высшего порядка, чем Af. Эта бесконечно малая отнесена в O(AL). Итак, 

первое слагаемое /(Г)ДЁ в формуле (4.1) есть главная часть AQ, объёма выпуше- 

ной продукции за промежуток времени [№ #.А{, пропорциональная At, т. е. по 

определению — это дифференциал функции А4О( = КОАЕ Интегрируя диффе- 
ренциал в пределах 7; и 72, находим 

0= [40 -| ое. (4.2) 

Пример 4.1. Изменение производительности труда с течением времени от 

начала внедрения нового технологического процесса задаётся функцией 
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2(t).=1+0,25/t , где t — время в месяцах. Найти объём продукции, произведённой 

за восьмой месяц года, считая от начала внедрения рассматриваемого нового 
технологического процесса. 

» По формуле (4.2) получаем 
8 

O(8) = {a + 0.253/t))dt = [ + S| =11. < 
0 1=8 

Пример 4.2. Задана функция предельных издержек 

MS =3х* —30x+100, хе [0, 40]. 
Найти функцию издержек 5(х) и вычислить издержки при производстве 

10 единиц продукции, если известно, что издержки для производства пер- 

вой единицы продукции составляют 50 денежных единиц. 

> Функцию издержек находим интегрированием 

S(x)= [3х —30х+100) ах = x* -15x7 +100х+С. 

Константа С определяется условием S(1) = 50, так что С =50, ибо 5(0) = 

0. Получаем функцию издержек 5(х) =x° -15х* +100x+50. Подставляя x = 

10, находим S(10)= 550 (ден. ед.). < 

Пример 4.3. Определить величину начального вклада ПП, если выплаты 
по вкладу равны 5 =150 ден. ед. ежегодно в течении пяти лет, а процентная 

ставка равна р = 5% в год. 
» Используя формулу из [5], получаем 

5 5 
IT = | Se?! dy = [150-3 dt = 657 (ден. ед.). < 

0 0 

Глава 6. Задания для проверки качества усвоения 
раздела 6 

$ 1. Задачи для самостоятельной работы 

Вычислите интегралы: 

1, (2 __ — т 2 dx 3. | xsin(3x +5) dx ; 

4. ая 5. J 6. js 

7. je ee 8. J 9. jas 

10. [ sin? xcos*xdx;3; И. ly? 12. im o = 

13.j AOS 14. SS 5 вр 

16. Вычислите определённые интегралы: 
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1/2 

a) fa 3x)e3*dx; 0) [а хс053 x dx ; | ет 

17. Вычислите или установите 5 асходимость несобственных интегралов: 

a) [zs xa -;6) [rena Fae , о. 

18. aren площадь фигуры, ограниченной линиями: 

=(x-2)?, у=4х-8. 

19. Вычислите объём тела, полученного вращением вокруг оси абсцисс фи- 

гуры, ограниченной дугами парабол у? =х, х?=у. 

20. Вычислите длину дуги кривой y=Inx, -/3 < х<.8. 

21. Изменение производительности труда с течением времени от начала 

внедрения нового технологического процесса задаётся функцией 2(1).=./4+0,51 

где ¢ — время в месяцах. Найти объём продукции, произведённой: за десятый 

месяц года, считая от начала внедрения рассматриваемого нового технологиче- 
ского процесса. 

22. Задана функция предельных издержек: MS = 6x 7 — 40x + 100, 
хе [0, 40]. Найти функцию издержек 5(х) и вычислить издержки при произ- 
водстве 10 единиц продукции, если известно, что издержки для производ- 
ства первой единицы продукции составляют 150 денежных единиц. 

23. Определить величину начального вклада II, если выплаты по вкладу S = 
= 100 тыс. руб. ежегодно в течении Т = 4 лет, а процентная ставка р = 7 % в год. 

Ответы к задачам для самостоятельной работы 

| | 
1. Sg aresin seid +С.2. 1 Laresin 2 xy c.3._ x cos( = + 5) + sin( =x + 5) 

4. —21n wt vx-1[+C .5. —0.5xV1—x?2 +0.5arcsinx+C. 

6. 2arctg Vet -1+С. 7. ae +7¢In 

+С. 

x 16 

(2x-1)7(2x + 1)9 | 

8. 2Jx —44/x + 4nd +4/x)+C. 9. 2-52-12 -aretg( AE? Jac. 

10. 1560$ 3 x(3cos?x-5)+C- 11. In———— 

13. —2Vl—x-—- x2 — 9arcsin 2x +1 +C. 14. | arcsin a= +C- У Bi 
15. + arctg (V2 - tgx)+C° 16. a) (x+1/3)e*—-1/3; 0) 2/15; B) 1/4. 

2 

17. а) расходится; 6) 1; в) расходится; г) 2/12 +(2/3)In2-VIn2. 

18. 32/3. 19. ЗА1С. 20. 1+0.51n(3/2). 21. 36. 22. 1150. 23. 348 тыс. руб. 
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$ 2. Контрольные вопросы к разделу 6 

1. Какая функция называется первообразной по отношению к функции f(x), 
заданной на данном промежутке? 

2. В чем состоит свойство линейности для неопределенного интеграла? 

3. Запишите формулу интегрирования по частям в неопределенном инте- 

грале. 
4. Какую подстановку нужно выполнить для рационализации интегралов 

ЕСА), Ja(s. [eB | 
7х+д 

5. Какой интеграл называется неберущимся? 
6. Сформулируйте достаточное условие существования первообразной. 

7 Чему равен [Е Е” (хх? , | dF (x)? 

| 
8. Покажите, что функции Е (х)=-5с082х; F(x) = x являются перво- 

образными одной и той же функции на числовой оси. 
9. Докажите справедливость формулы для табличного  интегра- 

ла | x"dx;(n #-1.). 

10. Докажите справедливость формулы для табличного интеграла | oe 
a’ + 

dx 

x + px+q 

dx 
А, 

fix” + px+q 

13. Вычислите с помощью интегрирования по частям | xsin axdx . 

11. Вычислите интеграл [= {4 -- < 0} сведя его к табличному. 

12. Вычислите интеграл | сведя его к табличному. 

14. Запишите формулу, определяющую определенный интеграл как предел 
интегральной суммы. Объясните смысл величин, входящих в формулу. 

15. Запишите интегральную сумму, составленную для функции f(x) на 

промежутке [a;b]. Объясните смысл величин, входящих в формулу. 
h 

16. Какой геометрический смысл имеет определенный интеграл | (с) ах , где 

a 

f(x) непрерывная неотрицательная функция? 

17. Сформулируйте достаточные условия интегрируемости функции f(x) на 

конечном промежутке [a,b]. 
b В 

18. Чему равен [Е ’(x) dx? | dF(x) ? 

19. Сформулируйте необходимое условие интегрируемости функции на 
промежутке [a,b]. 

20. Чему равен определенный интеграл от нечетной функции по симметрич- 

ному промежутку[-а;а]? 
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21. Если пределы интегрирования поменять местами, то как изменится вели- 

чина интеграла? Выразите это свойство формулой. 
22. Сформулируйте свойство линейности определенного интеграла. 

23. Сформулируйте свойство, связывающее знаки функции и определенного 

интеграла на промежутке [a,b]. 

24. Сформулируйте свойство об интегрировании неравенства между функ- 

циями на промежутке [a,b]. 

25. Сформулируйте свойство об оценке модуля определенного интеграла. 

26. Сформулируйте теорему о среднем для определенного интеграла от не- 
прерывной функции. 

27. Приведите геометрическую интерпретацию теоремы о среднем для опре- 

деленного интеграла. 
28. Что такое среднее (интегральное) значение функции f(x) на промежутке 

[а, 6]? 

$ 3. Тесты по разделу 6 

Вар. №1 | Раздел 6. Интегральное исчисление функций одной переменной 

1 x'4+3x°-1 
Выделите целую часть дроби г 

X +X 

2 7х 
Вычислите интеграл | x. 

V5x° —4 

3 sinx+2tgx 
Вычислите интеграл | - dx . 

COS” x 

4 | Вычислите интеграл | xsinxdx . 

5 х-5 
Вычислите неопределенный интеграл Pre dx . 

2x7 +х-4 

6 2x° +3 
Вычислите неопределенный интеграл | ap 

7 | Вычислите интеграл | cos* Зх т" 3xdx. 

Вычислите неопределенный интеграл | 
dx 

Vx +3 
e 

Вычислите определенный интеграл | Ух шхах. 
] 

10 | Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями: = = 2х+3, у=х. 

11 | Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями: у=х”, y= Vx. 

12 | Найдите объём тела, полученного вращением вокруг оси Ох фигуры, ограни- 
< 2 — 

ченной линиями: У=0, у =4x х=1. 

Вар. №2 | Раздел 6. Интегральное исчисление функций одной переменной 

1 4x1 4+2x7 -х-3 
Выделите целую часть дроби : 

v-x 
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2 x! 
Вычислите интеграл | dx 

Vx +3 

3 | Вычислите интеграл | +5 dy 
1+ х" 

4 | Вычислите интеграл | (2x+1)cosxdx. 

5 x+1 
Вычислите неопределенный интеграл Jz dx . 

3x° -2x-3 

6 —3 
Вычислите неопределенный интеграл {2 РЗ 

7 | Вычислите интеграл | sin’ хс05° хах. 

8 Vx+2 
Вычислите неопределенный интеграл | as 

9 
Вычислите определенный интеграл i [a 

10 | Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями: y=Vxt+1, у=1-х, у=0. 

11 | Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями: у=х”’, у=2-х’. 

12 | Найдите объём тела, полученного вращением вокруг оси Ох фигуры, ограни- 

ченной линиями: у=х”, y= 

Ответы к заданиям тестов 

Вариант 1 

1) x. 2) a5x¥=4 +e. 3) | 4 L +С. 4) хсозх + зшх + С. 
COSY cos’x 

] , (4x +1 J33 | 5) их? +х- 
) дир +х-4+ Е geri as" +С. 

6) а 422 +2х+5тх-1+С. 7) сх pop sin lax + дз 6x + С. 

8) 2х — 6In| vx +3|+C. 9) 2(е* +2) /9. 10) 16/3. 11) 1/3. 

Вариант 2 

1) 4х. 2) = +3+С. 3) Vitex? +5infxevige |+С. 

12) 27. 

4) (2x+1)sinx+2cosx+C. 5) сх? -2х-3|+ 

6) 52 +252 +8х +13 -2]+С. 7) 5х7 х+ 

; 4+2 - 5 | -2. Г 8) + и +С. 94 2Je. 10) 16/3. 

1 

и BX! 1-0] 
Wi "Bx — 1+ 10" 

—sin?xt+C. 
9 

+С. 

11) 1/3. 12) au 
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Раздел 7. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 

ДВОИНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Краткая характеристика раздела 

1. Темы раздела. Точечные множества в конечномерном пространстве. 

Функции нескольких переменных. Предел. Непрерывность. Частные производ- 

ные и дифференциалы. Производная по направлению, градиент. Экстремумы, 

наибольшее и наименьшее значения функции. Двойной интеграл. 

2. Базисные понятия. п-мерная точка и п-мерное пространство. Функция 

нескольких переменных как функция точки. Непрерывность функции несколь- 

ких переменных. Частная производная. Полный дифференциал. Частные произ- 

водные в экономике. Экстремум. Условный экстремум. Наибольшее и 
наименьшее значения функции. Интегральная сумма по плоской области. 

Двойной интеграл. 

3. Основные задачи. Отыскание области определения функции нескольких 
переменных. Нахождение частных производных и полных дифференциалов 

первого и высших порядков. Отыскание экстремумов, наибольших и наимень- 

ших значений функций. 

Глава |. Понятие функции нескольких переменных. 

Предел. Непрерывность 

$ 1. Пространство А», и некоторые его подмножества 

Определение 1.1. Множество {(x1, ..., Xm), Xie В, Г =1,..., т} всевозмож- 

ных упорядоченных наборов из т вещественных чисел называется т-мерным 

координатным пространством. Элементы этого множества называются точ- 

ками и обозначаются M(x1, ..., хи), а числа хи, ..., Xn — их координатами. Точку, 

все координаты которой равны нулю, называют началом координат. 

Расстоянием между двумя точками т-мерного координатного пространства 

M (x,",...,%,) и M,(x,,...,x%,°) назовём вещественное число р(Мь, М>), 

определяемое равенством 

— ] 2 ne 2 
p (Af ‚. М 2) YOO x ))2 +...+ (x0 — x! ya (1.1) 

n) mn 

Определение 1.2. m-mepHoe координатное пространство с расстоянием 
между его точками, определяемым по формуле (1.1), называется т-мерным ев- 
клидовым пространством и обозначается Rm. 

Пространство А! совпадает со множеством вещественных чисел RK и геомет- 

рически интерпретируется с помощью числовой прямой. Пространства Ro и R3 

интерпретируются как плоскость и трёхмерное пространство, в которых введе- 
ны прямоугольные декартовы системы координат. Формула (1.1) обобщает из- 
вестную из аналитической геометрии формулу расстояния между двумя точка- 
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ми на случай т-мерного пространства. 

Определение 1.3. /Шаром (открытым шаром) в Rm (или т-мерным ша- 

ром) с центром в точке А(а1, ..., ат) и радиусом г называется множество точек 
М из В „, удовлетворяющих условию р(М, A)<r (р(М, A)<r). 

Приведём примеры т-мерных шаров. При m=1 это отрезок [a-r, atr], 
двумерный шар (т = 2) — это круг с центром в точке А(а1, a2) и радиусом г, 
при т = 3 получаем шар, известный из стереометрии, с центром в точке 
A(ai, a2, аз) и радиусом г. 

Определение 1.4. Открытый шар в Rm с центром в точке A(al, ..., ат) и ра- 
диусом 0 называют 6 — окрестностьюо точки А и обозначают U3(A). 

Определение 1.5. т — мерным параллелепипедом в пространстве №» с цен- 
тром в точке А(а1, ..., ат) называется множество точек M(x, ..., Xm), координаты 
которых удовлетворяют неравенствам | x; — ail< 4, 1=1, ..., т где 4; — некото- 

рые положительные числа. 
Одномерный параллелепипед — отрезок [ai —d1, а! + dij, двумерный парал- 

лелепипед — прямоугольник со сторонами, параллельными осям координат, и с 
центром в точке А(ат, a2) (рис. 1.1), трёхмерный параллелепипед — это пря- 
моугольный параллелепипед, рёбра которого параллельны осям координат, а 
центр находится в точке А(а1, a2, аз) (рис. 1.2). 

Хз h Я г 

х | LF ld A р / 3 
3 ed A am 

----7--- +———— 2d, “7 2d, 

3 } О 2d,—f 

O — 2d) —> ‘| Xy 

Рис. 1. Двумерный параллелепипед Рис. 1.2. Трёхмерный параллелепипед 

Определение 1.6. Непрерывной кривой в пространстве А „ называется мно- 

жество точек M(x1, ..., Xn) из Rm, координаты которых заданы как непрерывные 
функции вспомогательного параметра + изменяющегося на некотором отрезке: 

х!= ф!(0), X2= ф2(1), ..., Xm = Om(0), te [a, В]. 

$ 2. Открытые, связные, замкнутые, ограниченные 

множества в пространстве R,, 

Определение 2.1. Точка А(а1, ..., ат) множества ECR, называется внутрен- 
ней точкой этого множества, если существует д-окрестность точки A, любая 

точка которой принадлежит данному множеству (рис. 2.1). 

Определение 2.2. Точка A(ai, ..., ат) принадлежащая или не принадлежа- 
щая множеству ЁсЁ», называется граничной точкой этого множества, если 
любая её д-окрестность содержит как точки, принадлежащие этому множеству, 
так и точки, не принадлежащие ему (рис. 2.2). Совокупность всех граничных 
точек множества Ё называется его границей. 

Определение 2.3. Множество ECR», называется открытым, если все его 
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Рис. 2.1. К понятию внутренней точки Рис. 2.2. К понятию граничной точки 
множества (определение 2.1) множества (определение 2.2) 

точки внутренние. Множество ЁсА„ называется замкнутым, если оно содер- 

жит все свои граничные точки. 
Определение 2.4. Множество ECR», называется связным, если две любые 

его точки можно соединить непрерывной кривой, все точки которой будут при- 

надлежать Е. Открытое связное множество называют также областью, а объ- 

единение области с её границей называют замкнутой областью. 
Например, д — окрестность точки А (определение 1.4) — область, а т-мерный 

шар (определение 1.3) — замкнутая область. 
Определение 2.5. Любая область, содержащая точку AcR,,, называется 

окрестностью этой точки. Для окрестности точки А принято обозначение: 

СКА). 
Проколотая окрестность точки А получается из области U(A) удалением точ- 

ки A, она обозначается как U(A). 
Определение 2.6. Множество ECR» называется ограниченным, если все его 

точки принадлежат некоторому т-мерному шару. В противном случае множе- 
ство Ё называется неограниченным. 

Tak, т- мерный параллелепипед — ограниченное множество точек из Km, так 
как все его точки принадлежат mm - мерному шару с центром в точке „| Gyo Gy) 

и радиусом "= jd? +...+42. 

Определение 2.7. Диаметром множества ECR, называется точная верхняя 

грань расстояний между двумя любыми точками этого множества. 

Например, диаметром т - мерного параллелепипеда (определение 1.5) явля- 

ется число 4 =2./4? +...+4,. 
т 

$ 3. Понятие функции нескольких переменных 

Определение 3.1. Если каждой точке МОл, ..., Xm) eDCRm поставлено в со- 
ответствие некоторое вещественное число и, то говорят, что на множестве D 
задана функция т переменных. Для неё принято обозначение: и = КМ) или и= 
= f(x, ..., Xm). Величины X1, ..., Xm называют независимыми переменными, или 
аргументами, аи — зависимой переменной, или функцией. Множество О назы- 
вают областью определения функции и обозначают О(и), D(f). 

Замечание 3.1. Функции двух и трёх переменных часто обозначают так: 

и = f(x, у), и=Дх, у, 2). 
Замечание 3.2. Понятие области определения (задания) функции не следует 

путать с понятием области, как множества точек из Rm, введённым в предыду- 
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щем параграфе (определение 2.4). Область определения функции может быть 

произвольным множеством, в то время как область в смысле определения 2.4 
есть множество, удовлетворяющее некоторым условиям. 

Пример 3.1. Найти область определения функции и= In (1—x*-7”) + fy. 

Является ли эта область замкнутой? ограниченной? 
> Область определения функции D(u) определяется неравенствами: 

la? — y? > 0, т.е. + у’ < 1 (открытый круг) и у> 0 (верхняя полуплоскость). По- 
этому О(и) есть множество точек плоскости Oxy, имеющее форму полукруга, 
изображенного на рис. 3.1. Граничные точки этой области, находящиеся на оси 

Ох, принадлежат ей, а точки окружности x? + у’ =1 не принадлежат, поэтому 
D(u) незамкнутое множество. Она является ограниченной, так все её точки 

принадлежат кругу: х” + у?< 4 (рис. 3.1). < 
Пример 3.2. Найти область определения функции и= fy — x? . Является ли 

эта область замкнутой? ограниченной? 
> Координаты точек области определения функции О(и) удовлетворяют не- 

равенству у—х” > 0, т.е. у> х?. Таким образом, D(u) — множество точек плоско- 
сти Оху, показанное штриховкой на рис. 3.2. Оно содержит все свои граничные 
точки, поэтому оно замкнутое. Ho D(u) не является ограниченным множеством, 

ибо на плоскости Оху нельзя построить круг, которому бы принадлежали все 
точки рассматриваемого множества. | 

uh 

O 
ag 

Рис. 3.1. Область Рис. 3.2. Область Рис. 3.3. Круговой параболоид — 
определения функции определения функции график функции и =х + у? 

в примере 3.1 в примере 3.2 

Для функции одной переменной у = f(x) рассмотрено геометрическое пред- 

ставление в виде графика на плоскости Оху (разд. 3), под ним понималось мно- 
жество точек этой плоскости, определяемое уравнением, задающим эту функ- 
цию. Функция нескольких переменных геометрически интерпретируется только 
в случае функции двух переменных и = f(x, у). Её графиком естественно считать 
поверхность в пространстве Охуи, определяемую уравнением, задающим дан- 
ную функцию. Так, график функции и = х? +y*, заданной на всей плоскости 

Оху, есть круговой параболоид (рис. 3.3). 
Примеры функций нескольких переменных в экономике 
Пример 3.3. Функция спроса в реальных условиях — функция нескольких 

переменных. Обычно спрос на некоторый товар зависит от его цены ри, доходов 
потребителей Уи цены альтернативного товара ро. Т. е. в этом случае функция 
спроса — функция трех переменных О = О(рь, р», 7). 
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Пример 3.4. Гроизводственная функция (ПФ) нескольких переменных 

определяет зависимость объема О выпуска продукции (блага) от объема затра- 
чиваемых ресурсов (X1, X2,..., Xk): 

O = f(x1, х»,..., №). (3.1) 

В общем случае ПФ — функция нескольких (многих) переменных. Часто ис- 

пользуется ПФ вида O=a,x,* -х,В, где ао, a, В положительны (ПФ Кобба — Ду- 

гласа). 

Замечание 3.3. В приложениях обычно х! = К — объему используемых OC- 
новных фондов, X2 = L — затратам живого труда. ПФ принимает вид О = A:K*L? 

(здесь А — параметр производительности конкретно взятой технологии, а — 

доля капитала в доходе (0 <а < 1). 
Пример 3.5. Функция полезности (ФП) определена на множестве потреби- 

тельских наборов (X1, X2,..., Xk) товаров (услуг). Значение ФП на наборе (x1, x2, 
.... Xk) равно потребительской оценке индивидуума для этого набора. Каждый 
потребитель имеет, вообще говоря, свою функцию полезности U = U(x, x, ..., 

xx). Функция полезности определяет оценку полезности того или иного набора 
продуктов (благ) с точки зрения потребителя. 

Определение 3.2. Поверхностью уровня (изоповерхностью) функции 

u=f (x, у, 2) называется множество точек, в которых функция принимает оди- 
наковые значения. Уравнение поверхности уровня: f(x, у, 2) = С, где С — зна- 
чение функции в точках изоповерхности. 

Для функции двух переменных и =f(x, у) поверхности уровня «превращают- 
ся» в линии уровня f(x, у) = С (вспомните изотермы, изобары и т. д.). Линии 
уровня функции полезности U=U(x), x2) = С называются кривыми безразличия, 

линии уровня производственной функции О = f(x1, x2) = С называются 
изоквантами или кривыми безразличия производства. 

$ 4. Предел и непрерывность функции нескольких переменных 

Определение 4.1. Пусть функция и = КМ) определена на U(A) — некоторой 
окрестности точки А из R,, кроме, быть может, самой этой точки. Число ВБ 

называется пределом функции и =ДМ) в точке А (или при МА), если для лю- 
бого числа => 0 можно найти число 0(&) > 0, такое, что для Ме Us(A)CU(A) вы- 

полняется неравенство | /(М)-Ь | < =. 

Обозначение: р = lim f (M) win b= lim S(%,---)X,,)- 
Xj y+ Xp а», 

Здесь а1, 42, ..., аш, D — все или некоторые из них — могут быть и символами 
00, +00, —00. 

Функции нескольких переменных, имеющие предел в данной точке, обла- 
дают свойствами, аналогичными свойствам функции одной переменной, име- 

ющими предел ($ 2, гл. 3, разд. 3). Справедливы теоремы о пределах суммы, 

произведения и частного двух функций. Для функций нескольких переменных 

также вводятся понятие бесконечно малой и бесконечно большой функции при 
М-А, понятие о сравнении таких функций ит. п. 

Определение 4.2. Функция и =ДМ) называется непрерывной в точке Mo, 
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если выполнены следующие три условия: 

1) она определена на U(Mo) — некоторой окрестности точки Mo; 
2) существует lim Г(М); 3) справедливо равенство 

\/ > fo. 4 4 ( 

lim f(M)= f(M,). (4.1) 
MIM 

Определение 4.3. Разность значений функции u=f(M) в точках М и Мо 

называется приращением функции в точке Мо и обозначается Ди. Итак, 

Au =f (M)— f (Mo). (4.2) 

Перепишем (4.1) в виде: Jim (f(M)- f(M,)) =0. Отсюда имеем 
#1 Mo 

lim Au =0. (4.3) 
MM, 

Пусть даны координаты точек М и Мо: M(x1, ..., Xm), Mo(xt”,..., x). Pas- 

ности координат этих точек назовём приращениями аргументов функции 

и = /(х,,...х„) в точке Мо и введём обозначения: Ax, =х,-х®, 7=1,2,...,.m. Из 

последнего равенства имеем x, =х®+Лх,,,‚.,._ и Теперь приращение 

функции Ди можно записать в виде 

Ди = f(x? + Ax... 

а равенство (4.3) в виде 

0 
”) + Ax,,)— f(x eee XO), т т 

lim Au =0. (4.4) 
Ах, 0,...,AX,, 30 

Равенство (4.4) следует из соотношения (4.3) и, следовательно, из (4.1). Об- 
ратно, если выполняется (4.4), то выполняется и (4.1). Итак, обоснована следу- 
ющая теорема. 

Теорема 4.1 (необходимое и достаточное условие непрерывности). Функ- 
ция и=/ (М), заданная в области DCR», непрерывна в точке Мер тогда и 

только тогда, когда бесконечно малым приращениям аргументов в этой точке 
соответствует бесконечно малое приращение функции. 

Пример 4.1. Показать, что функция и =.Лх|.[у| непрерывна в точке (0, 0). 

> Au — и(0 + Ax, 0 + Ду) — и(0, 0) — ЛАх|-|Ду| > 0 ПРИ д; ъ о, Ау >00, по- 

этому данная функция непрерывна в точке (0, 0) в силу теоремы 4.1 9. 

Замечание 4.1. Если ввести обозначение р=./Ах? + Ax} +...+ Ax? 
п? 

то ра- 

венство (4.4) можно записать так: т Ди =0. 
р—0 

Определение 4.4. Функция и=ХМ), заданная в области DCR,,, называется 
непрерывной в О, если она непрерывна во всех точках этой области. 

Легко показать, как и в случае функции одной переменной, что сумма, раз- 

ность, произведение, частное и суперпозиция непрерывных в области D функ- 

ций нескольких переменных суть функции непрерывные в этой области (в слу- 
чае частного знаменатель предполагают не равным нулю). 

Из высказанных утверждений следует теорема. 

Теорема 4.2. Все элементарные функции нескольких переменных непре- 

рывны в любой области, содержащейся в области их определения. 
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Основные теоремы о функциях одной переменной, непрерывных на отрезке, 
распространяются на функции нескольких переменных, непрерывных в замкну- 
той ограниченной области, являющейся в пространстве Rm аналогом отрезка 
числовой прямой. 

Теорема 4.3 (первая теорема Beuepuimpacca). Если функция u=f(M) непре- 
рывна в ограниченной замкнутой области ДсЁ в, то она ограничена в ней, т. е. 
существует такое вещественное число L, что | (М) < Гумер. 

Теорема 4.4 (вторая теорема Вейершитрасса). Функция u=f(M), непре- 

рывная в ограниченной замкнутой области DcCRm, принимает в ней свои 
наибольшее и наименьшее значения. 

Теорема 4.5 (первая теорема Больцано — Коши). Пусть функция и = КМ) 
непрерывна в области DcR,, и в некоторых двух точках этой области принима- 
ет значения разных знаков. Тогда внутри этой области найдётся хотя бы одна 

точка С такая, что (С) = 0. 
Определение 4.5. Если для функции и = ХМ) в точке Mo не выполняется хо- 

тя бы одно из условий 1) — 3) из определения 5.1, то точка Мо называется 71оч- 

кой разрыва функции КМ). 
Пример 4.2. Функция f(x, ух ty”) непрерывна как элементарная во всех 

точках плоскости Oxy, кроме точки (0, 0), где знаменатель обращается в нуль. 
С приближением точки M(x, у) к точке (0, 0) функция неограченно возрастает: 

im Sf (M)=+0e0. Точка (0, 0) — точка разрыва данной функции. Поведение 
М—>(0, 

этой функции вблизи точки (0, 0) показано на рис. 4.1. 
Замечание 4.2. Для функции нескольких переменных невозможна такая 

простая классификация точек разрыва, как для функции одной переменной ($ 2, 
гл. 3, разд. 3). Точки разрыва функции нескольких переменных могут быть не 

только изолированными (пример 4.2), но составлять линии, поверхности ит. д. 

pl oy) f(xy) 

Пример 4.3. Функция двух переменных f(x, у) = +1 имеет конечные |x-y| 
—X 

разрывы-скачки вдоль прямой y—x=0 (рис. 5.2), a функция трёх переменных 
; _|x+tytz-1] 

(С, у,2) = х+у+2-1 имеет разрывы на плоскости х +y +z—1=0. 
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Глава 2. Частные производные и полный дифференциал 

функции нескольких переменных, их приложения 

$ 1. Частные производные 

1. Понятие частной производной. Ограничимся рассмотрением функций 

двух переменных, однако все результаты с очевидными изменениями перено- 
сятся на случай функций любого числа переменных. 

Пусть M(x, у) — внутренняя точка области определения функции и =f (x, у). 
Придадим аргументу х приращение Ах, данная функция получит приращение 
f(x + Ах, у) —f(, у), которое называется её частным приращением и обозна- 

чается Ayu. Итак, 

Aw=f(x + Ах, у) -Л(х, у). 
Определение 1.1. Если существует п 4“, то он называется частной про- 

Ax—0 Xx 

изводной функции и = f(x, y) в точке M(x, у) по аргументу х и обозначается од- 

ним из символов: и, f., ди „9. Таким образом, 
Хх 

ди = lim А ‚и 
Ox. Ах —>0 Ax 

Аналогично определяется частная производная OT функции и = f(x, у) по ар- 

ди 9$ 

oy’d 
гументу у, её принято обозначать одним из символов: и, /, По опреде- 

ды A и 
лению имеем — = lim 

ду Ау—>0 Лу. 

При вычислении частных производных функции нескольких переменных 

все её аргументы фиксированы, кроме одного, поэтому частные производные 

вычисляются по формулам и правилам, приведённым в разделе 4 для функции 

одной переменной. 
Пример 1.1. Найти частные производные функцци и=х” в любой допусти- 

мой точке (х, у). 

» При вычислении частной производной oe. данную функцию считаем Y 

функцией одной переменной х, в этом предположении функция „= x» является 

степенной функцией аргумента х. По формуле для производной степенной 

функции имеем ou = уху. Вычисляя oe фиксируем аргумент х и функцию 
X 

И=хХ?” считаем показательной функцией аргумента у. По правилу дифференци- 

рования показательной функции получим 9 = =x" Inx.< 

2. Частные производные в экономике. Рассмотрим в качестве примера 

производственную функцию Кобба — Дугласа О = A-K*-L*. Скорость изме- 
нения объема продукции О при изменении одного из факторов — затрат ка- 
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питала К или величины трудовых ресурсов L — и дают частные производ- 
00 90 

ные функции — и —. 
OK OL 

Напомним (разд. 4, гл. 1, $ 11), что под эластичностью функции у = f(x) в 
точке х называется предел отношения относительного приращения функции 
Af (x)/ f(x) к относительному приращению аргумента Ах/х т. е. 

Е.(у)= im =) =—~ lim A(x) — a f'(x). 
дк50\ f(x) / x Оо) => Ay f(x) 

Эластичность функции характеризует чувствительность функции к измене- 
нию значения аргумента. Она показывает насколько процентов изменится зна- 

чение функции при изменении значения аргумента на 1%. 
Для функции нескольких переменных обычная производная за- 

меняется частной производной. Для производственной функции Кобба 

— Дугласа О = AK*L? эластичность выпуска продукции по затратам ка- 

питала Ек(О) и затратам труда £,(Q) определяется так: 

ES
 

Эластичность выпуска продукции по затратам капитала Ex(Q) показы- 
вает, насколько процентов изменится объем выпуска продукции при изменении 
затрат капитала на 1%. Эластичность выпуска продукции по затратам труда 
ЕКО) показывает, насколько процентов изменится объем выпуска продукции 
при изменении затрат труда на 1%. 

$ 2. Частные производные высших порядков 

Пусть функция и = f(x, у) задана в области D и имеет в ней частные произ- 
водные (они называются также частными производными первого порядка). Они 
являются функциями переменных X, у (вообще говоря, в новой области DD), 

и можно поставить задачу вычисления их частных производных. Эти частные 
производные (от функций ,„., /.) называются частными производными второго 

порядка (вторыми частными производными) исходной функции и обозначают- 

ся следующими символами: 
a a и ” Por, ” ” 

Fey), £3 (x, y) > ty (x, y) 2 Ли (x, у) 9 Fy (х, у) > Л (х, у) > 

92?и 9?и 9д?и O7u 

Ox?” ду?” дхду’ дудх` 

Порядок расположения букв в нижнем индексе первой группы символов и в 

знаменателях второй группы указывает порядок вычисления производных. Так, 

ос» д _ди( ди) дм _ a (ди 
Лу (х, у) — (1). 2 дхду =Su a), Ox? = 2 (9 ИТ. Д. 

д?и д?и 
Частные производные f(x,y), f(x,y), , называют смешанными. 

у х дхду’ дудх 

Пример 2.1. и = x” . Найти вторые смешанные частные производные в 

любой допустимой точке (х,}). 
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> ow и ou были вычислены в примере 1.1: ди _ ух, —— ди _ =x" шх. Имеем 
Ox "ду Ox oy 

дби df(du) д , , 
|= (ух) = + ух’ in x, 
дхду dy\ dx 0х’) ) 

2 

oe = 25 }- 2 (ху Inx) = yx?! Inx + x? + =x"! + yx! Inx.< 

Смешанные производные второго порядка от функции из примера 2.1 удо- 
9д?и _ д?и влетворяют равенству ay Dox . Этот результат не случаен, такое равенство 
хоу  суох 

всегда будет иметь место при выполнении некоторых условий. 
Теорема 2.1 (о равенстве вторых смешанных производных). Если функция 

(x, у) имеет в некоторой области D непрерывные смешанные частные произ- 
и `” “7 4” т водные f(x,y) и f(x,y), то во всех точках этой области /. „(х, у) = fie У). 

Аналогично вводятся частные производные третьего и т. д. порядков; 0бо0- 
значения аналогичны: так, и”, — частная производная третьего порядка, при 

xy 

этом функция и дифференцируется | раз пох и далее 2 раза по у. 
Определение 2.1. Частной производной п-го порядка (п-й частной произ- 

водной) называется частная производная от частной производной (7 — 1) — го 

порядка. Частная производная я — го порядка от функции и = f(x, у), взятая +r 
Onu 

ox" oy* | 
Теорема 2.1 очевидным образом обобщается Ha случай любого числа пере- 

менных для смешанных производных любого порядка. 
Теорема 2.2. Если частные производные п — го порядка функции несколь- 

ких переменных отличаются только порядком дифференцирования и непре- 
рывны в рассматриваемой точке, то они равны в этой точке. 

раз по x и5 раз поу (r+s=n ), обозначается символом =———- 

$ 3. Дифференцируемость функции нескольких переменных. 

Полный дифференциал 

Пусть функция и = f(x, у) задана в области D, а точка (x, y)e D. Придадим ар- 
гументам x и у приращения Ax и Ду такие, чтобы точка (x + Ax, у + Ay)eD,u 

рассмотрим полное приращение функции 

Ди = f(x + Ах, у + Ду) — Хх, у), 
т. е. приращение функции по всем аргументам в отличие от частного прираще- 
ния по одному аргументу. 

Определение 3.1. Функция и = f(x, у) называется дифференцируемой в точ- 
ке (x, у), если существуют числа A и В такие, что полное приращение Ди в этой 
точке может быть представлено в виде 

Au = AAx + BAy + o(p), (3.1) 
где р=./Ах” + Ay? — расстояние между точками (x, у) и (x + Ax, у + Ay), о(р) — 

бесконечно малая более высокого порядка, чем р, при р о. Главная часть 
приращения Ди, линейная относительно приращений аргументов Ах и Ду, назы- 
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вается дифференциалом (полным дифференциалом) данной функции и обозна- 

чается du, df. Таким образом, 
du = ААх + BAy. (3.2) 

Пример 3.1. Показать по определению, что функция и = x7 + у’ дифферен- 
цируема в точке (3, 4) и найти её дифференциал. 

> Ли = ((3 + Ах)? + (4 + Ay)’) - (32+ 4?) = 6Ах + 8Ду + Ах? + Ay”. Сравним 
полученное выражение с (3.1): А = 6, В = 8, Ax? + Ay = р? = о(р) при ръ о. 
Итак, полное приращение функции в данной точке представлено в форме (3.1), 
а это и означает, что функция дифференцируема в этой точке, du = 6Ax+ 8 Ду. < 

Замечание 3.1. Формулу (3.1) с учётом (3.2) можно записать так: 
Ди = du + o(p). (3.3) 

Необходимые условия дифференцируемости в точке. 

Теорема 3.1 (первое необходимое условие дифференцируемости). Если 

функция и = Кх, у) дифференцируема в точке Мо(хо, yo), то она непрерывна в 

этой точке. 

» Из дифференцируемости функции и = f(x, у) в точке М0, yo) следует, 

что полное приращение Ди представимо в этой точке в виде (3.1). Пусть Ах-.0, 

Ay—0, тогда р=./Ах? + Ay? —>0. Из (3.1) получаем Au—0, поэтому функция 

и = f(x, у) непрерывна в точке Мо (теорема 4.1, гл. 1). <4 

Теорема 3.2 (второе необходимое условие диффереицируемости). Если 
функция и = Хх, у) дифференцируема в точке Мо(х, yo), то она имеет в этой 

точке частные производные. 
Замечание 3.2. При доказательстве теоремы 3.2 выяснен аналитический 

смысл коэффициентов A и В в формулах (3.1) и (3.2), а именно: они равны 
частным производным данной функции. Формулу (3.2) для дифференциала 
функции двух переменных теперь можно переписать так: 

du = Зил y+ 9 ду . (3.4) 
Ox ду ` 

Справедливы равенства: Ах = dx, Ду = ау. Действительно, пусть и =x. В силу 
(3.4) получаем: du=dx=1-Ax+0-Ay=Ay. Аналогично обосновывается равенство 

Ду=ау. Соотношение (3.4) теперь можно записать в виде 

аи = Ou gy + Ou dy ; (3.5) ax ду 
Дифференциал функции двух переменных обычно вычисляют по формуле 

(3.5). 
Пример 3.2. Найти дифференциал функции и = x’. 

№ du и ди были вычислены в примере 1.1: ди _ эхх, 9 = yriny- В силу 
dx ду ox - ° ду ^ | 

формулы (3.6) имеем du = ух’ ах + х’ шхау. < 

Для полного приращения Ди функции и = f(x, у) в точке Mo(Xo, yo) из ра- 

венств (3.3), (3.5) получаем формулу: 
„ — ди дит, Au = 9x tt 942 +о(р). (3.6) 

Замечание 3.3. Непрерывность и существование частных производных 

функции в данной точке необходимые, но не достаточные условия дифферен- 
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цируемости функции нескольких переменных в данной точке. Можно привести 

пример функции, непрерывной в данной точке, имеющни в ней частные произ- 

водные, но не дифференцируемой в этой точке [13, т. 1]. 
Следствие из теорем 3.1, 3.2. Если функция и = f(x, у) не является непре- 

рывной в данной точке или не имеет в ней частных производных, то она не 

дифференцируема в данной точке. 
Достаточное условие дифференцируемости в точке. 

Теорема 3.3. Если в некоторой окрестности точки (x, у) функция и =f (x, у) 
имеет конечные частные производные {и {., непрерывные в этой точке, то 

она дифференцируема в этой точке. 
/ . 

Замечание 3.4. Произведения Л,(х,У)@х и Г,(х, y)dy называют частными 

дифференциалами. 
Замечание 3.5. Понятие полного дифференциала для функции двух пере- 

менных и = f(x, у) и формула (3.5) обобщаются на случай любого числа пере- 
менных. Так, если и = f(x, у, 2), то формула для его вычисления имеет вид 

= и. OU dy 4 IU de. 3.7 du ay Тау 19: 42 (3.7) 

Формула (3.6) также обобщается на случай функции любого числа перемен- 
ных. Например, для функции трёх переменных и = f(x, у, 2) имеем: 

_ ou Ou ay 4 QU , 3.8 Ан = 9х dx + ду dy + 92 dz+o(p) ( ) 

Пример 3.3. Найти полный дифференциал функции , - yy 7: 

> 0и-> du_x du__*xy y y 
Pox 2’ oy 2’ oz z2° ayant: тата: 4 

$ 4. Производная по направлению. Градиент 

Пусть функция u=f(x,y,Z) задана в некоторой окрестности точки 
M(x, vo, Zo). Из точки Мо проведём луч [, направление которого определяется 

вектором / (рис. 4.1). 

Рис. 4.1. К определению 4.1 

На луче возьмём точку М # Мо (рис. 4.1) и составим отношение 
и(М)-и(М ,) 

| Мом | 

функции на отрезке MoM. Устремим точку М вдоль луча к точке Mo. 

Определение 4.1. Если существует конечный jim “С м о) 
М > Wg 0 

называется производной по направлению [ функции и = КМ) в точке Мо и обо- 

‚ Которое можно рассматривать как среднюю скорость изменения 

‚ то он 
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значается a Таким образом, по определению имеем 

ди fm ИМ) -и(Мо). (4.1) == li мм. | М.М | 
Эту производную можно трактовать как скорость изменения функции в 

точке Mo в направлении вектора ;. При 9"(М о), в достаточно малой окрест- 
ol 

ности точки Mo функция возрастает в направлении вектора Г. Вычисление про- 

изводной по направлению основано на следующей теореме. 

Теорема 4.1. Если функция и = f(x, у, 2) дифференцируема в точке 
Mo(Xo, Yo, Zo) из области определения функции, то в точке Mo для любого 

направления г справедлива формула 

ou = oH 9s a+ SH cos В+ oH cos у? (4.2) 

где cosa, cosB, cosy — направляющие косинусы вектора г , являющиеся коорди- 

натами ero орта ; °: 19 =7 cosa + jcosB + ¢ cosy, a частные производные функции 

и = f(x, y,Z) вычислены в точке Mo. 

В частности, если вектор / сонаправлен с одной из координатных осей, то 

производная по направлению / совпадает с соответствующей частной произ- 

водной. Например, если ; = (1, 0, 0), то 9и _ Ou.) _ Ou. 
ol 0х дх 

Определение 4.2. Градиентом функции и = f(x, у, 2) в точке Мо называется 
вектор, обозначаемый gradu и определяемый равенством: 

ди = 4 биту ди 7 rad w= =—1 ge 
5 дх ду J oz 

где частные производные вычислены в точке Mo. 

Свойства градиента 

1. Производную функции и = f(x, у, 2) в направлении вектора / можно запи- 

сать как скалярное произведение gradu на орт вектора / : 
ди - 7 т sp = (grad и,Г°), Г орт вектора /. (4.3) 

2. Производная функции и = f(x, у, 2) по направлению вектора г принимает 
наибольшее значение в направлении gradu, т. е. когда векторы г и gradu сона- 

правлены, при этом наибольшее значение An равно [ота4и|. 
91 

3. В любой точке Mo из области определения функции и = f(x, у, 2) gradu(Mo) 

направлен по нормали к поверхности уровня данной функции, проходящей че- 
рез точку Mo, т. е. к поверхности, задаваемой уравнением Хх, у, 2) = u(Mo) в сто- 
рону возрастания функции. 

4. grad С = 0, С — постоянная. 

5. grad (и + у) = gradu + grad v. 

6. grad (uv) = v grad и + uw grad v. 
v gradu — и grad v 

у’ 

8. Градиент сложной функции: grad (и(у)) = и '(у) grad v. 

70. 
и _ 7. grad „= 
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Пример 4.1. Для функции u(x, у, 2) = In —х?) + xyz найти градиент в точке 

Mo(1, 1, 0) и производную в этой точке по направлению вектора [ (2,—2,1). 

p ди _ — 2x ди _ ди _ 
>. = Ш s+ 2, Oy 25”, 5: =Х => 

Ou __, ou _ ди 
Эх (Мо) = |, ay Mo=% 9 a, Mo) =1. 

В соответствии с определением 4.2 имеем oradu= —j + 7. Координаты орта 

направления определим с помощью равенства [0 = = 1(2,- 2,1). Из (4.3) по- 
3 

ди ; 14 
лучаем т 7 = (gradi, =a 1-2+0-(—2)+1-l)=- 3:4 

$ 5. Производные сложной функции. 

Инвариантность формы полного дифференциала. 

Формулы для вычисления дифференциалов 

1. Производные сложной функции. Рассмотрим функцию и =f (x, у), где 
х=х (1, у=у(й. Пусть функции х=х (1), y=y(t) определены в некоторой 
окрестности U(fo) точки fo, а точка (x(2), у(Ё))е (Г) для У1е U(to), тогда говорят, 
что в U(fo) определена сложная функция и =f(x(t), y(f)). Здесь она является 
функцией одной переменной f. 

Теорема 5.1. Если функция и = f(x, у) дифференцируема в точке Мо(х, yo), а 

функции x(t), y(t) дифференцируемы в точке fo, причём хо = х(Ю), Yo = y(to), то в 

U(to) определена сложная функция и = Д(х(1), y(t)) и имеет место равенство 
и о) лм + м) , (5.1) 

Замечание 5.1. Формула (5.1) переписывается в других обозначениях: 

Чи ou ах ди dy 
dt ox dt’ oy dt’ (.2) 

при этом считаем, что все производные в (5.2) вычисляются в соответствующих 
точках. 

Формулы (5.1) и (5.2) обобщаются на случай большего числа зависимых и 

независимых переменных. Пусть дана функция u=f(x,y), где х=х(ф у), 
у = у(& у). При аналогичных условиях можно говорить о сложной функции 

u=f(x(t v), y(t, у)) переменных 6 у; здесь x, у — промежуточные переменные. 

При вычислении производных 9, as одна из независимых переменных фикси- 
) 

рована, в такой ситуации и становится функцией одной переменной. Для этих 

производных из формулы (5.2) следуют равенства: 

ди _ ди OX ди oy 
ot ox ot oy of” °°) 
ди _ ди ox , ou oy (5.4) 
ду ox д» oy ov 
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2. Инвариантность формы полного дифференциала первого порядка. Ис- 

пользуя формулы (5.3), (5.4), вычислим полный дифференциал функции 
и = Кх(Ь у), v(t v)). Следуя (3.5), имеем 

_ ou ди du = у fedt+ >) dy - 

Подставим в это равенство выражения для производных о а 9 из (5.3), (5.4): 

Ou ox, ou 9) ou ox, du OY 
au =( 4 “Or oy Bar (du dv ду. an 

В правой части последнего соотношения перегруппируем слагаемые: 

_ du dx OX ‚| + OU dy 9) du = 91 Qu Ox dr + Rav) + а а (5.5) 

Выражения в скобках в формуле (5.5) в силу (3.6) — дифференциалы dx, dy 

промежуточных переменных х, у, поэтому (5.5) записывается в виде 

du = Эх + gudy . (5.6) 

Сравнение равенств (3.6) и (5.6) показывает, что дифференциал сложной функ- 
ции и = Дх(Е, у), У(Ё, v)) выражается через промежуточные переменные х иу точ- 
но так же, как если бы х и у были независимыми переменными. Итак, заключа- 
ем, что, как и в случае функции одной переменной, полный дифференциал 
функции нескольких переменных обладает свойством инвариантности формы. 

Это свойство позволяет обобщить правило получения дифференциалов 

суммы, произведения и частного на случай функций многих переменных: 

4(и +) = аи + 4», d(uv)=vdu + udv, d= vdu — на», 
у? 

Действительно, используя только что доказанное свойство инвариантности 

полного дифференциала, можем написать, например, 

u_ do “du + 2 д Vy Ld — y = Уи = ud 
у ди\у ду у? у? 

Пример 5.1. 2=./х2 + у2, х=и — уу =u + у и= 7/2, у = 1/2. Какое из ра- 

венств верно: 
а) dz =34x - 4dy 6) dz =34dx + 4ау в) д2=9и ve r) dz= 10 + dy 9 

> Из условия задачи получаем: x = 3, у = 4. Найдём dz, используя свойство 

инвариантности полного дифференциала сложной функции: 

Следвательно, формула 0) справедлива. Вычислим = , a 

de _ 92 Oe , de Wy _3 4,4 _Т ¥e_dedr ea 3), 4 4 1 
ди дхди дуди 5 5 5’ dv дед" дуду 5 5 5 

Отсюда 11. = SE at + 2 dy = Там = dv Итак, справедлива и формула г). <4 
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$ 6. Дифференциалы высших порядков. 

Нарушение свойства инвариантности формы 

Пусть и = f(x, у) имеет непрывные частные производные до п — го порядка 
включительно на некоторой плоской области. Ёе полный дифференциал в лю- 
бой точке (x, у) этой области определяется по формуле (3.6), причём в этой 
формуле dx = Ах и dy = Ay — произвольные приращения независимых перемен- 

ных, т. е. произвольные числа, никак не зависящие OT х и у. Поэтому можем из- 
менять х и у, оставив dx и dy постоянными. В силу теоремы 3.3 du является 
дифференцируемой функцией двух переменных х и у; дифференциал от этой 
функции d(du) называется полным дифференциалом второго порядка и обозна- 
чается (и. Итак, по определению (Ри = d(du). 

Аналогично Ви = (и) называется полным дифференциалом третьего по- 

рядка функции и = Хх, у) ит. д. Полный дифференциал п — го порядка есть 
дифференциал от полного дифференциала (n—1) — го порядка: d"u = а(а"и), при 
этом дифференциалы независимых переменных полагаются постоянными. 

Найдём явные выражения для введённых дифференциалов. Имеем 

du = d(du)=a{ 2 ax + May) =( 4 dx + 27u ay + 90° dy + 9?и ay Jay 
дх д Ox? дудх дхду Oy? 

или d2y =o U de? + 29. Фу +S иу?. (6.1) 

Далее 43и = d(d2u) = i{ Pha sap о и |= 

-( Fu dx? +2 =o i diy + они Е de? +2 rene dudy + и dy in 

du <4 и 343.2 ау а dxdy” а и (6.2) 

Здесь предполагается, что все смешанные производные непрерывны в рас- 
сматриваемых точках. Тогда производные, отличающиеся только порядком 
дифференцирования, будут равны между собой. 

Пример 6.1. Найти d2u и d3u, если u=cos2x—3y). 

> Имеем ou =—2sin(2x—3y), = =3$1(2х-3у). Продифференцировав 

производные au <u и о похиу, получим 

д?и _ c+ [и ди _ д?и — =— 2х-3у), = = 2х-3у). 52 4cos(2x —3y), 9cos(2x —3y) дудх = Oxdy 6cos(2x —3y) 

Подставим выражения для производных второго порядка в (6.1): 

Фи = — 4cos(2x — 3y)dx* + 12cos(2x — 3y)dxdy — 9cos(2x — Зу)ау? или 
4?и =—с0$(2х —3y)(2dx —3dy)?. 

Найдём все 4 частные производные третьего порядка данной функции, для 

этого продифференцируем её вторые производные: 

241



du = 2(£4)- 8sin(2x —3y), os += 9 3 [5% | =-27sin(2x—3y, ax? = ax \ Ax? ~ ду| dy? 

03u д ( 9?и д3и д [ 9?м 
—_—_—_—_—_— —__. =-|? 2 —3 мым = 1 ”— d). 929, 95%) sin(2x —3y), dy dx ed 18sin(2x —3y) 

Подставив выражения для производных третьего порядка в (6.2), получим 
Фи = 8sin(2x — 3y) (8х - 36 sin(2x — 3y)d’xdy + 54 sin(2x — Зу)ахаРу — 27d’y или 

и = sin(2x — 3y) (2dx — 3dy)y°. < 
Формулы (6.1) и (6.2) напоминают разложения для квадрата и куба суммы 

двух величин соответственно. Методом математической индукции можно дока- 
зать, что это сходство сохраняется и для дифференциала л-го порядка, т. е. 

Чи = 9" den C1 ОИ фа + C2 OU феи 4,42" dyn, (6.3) 
ax" " OxOy " дх"-?ду? ду" 

Формулу (6.3) можно записать в символическом виде: 

Чти = (2. dx + 24 и. (6.4) 

При переходе от (6.4) к (6.3) выражение в скобках возводят в степень я по 
формуле бинома Ньютона, при этом степени символов частных производных 
считают их порядком. После этого в числителях этих символов приписывают и. 
Таким способом формулы (6.1) и (6.2) могут быть получены из (6.4). 

Замечание 6.1. В случае функции и = Доу, X2, ..., Xm) от т переменных поня- 
тие полного дифференциала второго, третьего и т. д. порядков вводится анало- 

гично. При этом имеет место следующая символическая формула: 
И 

"и - [2-4 +9 а, +..4_9 dx ul 
Ox, Ox, “ дх "т 

Можно показать, что в общем случае для сложной функции нескольких пе- 
ременных свойство инвариантности, вообще говоря, не имеет места для диффе- 
ренциалов второго и более высоких порядков [13]. В некоторых частных случа- 
ях дифференциалы любого порядка сложной функции нескольких переменных 
обладают свойством инвариантности формы. Tak, если x и y — линейные функ- 

ции независимых переменных Ё и у: х=ай+ bivt+c, у= а2Ё + бу + c2, то фор- 

мула для и имеет вид (6.1), как и в случае, когда их, и у являются независи- 

мыми переменными. 

т 

Всё сказанное приложимо и к сложной функции и(хи, X2, ..., Xk) от К проме- 
жуточных переменных хи, X2, ..., Хл (К >2), зависящих от независимых перемен- 
НЫХ fh, р, ..-5 lin. 

$ 7. Неявные функции, определяемые одним уравнением. 
Теорема существования. Вычисление производных 

1. Теорема существования неявной функции. Для математики и её при- 

ложений представляет интерес выяснение условий, при которых уравнение с 
несколькими переменными определяет одну из них как функцию остальных. 

Для простоты и наглядности рассмотрим случай, когда задано уравнение с 
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тремя переменными. 

Определение 7.1. Пусть каждой точке M(x, y)e Dc R2 уравнение 
F(x, у, 2) =0 (7.1) 

ставит в соответствие число ZE Ё такое, что упорядоченный набор чисел (x, у, 2) 
является решением этого уравнения. В этом случае говорят, что на множестве 
D уравнение (7.1) задаёт 2 как неявную функцию x, у: 2 = f(x, у). 

Пример 7.1. Дано уравнение x? +у7 + 27 = 1 и точка (x, уе D, где D — откры- 
тый круг с центром в начале координат и радиусом |. На Д это уравнение зада- 

ёт две неявные функции: 2 = 1 —х* — у, 2 =—,/1 —x?-—y?. 

Пример 7.2. Уравнение 22 —xyz + у? = 16 в некоторой окрестности точки (1,4) 

определяет единственную неявную функцию 2=Кх, у), причём (1, 4) = 2. Это 
утверждение будет обосновано ниже. 

Пример 7.3. Уравнение x* +" + 7 =-1 не задаёт никакой функции. 

Теорема 7.1 (существования и дифференцируемости неявной функции). 
Пусть функция F(x, у, 2) дифференцируема в некоторой окрестности U(Mo) точ- 
ки Mo(x0, yo, 20) Вз, причём ЕР’(М) непрерывна в точке Мо. Если Ё(Мо) = 0, a 

Е’(Мо)= 0, то в U(Mo) уравнение (7.1) задаёт единственным образом 2 как не- 

явную функцию х, у: 2= f (x, у), определённую и дифференцируемую в некото- 
рой окрестности точки №(%%, уо)е R2, при этом 20 = f (хо, yo). 

Покажем, что уравнение 2° —xyz + у? = 16 (пример 7.2) задаёт 2 как неявную 
функцию x, у: 2=Кх, у) в некоторой окрестности U(Mo), Mo(1, 4, 2). Функция 

F(x, у, 2) = 23 -—xyz + у’ - 16 непрерывно дифференцируема на R3, и тем самым в 
окрестности точки Мо, F(Mo) =0, F/(M,) #0, т. е. выполнены все условия тео- 

ремы 7.1. Поэтому найдётся окрестность U(Mo), в которой данное уравнение 
задаёт единственную неявную функцию 2=Х(х, y), определённую и дифферен- 
цируемую в некоторой окрестности точки №(1, 4), причём /(1, 4) = 2. 

2. Вычисление частных производных неявной функции, заданной од- 

ним уравнением. Пусть для функции F(x, у, 2) из уравнения (7.1) выполнены 

условия теоремы 7.1 в окрестности произвольной точки (x, у, 2)е Ёз. Тогда в 

окрестности точки (x, уе Ro уравнение (7.1) задаёт неявную функцию z= (x, у), 
при этом существуют 2 и 2... В этих предположениях левая часть уравнения 

(7.1) есть сложная функция от х, у, она зависит от них непосредственно и через 
посредство 2. 

Пример 7.4. Найти частные производные неявной функции вида Z=f (x, у), 

задаваемой уравнением x + у’ + 27 = |. 
> Возьмём производные пох, y от обеих частей данного уравнения, считая 2 

функцией x, у: 2х+22-2, =0, 2у+22.2,=0. Отсюда: 

z= 4, zi =—2, 220. (7.2) 
2 - 1 

Частные производные второго порядка OT неявной функции, определяемой 

уравнением (7.1), вычисляют почленным дифференцированием равенств, полу- 
ченных для производных первого порядка. 

Пример 7.5. Найти вторые частные производные неявной функции, задава- 

емой уравнением x + у? + 27 = |. 
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> Первые производные по x, y от этой функции были получены в примере 

7.4 (формулы (7.3)). Возьмём производные по х от обеих частей первого из ра- 
венств (1.3), считая 2 функцией x, получим: 

=”, =~(x/z), =-— fx 

Вместо производной 2. подставим равную её величину из (7.3): 

р -х:(-х!2)  22?4+х? 
р. =- - = — 

x 72 73 

Используя симметрию данного уравнения относительно х, у, имеем: 

5 =-— 

м 

Возьмём производные по у от обеих частей первого из равенств (7.3): 
р 

NXN*Z,, xy ” , 3 

2х — —(x/z), 7 72 

Производную 2’, заменили равным ей выражением из формул (7.3). < 

Замечание 1.2. Определение (7.1) и теорему (7.1) можно переформулиро- 
вать на случай задания неявной функции одной переменной уравнением 

F(x, у) = 0, а также и на случай задания неявной функции нескольких перемен- 
ных уравненим вида F(X), хо, ..., Xm) = 0, m>3. 

Глава 3. Экстремумы функции нескольких переменных 

$ 1. Понятие экстремума функции нескольких переменных. 

Необходимые условия существования экстремума 

Определение 1.1. Точка Мо(х®, х(” 

(минимума) функции и = КМ) = f(x, x2, ..., Xm), если и = КМ) определена на He- 

которой окрестности U(Mo) и для любой точки М из этой окрестности справед- 
ливо неравенство (М) < КМо) (КМ) > КМо)). Значение (Мо) называют макси- 
мумом (минимумом) данной функции. , 

Если для любой точки М на некоторой проколотой окрестности U(Mo) верно 

строгое неравенство (М) < (Мо) (КМ) > КМо) то точка Мо называется точкой 
строгого максимума (строгого минимума) функции и = КМ). 

Точки максимума и минимума функции и = ХМ) называются точками экс- 
тремума этой функции. 

Замечание 1.1. Так же, как и в случае функции одной переменной, утвер- 

ждение: функция и = ДМ) = До, x2, ..., Xm) имеет в точке Мо строгий экстремум 

эквивалентно следующему утверждению: приращение функции Af(Mo) сохра- 

‚...Х(0)) называется точкой максимума 

244



ul uh 
max 

as” fo eT : и > f(x,y 

min 
} 

| 
| y 

O SY y ; > 
> | 

® (хо, Yo) 
® (Xo, Vo) x 2 

xX 

Рис. 1.1. Иллюстрация к определению Рис. 1.2. Иллюстрация к определению 
максимума функции минимума функции 

няет знак на некоторой проколотой окрестности U(Mo), а именно: Af (Mo) < 0 
для любой точки М из U(Mo), если Мо — точка максимума и Af (M) > 0, если 
Мо — точка минимума. 

На рисунках 1.1, 1.2 приведена геометрическая иллюстрация понятия экс- 
тремума для случая функции двух переменных. 

Теорема 1.1 (необходимые условия существования экстремума). Если 

функция и = f(x,,...,x,) имеет в точке М(х®,..., x) экстремум, то каждая 
т 

из её частных производных f,,..., /, в этой точке либо равна нулю, либо с, 
Xm 

либо He существует. 

) имеет в точке М№(х®,..., x) экстремум. 
т 

» Пусть функция и = f(x,,...,X 

Возможны только два случая: либо Г, (Му), i=1,2,...,m, либо существует, либо 
т 

не существует. Если /’(М.) существует, то также возможны только два слу- 

чая: либо /,(М,) конечна, либо {,(М,) =. Если /,(М.) конечна, то по тео- 

реме Ферма ($ 1, гл. 2, разд. 4) f, (M,)= 0, так как при вычислении /, (M,) все 

аргументы, кроме X;, фиксированы, поэтому данная функция становится функ- 

цией одной переменной x;: и= /(х®....х,,....х(0). 4 

Определение 1.2. Точки из области определения функции и=КЮм, ..., Xm), В 

которых её частные производные равны нулю, бесконечности, или не суще- 
ствует, называются критическими точками данной функции (иначе: точками, 
подозрительными на экстремум). Точки, где все частные производные этой 
функции равны нулю, называют также стационарными точками. 

Например, для функции и = f(x, у) двух переменных х, у критические точки 
следует искать среди точек, где либо одновременно f’(x,y)=0, f(x, y)=0, ли- 

бо хотя бы одна из частных производных не существует или бесконечна. 
Не всякая критическая точка будет точкой экстремума. Например, для 

функции /(х,у)=х? - уз точка (0, 0) будет стационарной, так как f. =3x? и 

Г, =-Зу? равны нулю при х=у=0. Однако экстремума в этой точке нет. 

В самом деле, ДО, 0) = 0, а в любой окрестности точки (0, 0) найдутся значения 
функции разных знаков. 
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$ 2. Квадратичные формы 

При решении различных прикладных задач часто приходится исследовать 
квадратичные формы. 

Определение 2.1. Квадратичной формой L(x, x2, ..., Xn) от пи переменных 

называется сумма, каждый член которой является либо квадратом одной из пе- 

ременных, либо произведением двух разных переменных, взятых с некоторым 
коэффициентом: 

Nn й 

L(x, Х2, ..., Xn) = У У Gy XX): (2.1) 
i=l j=l 

Предполагаем, что коэффициенты квадратичной формы а; — вещественные 

числа, причем aij = ал. Матрица 

а see Qin, 

A=|.. we |, 

составленная из этих коэффициентов, называется матрицей квадратичной фор- 
мы (2.1). Она является симметрической. 

Определение 2.2. Квадратичная форма L(x1, x2, ..., Xn) называется положи- 
тельно (отрицательно) определенной, если при всех значениях переменных хи, 
X2, ..., Xn, Из которых хотя бы одно отлично от нуля, L(xX1, X2, ..., Xn) > 0 

(L(x1, 2, ..., Xn) < 0). 
Определение 2.3. Квадратичная форма L(x), x2, ..., Xn), принимающая как 

положительные, так и отрицательные значения, называется неопределенной. 
Теорема 2.1 (критерий Сильвестра). Для того, чтобы квадратичная форма 

была положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы все глав- 
ные миноры матрицы этой формы были положительны, т. е. Ai, A2,..., An > 0, 

где 

а, Ar -.. Gi; 

А; = 420 2 ‚1=|,....И. 

a, а, ... a, 

Следует отметить, что для отрицательно определенных квадратичных форм 
знаки главных миноров чередуются, начиная со знака «минус» для минора пер- 
вого порядка [1]. 

Пример 2.1. Доказать, что квадратичная форма L(x1, x2) = 13x17 — 6x1x2 + 5х2? 
является положительно определенной. 

> Напишем матрицу квадратичной формы. Ее диагональные элементы рав- 

ны коэффициентам при квадратах переменных, т. е. 13 и 5, а другие элементы 
равны половинам соответствующих коэффициентов квадратичной формы, т. е. 

(-3): А = [3 $). Главные миноры матрицы A А! = |aii| = 13, A2 = = 3-56 

положительны, поэтому по критерию Сильвестра данная квадратичная форма L 
положительно определенная. <4 
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$ 3. Достаточные условия существования экстремума. 

Случай функции трёх переменных 

Для простоты рассмотрим случай функции трёх переменных. 

Теорема 3.1. Пусть функция и = КМ), МС, у, 2), дважды дифференцируема 
в некоторой окрестности U(Mo) стационарной точки Мо(хо, yo, Zo). Если квадра- 
тичная форма для (“и в точке Мо положительна определена (отрицательна 
определена), то в точке Мо данная функция имеет строгий максимум (строгий 
минимум). Если в точки Mo квадратичная форма для d7u неопределенна, то в 
точке Мо функция и = КМ) не имеет экстремума. 

Замечание 3.1. Теорема 2.1 остаётся справедливой и для функции двух пе- 

ременных, а также для функции и = f(X1, X2, ..., Хш) где т > 3. 

Пример 3.1. Исследовать на экстремум функцию 

и=2х? + у? +22 —2ху+42-хХ. 

и =4х-2у-1=0, 
» Составим систему: чи’ =2у-2х=0, U3 неё находим единственную 

и =22+4=0. 

критическую точку: х=у= 1/2, z= —2. Для вторых производных имеем 

ик =4, Uy, =2, и. =2, и, =-2, и, =u. =0, 

следовательно, 

d?u = 4ах? — 4ахау + 24)? + 2dz?. 

Второй дифференциал d7u является квадратичной формой относительно 
дифференциалов независимых переменных ах, dy, dz. Напишем матрицу квад- 
ратичной формы. Ее диагональные элементы равны коэффициентам при квад- 
ратах переменных, т. е. 4, 2, 2, а другие элементы — половинам соответствую- 

щих коэффициентов квадратичной формы: 

4 —2 0 
А=|-2 2 0 

0 0 2 

Вычислим ее главные миноры: 

4 2 4 20 
Ai= М =4, А, = | 3 4 Дз = |-2 2 0=16-8=8. 

002 

Так как они положительны, то по критерию Сильвестра квадратичная форма 
для du положительно определенная и (и > 0 в любой окрестности точки 
(1/2, 1/2, —2), т. е. при любых dx, dy, dz. В силу теоремы 3.1 и замечания 3.1 за- 

ключаем, что в точке (1/2, 1/2, — 2) функция имеет минимум, ити = —17/4. < 

Замечание 3.2. Если d7u = 0 в стационарной точке, то существование экс- 

тремума в ней нельзя установить с помощью теоремы 3.1. В этом случае требу- 

ется дополнительное исследование, например, с помощью производных более 
высоких порядков. В стационарной точке при 4?и = 0 экстремум может быть, а 
может и не быть. Так, для функций f(x, у) = х- у’ uw g(x, у) = x*+ y* точка (0, 0) 
является стационарной. Однако для первой из этих функций она не является 
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точкой экстремума (пример 1.1). Для второй функции (0, 0) — точка минимума, 

так как g(x, у) > 0 в любой точке, не совпадающей с точкой (0, 0). 
В случае функции двух переменных и = f(x, у) дважды дифференцируемой 

в стационарной точке Мо(хо, yo) второй дифференциал имеет вид 
Чи = Г. (М, )42х+ 2.7” (Мъ)ахау+ Г. (Му )а?у 

и является квадратичной формой относительно dx, dy с матрицей 

_ | (M,) Pan) 
AGM) лм} 

Вычислим ее главные миноры: 

FM) Л.(Мь) 
Л.(М,) Л. (Мо) 

В соответствии с критерием Сильвестра ($ 2) и теоремой 3.1 приходим к 
следующему утверждению. 

Теорема 3.2. Пусть функция и = f(x, у) дважды дифференцируемой в неко- 
торой окрестности стационарной точке Мо(хо, yo). Если 

A= (м). И (мо- (мо) >0 (3.1) 
то в точке Мо данная функция имеет экстремум, а именно: при /.(М,)>0 ми- 

A= fea), А, = ммм, 

нимум, при f;(M,)<0 максимум. 

Пример 3.2. Фирма производит в месяц X (тыс. шт.) первого товара и у 

(тыс. шт.) второго. Прибыль z(x,y) (млн. руб.), получаемая при этом, описывает- 

ся соотношением 2(х, 7) =-2х” +2xy—3y> +2х+4у. При каких объемах выпуска 

изделий 1-го и 2-го типов прибыль фирмы будет наибольшей? 

» Согласно необходимым условиям экстремума находим первые частные 
производные функции и приравниваем их нулю. Получаем систему уравнений 

ох +2y+2=0 
2х-6у+4=0` 

Решением этой системы является пара чисел (1,1), определяющая стацио- 

нарную точку M(1, 1). Для выяснения, есть ли в этой точке экстремум, а если 

есть, то какого вида, находим вторые частные производные функции и состав- 
ляем величину 

A =z”, (1,1) -2”, (1) (2%, (1) =(-4). (-6)-2? =24-4=20>0. 

Из полученного результата заключаем, что в стационарной точке экстремум 

есть и он является максимумом, так как 2’, (1,1) =-4<0 (теорема 3.2). При этом 

Zo = z(1,1) = 3 (млн. руб.). < 
тах 

$ 4. Условные экстремумы 

1. Понятие условного экстремума. Задача на отыскание экстремумов 
функций многих переменных часто возникает в форме, отличной от выше из- 
ложенной. Пусть, например, требуется найти экстремальные значения функции 
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f(x, у) = х? - у? на окружности x? + у? = 1. Эта функция определена на всей 
плоскости Оху и не имеет экстремумов на области определения, поскольку на 
любой окрестности единственной стационарной точки (0,0) она принимает как 

положительные, так и отрицательные значения, в то время как ХО, 0) =0. 
Однако на множестве точек данной окружности у неё есть экстремальные 
значения (рис. 4.1). 

Г х+у=1 

Рис. 4.1. Условные экстремумы функции z = x? — у’ при условии x? + у? = 1 

В данной задаче координаты х, у уже не являются независимыми перемен- 
ными, а связаны между собой дополнительным условием: они должны удовле- 
творять уравнению окружности х? + y*= 1. 

Задачи такого рода называются задачами на отыскание условного экстре- 
мума. 

Введём понятие условного экстремума в общем случае. Пусть дана функция 

и = Км, X2, ....Хт)и К (Е<т) дополнительных условий 

(Хх, ,...хи)=0, 

J Py (хх...) = 9, (4.1) 

[ФО хо ,... Хи) = 0, 

называемых уравнениями связи. 

Определение 4.1. Точка Мо(х®,х X5 (0) ...Х(0)), координаты которой удов- 
т 

летворяют уравнениям связи (4.1), называется точкой условного максимума 
(минимума) функции и=КМ) = f (v1, x2,..., Xn) при наличии связей (4.1), если 
и =; (М) определена на некоторой окрестности U(Mo) и для любой точки М из 
этой окрестности, координаты которой удовлетворяют уравнениям связи (4.1), 

выполняется неравенство: f(M) < КМо) (КМ) >71 (М0)). Значение (Мо) называют 
условным максимумом (минимумом) данной функции. Точки условного макси- 
мума и минимума функции и = (М) называются её точками условного экстре- 
мума при наличии связей (4.1). В отличие от них экстремумы, рассматривавши- 
еся ранее без дополнительных условий, называются безусловными экстрему- 
мами. 

2. Отыскание точек возможного условного экстремума. 

1-й способ. Сведение к отысканиго безусловного экстремума функции одной 
или нескольких переменных. 
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Пример 4.1. Найти точки возможного условного экстремума функции 
9 

и=х+ у+ 27 при наличии связей: | z—x=l, 
y-xzal. 

> Из уравнений связи выразим у и г черезх: 

д=1+х, у=1+2х=1+х(1+х)=1+х+^?. (4.2) 

Подставим полученные выражения в уравнение для функции: 

u=xtytz? 

Получили функцию одной переменной х: u=2+4x +2x? . Найдем ee точки 

возможного экстремума: и’ =4+4х=0—>х=-1. А теперь из (4.2) найдем зна- 

чения yu Zz: у=|,2=0, таким образом (-1, 1, 0) — точка условного экстремума 

(минимума) данной функции. < 
2-й способ. Метод неопределённых множителей Лагранжа. В первом спо- 

собе переменныех, y и 2 играют различные роли: xX — независимая переменная, а 
уи2 зависят от х. Лагранж предложил метод отыскания точек возможного 
условного экстремума, в котором никакой переменной не отдаётся предпочте- 

ние. Рассмотрим его на примере отыскания условного экстремума функции 
и =f (x, у, 2) при наличии уравнений связи 

12:05 y, z)=0, (4.3) 
ф, (x, у, 2) = 0. 

Введём так называемую функцию Лагранжа: D(x, у, 2, М, А2) с неопреде- 
лёенными множителями м, 2: 

D(x, у, 2, м, А2) = Кх,у,2) + МФкх, у, 2) + Arex, у, 2). (4.4) 

Для этой функции выпишем необходимые условия безусловного экстрему- 
ма и из полученной системы находим координаты точек возможного условного 
экстремума функции f(x, у, 2) при наличии связей (4.2) и значения A, и Ad. 

Пример 4.2. Найти точки возможного условного экстремума функции 

z—-x=l, 

y-xze=l. 
и=х+у+ 2? при наличии связей: | 

> Составим функцию Лагранжа: 

M(x, y,Z,A,,A,) =хХ+у+ 27? +A,(z-x-1)4+A,(y—-2z-1) 

и напишем для неё систему необходимые условия безусловного экстремума 

=2z+i,-A,x=0, (4.5) 
- 

| 9%. 

Имеем: x=—l, y=1,z=0, A=1, А,= -1. < 

Вопрос о наличии экстремума в точке возможного условного экстремума 

решается с помощью достаточных условий. При этом изучается второй диф- 
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ференциал функции Лагранжа [13]. 
Найдём вторые производные функции Лагранжа 

D(x, у, 2, №, А2) Ех ty +27 4+Ai(z -х- 1) + daly —xz- 1), 
для этого продифференцируем её первые производные (см. систему (4.4): 

д?Ф _9°Ф _ 9 0°® _» OD _ 9*Ф _0 9°Ф __y = 
2 — 2° ™“? 2 = — — — 2 ~~» дх? ду? dz? дхду дудЕ Oxdz 

ФФи(х, у, 2, м, A2) = 2427 +2dxdz. 
Найдём связи между dx, dy, dz продифференцировав уравнения связи: 

dz — dx =0, dz — dx =0, dz = ax, 
| — 2Ах — ха = 0, =1% +dz=0,~ ‘4 =—dz. 

С учётом установленных связей между ах, dy, 42 имеем: 
Ф(х, у, 2, м, Аз) = 242? +2аха2 = 4dx’. 

Поскольку &Ф > 0 в любой точке M(x, у, 2) и для любых значений dx, не 

равных нулю, то приходим к выводу, что в точке Мо(-1, 1, 0) данная функция 
имеет условный минимум. 4 

Замечание 4.1.. Метод Лагранжа, рассмотренный выше для частного слу- 
чая, обобщается на случай отыскания условного экстремума функции / (хи, X2, 

...Хиь) при наличии К (1<k < т) связей (4.1). Функция Лагранжа здесь имеет вид 

M(x), хо, .. .2- Mino М ›.. Ay) = F(X, X25. x) +E, ;(X,,X2,-. Хи). 

i=l 
Пример 4.3. Исследовать функцию и = x — 2y + 22 Ha экстремум при нали- 

чии связи: х*+у’+27=9. 
> Составим функцию Лагранжа: 

M(x, y, 2, Л) =х-2у + 22+ +У+Р- 9), 

для нее выпишем необходимые условия безусловного экстремума и из полу- 
ченной системы получим координаты точек возможного условного экстремума: 

3 - 1+ 2Ax=0, — 
3 oe raya yet 9% > , ^ 

тб 2=-5,, 

5% == + у? +22 —9=0, | =. 

Имеем м =-1/2 ,x1=1, yi =—2,22=23A2= 1/2 № =— 1, y2 = 2, 22 =—2; 

Mi(1, — 2, 2), М›(-1, 2, — 2) — точки возможного условного экстремума. 

В точках М! и M2 второй дифференциал функции Лагранжа равен: 

Ф(М,) =а`х+4?у+а”2 < 0, 

a@(M,)=—-(d*x+d°y+d°z)>0. 

Следовательно, функция uw =x—2y+2z при наличии связи x7+)°+27=9B 
точке МЕ(1, — 2, 2) имеет условный максимум, а в точке №2(-1, 2, — 2) — услов- 

ный минимум 4, 

Пример 4.4. Предприятие в двух цехах выпускает одну и ту же продукцию 
х (тыс. ед.) в месяц в первом цеху иу (тыс. ед.) в месяц во втором, но так что 
х + у = 3. При этом затраты на изготовление описываются соотношением 
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2(х, у) = 3х? + ху-у? - 14х- у + 100. При каком распределении работы между це- 

хами затраты будут минимальными? 
> Разрешим уравнение связи относительно переменной у: у = 3 -хи полу- 

ченное выражение подставим в данную функцию: 
2(х, у) = х’— 4х + 88 =Г. 

Получили функцию одной переменной, для которой правила отыскания 

экстремумов были изучены ранее. Из уравнения Zz’ = 2х —4 = 0 находим точку 

x = 2, подозрительную на экстремум. Так как 2" = 2 >0, то в этой точке имеем 

минимум. Для этого значения абсциссы находим соответствующую ординату 
у = 1. Получаем одну стационарную точку M(2, 1), в которой имеем условный 

минимум Zmin = 84. 

$ 5. Отыскание наибольших и наименьших значений функции 

Пусть функция / (№), M(x, X2,..., Xm), задана и непрерывна в некоторой за- 
мкнутой ограниченной области Дск и. В соответствие со второй теоремой Вей- 
ерштрасса (теорема 5.1, гл. 1) эта функция принимает на области D наименьшее 

и наибольшее значения (т = min f(N), М = max f(N)). Отыскание этих 
(-)МеБ ‘)NeD 

значений поизводится по следующему алгоритму. 
1. Находим критические точки М№М,..., № функции / (№) внутри области D u 

вычисляем в них значения функции 
F(M1), ... ‚№. (5.1) 

2. Находим точки Nei, ... , №. возможного условного экстремума функции 

(СМ) на границе области D и вычисляем в них значения функции 
Ft (Nee), wey tT (Nise). (5.2) 

3. Среди чисел (5.1) и (5.2) находим наименьшее и наибольшее. Наимень- 
шее из них равно т, а наибольшее — М. 

Пример 5.1. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 

и= х’ + у’ +2х — 2у в области О, определяемой неравенством x°+ у? < 4. 
> 1) Найдём критические точки внутри области D: ,- 

= Эл+2=0=5= х=-1: 

и, =2y—2=0> у=1. Итак, ,_;.,)_ критическая точка, и(—1, 1) =—2. 

2) Найдём точки возможного условного экстремума данной функции при 

условии: х? + у? = 4. Составим функцию Лагранжа: 

Ф(х, y,A)= х? + у? +2х-2у+/А(х? + у? -4) 
и выпишем для неё систему (3.13) прит =2,А = 1: 

9 oy 424 2Ax=0, 
Ox 
дФ 
—=2у-2+2Лу=0 у =2У y=0, 

о =х?+ у? -4=0. 

Сложив почленно первых два уравнения, после очевидных преобразований 

имеем 2(х + y)+2A(x+ у) =0= ++ =05 177, 
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Подставим равенство X =—Y в третье уравнение системы 

2у? =4> у? =2> у=+\2. 

Отсюда с учётом равенства х =-у находим две критические точки данной 

функции внутри области D: (—/2, 2), (/2,-~2). Вычислим в них значения 

функции и(—-/2, 2) =4-4,/2, u(V2,- 2) =4+4-/2. 

3) Среди вышевыделенных значений функции найдём наименьшее и 
наибольшее: т = шши =-2, М = тах и = 4(1+ 4/2). < 

р р | 

Глава 4. Двойной интеграл 

К двойным интегралам (к интегралам по плоским областям) приводят зада- 

чи вычисления аддитивных физических, механических (массы, моментов инер- 
ции, статических моментов, зарядов и т. п.), геометрических величин (площа- 
дей плоских фигур и криволинейных поверхностей, объемов цилиндрических 

брусов и т. п.) и ряда величин, характеризующих экономику, связанных с ку- 
сочно непрерывным распределением этой величины по плоской области. Двой- 

ной интеграл также находит свое применение в задачах экономики, решаемых 
методами теории вероятностей. 

$ 1. Понятие двойного интеграла 

Пусть РсА) — замкнутая область, ограниченная кусочно-гладкой кривой, и 

в этой области задана функция ХМ), где M(x, ye D (рис. 1.1). Кусочно- 

гладкими кривыми разобьём область D на п частичных областей Р\,... Dy, не 

имеющих общих внутренних точек, с площадями AS), ..., AS,. В каждой из об- 

ластей Г), i = 1, 2, ..., п, выберем произвольную точку МКхь yi), вычислим в ней 

значение функции f(M;) и составим сумму 

с, => f(M)AS,, (1.1) 
i=l 

называемую интегральной суммой функции (М) no области О. Значение o,, 3a- 
висит от п, от способа разбиения области D на части и от способа выбора точки 
М; в каждой из областей Dj. 

Назовём диаметром 4; области О; наибольшее из расстояний между гранич- 

ными точками этой области. 
“A 

лу М i(x, у) у D 

> y) 

(AS) 

>. Xx 

9 - x 

Рис 1.1. К понятию двойного интеграла Рис. 1.2. Материальная пластина 
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Обозначим через А. ранг разбиения, равный наибольшему из диаметров 4; 

частичных областей: A=max{d,}. Если устремить А. к нулю, то число и частич- 
i 

ных областей будет неограниченно увеличиваться. 
Определение 1.1. Если существует конечный предел интегральной суммы 

(1.1) при 4-0, понимаемый в смысле определения 1.1 (гл. 3, разд. 6), то он 
называется двойным интегралом от функции (М) по области D и обозначается 

одним из символов: [| f(M)dS или [| T(x, y)dxdy. Функция f(x, у) при этом 
р р 

называется интегрируемой (по Риману) по области О. Итак, по определению 

имеем {| f(x, y)dxdy = lim> Г (х,, y, AS, . 
D 40 57) 

Классы интегрируемых функций устанавливают следующие теоремы. 
Теорема 1.1 (необходимое условие интегрируемости). Если функция (М) 

интегрируема по области D, то она ограничена в области D. 
Теорема 1.2 (достаточное условие интегрируемости). Если функция КМ) 

ограничена в замкнутой ограниченной области D с кусочно-гладкой границей и 

непрерывна в D за исключением, быть может, конечного числа гладких кривых, 
то она интегрируема по этой области. 

Указанные в теоремах 1.1, 1.2 классы функций практически исчерпывают 

все функции, встречающиеся в приложениях. В дальнейшем предполагается, 

что рассматриваются только такие функции. 

$ 2. Геометрический и механический смысл 

двойного интеграла 

1. Геометрический смысл. Рассмотрим тело (рис. 2.1), ограниченное плос- 

костью Оху, цилиндрической поверхностью, образующие которой параллельны 

оси Oz, и поверхностью (5): 2 = f(x, у). 

Такое тело назовём цилиндрическим брусом, ориентированным по оси 02. 
Основанием его служит некоторая область D на плоскости Oxy. Если функция 
(x, у) непрерывна и неотрицательна в области D, то объём V этого бруса равен 
двойному интегралу от функции f(x, y) по области D: 

V = || f(x, ydxdy. (2.1) 

Итак, двойной интеграл OT непрерывной неотрицательной функции можно 

рассматривать как объём некоторого цилиндрического бруса. 
2. Механический смысл. Пусть дана плоская пластина D, на которой рас- 

пределена масса т (рис. 2.2). Возьмём на пластине точку М и некоторую ча- 
стичную область (AS), содержащую эту точку, AS и Ат — площадь и масса (AS). 

Отношение Am/AS называют средней поверхностной плотностью пластины D 

в точке M(x, у). Если 3 lim Am — uM), то его называют поверхностной плот- 
(AS) M 

ностыо пластины в точке M(x, у) (запись (А5)>М означает, что элемент (AS), 
уменьшаясь, стягивается в точку М). Масса распределена по пластине, как пра- 
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вило, неоднородно, поэтому поверхностная плотность есть функция точки М на 

области 2. 
Предположим теперь, что масса т распределена на плоской пластине D с 

поверхностной плотностью и =f (x, у), непрерывной на области О. Тогда для 
массы материальной пластины, имеющей форму области D (рис. 2.2), справед- 
ливо равенство 

т= {| T(x y)dxdy. (2.2) 

Итак, если подынтегральную функцию трактовать как поверхностную плот- 
ность в точке M(x, у) пластины, имеющей форму области D, то двойной инте- 

грал выражает массу этой пластины. Такая трактовка двойного интеграла воз- 

можна для любой непрерывной и неотрицательной функции. Заметим, что вме- 
сто плотности вещества можно говорить о плотности распределения электриче- 
ского заряда g(x,y) в данной точке пластины, о плотности распределения 
q(x, y)) семян в данной точке засеянного пшеницей поля. В этом случае заряд 

всей пластины и количество (стоимость) израсходованного при посеве зерна 
выразится двойным интегралом вида (2.2). 

$ 3. Свойства двойных интегралов 

Свойства двойного интеграла во многом аналогичны свойствам определён- 

ного интеграла. Сформулируем их, предполагая рассматриваемые функции та- 
ковыми, что интегралы от них имеют смысл. 

1. [| I (x, y)dxdy=S, где 5 — площадь области О. 
р 

2. Аддитивность. Если область О с помощью кусочно-гладкой кривой раз- 

бита на области ДО! и Do, не имеющие общих внутренних точек, TO 

[| £@, y)dxdy = Л Л (x, y)dxdy + J f(x, y)dxdy . 
D 

3. Линейность. Если и, 02,..., Ok — константы, TO 
k А 

JLo (ть) dxdy = хо iY) dxdy . 
Di= 

4. Интегрирование неравенств. Если f (M) < g(M) на области D, то 

П(м)а5 < | ам). 
р р 

5. Оценка модуля интеграла: 

I] f(x,y) dxdy |< [| f(x, у) |dxdy. 
D D 

6. Теорема о среднем. Если (М) непрерывна в замкнутой ограниченной об- 

ласти D, то в этой области существует такая точка (&, п), что 

Sy dedy= EWS, 

где 5 — площадь области D. 

255



Замечание 3.1. Доказательства первых пяти свойств основаны на определе- 

нии двойного интеграла как предела интегральной суммы, последнее, как и в 
случае определённого интеграла, обосновывается с помощью свойства 4 и тео- 
ремы о функции, непрерывной в замкнутой ограниченной области, принимаю- 

щей все промежуточные значения между двумя любыми своими значениями. 
Докажем, например, свойство 1. Здесь подынтегральная функция / (х, у) = 1 для 
любой точки области О, поэтому имеем 

с, = SAS, =5= limy AS =[[dxdy=S. 
0 ja р i=] 

$ 4. Вычисление двойного интеграла 

в прямоугольных координатах 

B § 2 рассмотрено тело, названное цилиндрическим брусом. Оно ограниче- 
но плоскостью Oxy, цилиндрической поверхностью с образующими, парал- 
лельными оси Oz и сверху поверхностью (5): 2 = f(x, у) (рис. 4.1). Пусть основа- 
ние тела есть область О, ограниченная прямыми х = а, х = Би кривыми с ypaB- 
нениями у = ф((х), у = 62(х), Фи) < ф2(х), хЕ [a, |, а < b (D - область 1-го типа, 
рис. 4.2а). Объём данного тела определяется равенством (2.1). Рассечём рас- 
сматриваемое тело плоскостями, параллельными плоскости Oyz, а и Б — абсцис- 
сы крайних сечений. Площадь сечения ABCE тела плоскостью, проведённой на 
расстоянии x от Oyz (рис. 4.1), зависит OT x. Обозначим её через 5(х). Для объе- 
ма Г данного тела имеем: 

b 

= | S(x)dx. (4.1) 
a 

Найдём выражение для функции S(x) — площади фигуры ABCE. Она равна 

площади трапеции ABC E — проекции ABCE на плоскость Oyz (рис. 4.1). 

==VW(y) ‚. 

мо ее © 

iy
 

ьч
 

РЯ
 

Рис. 4.1. К вычислению двойного интеграла в прямоугольных координатах 

Трапеция А В СЕ ’ограничена кривой z= f(x, у) = %0?), прямыми у! = @;(x), 
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y2 = (x) и осью Oy (x фиксировано для выбранного сечения). Но тогда 
№ > (1) 

Sypce =S(x)= [wo)dy= | f(x, y)dy и в силу (4.1): 
Я фи (у) 

bf p(y) b > (+) 

V=|| | fe, ув |= 4 | Ле, у. (4.2) 
а\ o,(y) а Фи() 

Итак, объём данного тела выражен через повторный интеграл, в котором 

интегрирование выполняется сначала по у (при фиксированном х), а затем по- 
лученный результат интегрируется по x. Сравнение (4.1) и (4.2) для области 
(области 1-го типа, рис. 42а) приводит к равенству: 

(х) 

кубу =] | бу 
о aCe) (4.3) ? 

которое остаётся справедливым и в общем случае, когда значения функции 

J(x, У) могут иметь любой знак в области D. 

YN "№ 
у = 92(x) d 

с [------.... _ 

~ O 

a) область 1-го muna 6) область 2-20 типа 
Рис. 4.2. Типы стандартных областеи 

О 

Замечание 4.1. Если в предыдущих рассуждениях поменять роли перемен- 
ных хи у, то для области), определяемой неравенствами c<y<d, 

wi(y) <x < we(y) (область 2-го типа, рис. 4.26), получим формулу: 
d Wo (x) 

I [ох ydxdy=[dy | f(xy)de. (4.4) 
С Wy (x) 

Пример 4.1. Вычислить интеграл [| (2у- х)ахау , где D — область, ограни- 
р 

ченная линиями y =X, y =X. 
> Область Л (рис. 4.3), определяемая неравенствами: 0 <x < 1, х< y <x, яв- 

ляется областью 1-го типа, поэтому по формуле (4.3) имеем: 
| x 1 -_ 

[J Qy хуи = [ах | 2y—x)dy=[(y?- ay) de = 
D 0 x 0 . 

| р | 

== [5-7 9 

° 0 .< 
Замечание 4.2. Если область более сложного вида, чем рассмотренные вы- 

ше, то её следует разбить на такие части, по которым функция f (x, у) может 
быть проинтегрирована при помощи вышеполученных формул, а затем вос- 
пользоваться аддитивностью двойного интеграла по отно шению к области ин- 

257 

I 



тегрирования. Так, для вычисления {| T(x, y)dS в случае области О, изобра- 
р 

женной на рис. 4.4, надо область D разбить на три части Ру, Do, и D3, вычислить 

интегралы {| F(x, y)dS , [| T(x, y)dS , [| f(x, y)dS по формуле (4.3) и получен- 
dD, D, D, 

ные результаты сложить: 

=x УМ К 

о 
| 

О 

Рис. 4.3. К примеру 4.1 Рис. 4.4. Разбиение произвольной 
на области 1-го типа 

[JF dS = [| сх, у)а5 + [| fC, уа5+ [| F(x, yds. 

Пример 4.2. Изменить порядок интегрирования в следующем выражении: 
2 (x-2)? | x 

T={dx| f(x,y)dyt[dx | f(xy)dy. 
0 0 1 0 

> Данное выражение есть сумма двух повторных интегралов: -=/1+. Пер- 

вый из них взят по области Ду: 0 <х<1, 0 <у<х; второй — по области D2: 1 <x 

<2,0<у< (х- 2)? (рис. 4.5). Рассмотрим область D = DiVD2, ордината любой 
её точки заключена в пределах от 0 до | (рис. 4.5). Чтобы найти пределы по 
абсциссе x, из уравнения параболы у=(х — 2)? найдём x как функцию у: 
х=2+./у уравнение x=2—./y задаёт левую ветвь параболы, а уравнение 

x=2 + Jy — её правую ветвь. Для координат точек области О имеем неравен- 

fv 

| Гоъудах. < 
у 

2— | 2 

ства: 0<у<1; y<x<2- fy. Из формулы (4.4) следует: J = | dy 
0 

$ 5. Примеры использования двойного интеграла 

1. Площадь плоской области. Из свойства | двойного интеграла ($ 3) сле- 
дует, что площадь 5 плоской области D может быть вычислена с помощью 

двойного интеграла по формуле 

5 = |[dxdy. (5.1) 
р 

Пример 5.1. Найти площадь области О, ограниченной линиями y = x, y = x. 
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> Область D изображена на рис. 4.3, её площадь вычислим, используя фор- 

мулу (5.1): | 

$= [def dy=|(x—)dr=(2-2) 
0 x2 0 0 

=— ед. пл. <4 
2 3 6 

wy Yrx y=(-2y y 

—
 
o
w
 

o
e
 

—
 

[» 
—< о > 
O | 2 —а О а 

Рис. 4.5. К примеру 4.2 Рис. 5.1. К примеру 5.2 

Замечание 5.1. Двойной интеграл используется для нахождения объемов 

цилиндрических брусов и площадей криволинейных поверхностей. 

2. Масса пластины. Масса плоской области D с поверхностной плотностью 

и(М), где функция и(М) непрерывна на D, может быть вычислена с помощью 
двойного интеграла по формуле: 

т= [| u(x, y)dxdy . (5.2) 

Пример 5.2. Найти массу пластины, ограниченной линиями: 

x/a?+y/ b*=1,y =0, (vy >0), если поверхностная плотность задана равен- 
ством L(x, у) = у. 

> Массу m пластины вычислим по формуле (5.2): 

т = [| u(x, y)dxdy = [| ydxdy . 
D D 

Для перехода от двойного интеграла к повторному интегралу зададим об- 

ласть D неравенствами: —a <x <a, 0<y < Ь\/1-х? / а? и сделаем чертёж обла- 

сти D (рис. 5.1). 
а Ь\-х2 а? р? а 2 ab? 

m= ах = Ja ydy “FI! — | dx =e < 

3. Технология решения задач, сводящихся к двойному интегралу. 

К вычислению двойного интеграла сводятся все задачи, связанные с непре- 
рывным распределением некоторой величины в пределах плоской фигуры D. 

Технологию получения соответствующих формул покажем на примере. 
Пример 5.3. Требуется очистить от мусора территорию, имеющую форму 

области D из плоскости Oxy. Стоимость уборки, отнесённая к единице площа- 
ди, задана равенством: с» = сь(х, у) тыс. руб. Определить полную стоимость ра- 
боты О по очистке всей территории. 

> Выделим бесконечно малый элемент (dS) области О, содержащий точку 
M(x, y), и сделаем упрощающее предположение — стоимость уборки в пределах 

(dS) постоянна и равна её значению в точке М, т. е. сьх, у). Тогда для элемента 
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dQ искомой величины О имеем приближённое выражение вида: dO = c,(x, у) 45, 
справедливое точностью до бесконечно малых более высокого порядка, чем dS. 

Тогда точное значение О выразится формулой О= [Je p(X, yds . < 
D 

Глава 5. Задания для проверки качества усвоения 

раздела 7 

$ 1. Задачи для самостоятельной работы 

1. Найдите область определения функции z = Л — x2 — у? + \/х ; изобразите 

ее на чертеже. 

еслиа) z= —: 6) z=arcsin(x2 + y2). 
ax’ ) x2 + у?’ ) ( J ) 

3. z=e-*'” , Найдите dz в точке М1, 1). 
92 “Z _ =? 

дхду 

5. x2 — у? +222 —Зху+х+2-|= 

ди 
ol 

u=xy+xz2 + у23. 

2. Найдите — 

4. z=sin(xy); 

‚= 2 052 =1 

7 111 6. Найдите по направлению [9 =| ——, ——, — | в точке M(1, 1, 1), если к P ees) wh) 
7. Найдите градиент функции 2 = x3 + xy+ y3 в точке M(1, 1, 1). 

a _ 9 
ду 

9. Найдите экстремумы функции 2: 
а) z=3x2 +ху+2у? -7х-э5у; 

6) z=2x2 +2ху+3у? —8х-14у. 

10. Найдите экстремумы функции и=х? —ху + у? - 422 +9х—-бу-82+16. 

8. 23 +Зхуд = а3; 

11. Найдите минимум функции 2=2х? + xy при условии x+ у=1. 

12. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции 2=х? - 2 +х+у 

в треугольнике с вершинами O(0, 0), А(1, 0), BC, 1). 

13. Фирма, производящая продукцию на трех заводах, решила выпускать в 
месяц 210 единиц продукции при наименьших суммарных затратах, х; — число 
единиц продукции, произведённой на i— том заводе, 7 =1, 2, 3. Сколько продук- 
ции ежемесячно следует выпускать на каждом заводе, если функции издержек 

56 x,? — для первого завода; C2(x2) = 

п. 2 _ ] =2лх, + 40 ~ для второго завода; С (x3) =x; + 60 ——х.’ — для третьего завода? 

Указание. Рекомендуется использовать метод множителей Лагранжа. 

14. Фирма производит в месяц х (тысяч штук) первого товара и у (тысяч 

штук) второго. Прибыль 2(х, y) (млн. руб.), получаемая при этом, описывается 

заводов имеют вид: C,(x,) =x, + 
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соотношением 2(х, у) =-2х? —-ху-2у? +6x+6y. При каких объемах выпуска 

изделий 1-го 2-го типов прибыль фирмы будет наибольшей? 

15. Определить полную стоимость работы О по очистке территории, пред- 
ставляющей собой квадрат: OS x<2,0S y<2, если стоимость уборки, отнесён- 

ная к единице площади, задана равенством с, =100(1 —(x-1)? -(у-1)2) тыс. 

руб. 
16. Вычислите повторные интегралы: 

5 2 | 8 
a) [ dx| (x? +y)dy; 6) | dx | (x+2y)dy. 

0 0 —3 2-4 

17. Вычислите двойные интегралы: a) {| (x? + y)dxdy , если область D огра- 
D 

ничена линиями y= x7 HxX=y"; 6) [J y*dxdy, если область D ограничена ли- 
р 

нией x7 + у’ = 9. 
18. Вычислите площади фигур, ограниченных следующими линиями: 

a) у=\/х, y=2Vx,x=4; б)у’ = 10х+25, у? =-6х+9; 

Ответы к задачам для самостоятельной работы 

2+ у2 < . . 
1. |2 a Ь_ замкнутый правый полукруг радиуса 1. 

Axy? 2х 2.а ; 6 . 3. e-!(-—dx + ау). 4. cos(xy) — xysin 

92 2х +1 т. Е Oz XZ 
4,24 =- . .3 3.7. ДТ + +24 . 8. = S- . 

Ox 32-Зу+1 6. 3/3 Ти ду 22+ху 

9.а) 21; =2(11) =—6; 6) 2... = 2(1,2) =-18. 10. и, =-1. 

= 1 3 = _1 = =): = 7 = 9 11. zi. = } >. 12. 24, = 2(0,0) =0; Zane 21 5] = 4" 

13. (40; 80; 90). 14. 2.6 =2(1,1) =6. 15. 400/3т.р. 16. a) 14/3; 6) 50,4. 

17. a) 33/140; 6) 0. 18. a) 16/3; 6) 1615/3. 

$ 2. Контрольные вопросы к разделу 7 

1. Что такое полный дифференциал функции 2 = f (x, у)? 

2. Запишите формулу, определяющую частную производную функции 

z=f (x, y) по переменной у в точке Мо(хо, yo). 

3. Какая функция двух аргументов называется дифференцируемой? 
4. Запишите формулу, выражающую полный дифференциал функции 

2 = } (x, у) через её частные производные. 

5. Как соотносятся между собой свойства непрерывности и дифференцируе- 
мости функции двух переменных? 

6. Какая функция 2 = f (x, у) называется непрерывной в точке Мо(хо, yo)? 
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7. Как определяется овклидово расстояние p(M, №2) между двумя точками 
Mx... x) И M(x... 

Эд т 
?)) т-мерного пространства? 

xt 

8. Какая точка множества А называется внутренней? граничной? 

9. Что такое б-окрестность точки M,(x\", x, ..., x)? 
“9% т 

10. Какое множество Ё называется ограниченным? замкнутым? связным? 

11. Сформулируйте определение предела функции f(M) = f(x, у) в точке 
Мо(хо, yo). 

12. Сформулируйте теорему о равенстве вторых смешанных производных 

функции 2 = f (x, y). 
13. Как соотносятся между собой свойства дифференцируемости и суще- 

ствования первых частных производных функции 2 = f (x, у)? 
14. Сформулируйте определение производной функции 

15. и = (М) =f (x, у, 2) по направлению вектора /. 
16. Запишите формулу, выражающую производную функции и= f(x, у, 2) по 

0 
направлению вектора / =(cosa,cosB,cosy) через частные производные функ- 

ЦИИ И. 

17. Запишите формулу, связывающую gradu и производную т заданной 

точке скалярного поля и. 

18. Что такое поверхность уровня скалярного поля и= f(x, у, 2)? 
19. Как направлен gradi по отношению к поверхности уровня скалярного 

поля и= f(x, у, 2)? 
20. Как связаны направления наибольшего роста функции и= f(x, у, 2) с век- 

тором gradu в рассматриваемой точке M(x, у, 2)? 

21. Выразите тах ит через gradu в заданной точке скалярного по- 
и и 

dl al 
ля. 

22. Запишите формулу для производной 5 сложной функции 2= 2(и, У), 

и= и(х, у), v= V(X, у). 
ау 

23. Запишите формулу для производной ae неявной функции, заданной 

уравнением F(x, у) = 0. 

92 02 . . 
24. Запишите формулу для производных ox Oy неявной функции, заданной 

уравнением: F(x, у, 2) = 0. 
25. Сформулируйте определение локального максимума (локального мини- 

мума) функции 2 = f (x, у) в точке Мо(хо, yo). 
26. Сформулируйте правило отыскания наибольшего и наименьшего значе- 

ний функции 2 = f(x, у) в ограниченной замкнутой области. 

27. Сформулируйте необходимые и достаточные условия экстремума функ- 

ции 2 = f(x, у). 
28. Что такое стационарная точка функции 2 = f (x, у)? 
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29. Сформулируйте определение условного максимума функции и = КМ) 

при связи ф(М) = 0 (рассмотрите случай двух или трех переменных). 
30. Сформулируйте необходимые условия условного экстремума функции 

и = КМ) при связи Ф(М) = 0 по методу Лагранжа (рассмотрите случай двух и 

трех переменных). 

31. Сформулируйте теорему Вейерштрасса об ограниченности функции, не- 
прерывной в замкнутой ограниченной области. 

32. Сформулируйте теорему Вейерштрасса о существовании наибольшего и 
наименьшего значений функции, непрерывной в замкнутой ограниченной обла- 
сти. 

33. Что называется диаметром области? Чему равен диаметр прямоугольного 
треугольника с катетами аи 5? 

34. Что понимается под двойным интегралом? 

35. Каков физический смысл двойного интеграла {| Ff (x, y)dxdy ? Ero геомет- 
D 

рический смысл? 

36. Как вычислить площадь области с помощью двойного интеграла в декар- 

товых координатах? 
37.Запишите формулу сведения двойного интеграла к повторному в декар- 

товых координатах и объясните с помощью чертежа смысл входящих в форму- 
лу величин. Указание. Рассмотрите 2 случая: 1) внешний интеграл берется по 

переменной х, а внутренний — по переменной у; 2) внешний интеграл берется по 
переменной у, а внутренний — по переменной х. 

38. Сформулируйте теорему существования двойного интеграла. 

39. Сформулируйте свойства аддитивности и линейности двойного интегра- 

ла. 
40. Дайте определение среднего значения функции / (x, у) в области О. 

$ 3. Тесты по разделу 7 

Раздел 7. Дифференциальное исчисление функций нескольких перемен- 
Вар. № 1 ., 

ных. Двойные интегралы. 

1 < . OZ > 2 Вычислите значение частной производной = функции z = arctg(x2 + у?) в 
'}? 

точке М(-1, 1). 

.. . OZ ; - 
Вычислите значение частной производной > функции z = 2,/x? +2y? —2xy в 

х 
точке М(-1, 1). 

3 | Найдите градиент скалярного поля и=х+т(2`+у’) в точке М (-2,1,-). 

4 | Равенство 3x° у” +2xyz* -2х'2+4у'2 = 4 задает неяную функцию 2(х, у). 

Вычислите значение её частной производной по ув данной М, (2.1,2). 

5 | Вычислите значение частной производной и: (Му) заданной функции 

и = In(x° +3/у —2) в заданной точке М. (2, 1, 8). 
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6 | Найдите полный дифференциал функции z=arcsin,/xy в точке М. ( 1/2 ,1/2 ). 

7 № № wo 972 3 3 
Найдите значение частной производной > функции z=2—x —y +5x в точке 

хду 

M,(1, 1). 

8 | Найдите производную скалярного поля u=(x°+y? +z") BTouKe M(1,1,1) по 

направлению вектора / =i —j +k. 

9 | Исследуйте на экстремум следующую функцию z= x° +ху+ у” -6х-9у. 

10 | Найти точки возможного условного экстремума функции z = 2x? + у? -9 

при наличии связи х-Зу=1. 

11 | Вычислите интеграл [[х Чхау , если область D ограничена линиями у=х’, y = 2х. 
р 

12 | Найдите наименьшее значения функции z=x° + у” в круге х’+у’ <1. 

Bap. №2 Раздел 7. Дифференциальное исчисление 
ар. № v > 

P функций нескольких переменных. Двойные интегралы 

1 .. . OZ 3 
Вычислите значение частной производной >, функции Z=arcsin2x y) в точке 

'}? 

2 < К dz > > 
Вычислите значение частной производной a. функции = = 2/3? +2y"-4B 

xX 

точке M,(1, 1). 

3 | Найдите градиент скалярного поля и= In(3—x*)+xy"z в точке М (1,-3,1). 

4 | Равенство cos* х+с05* у+с05° 2 = 3/2 задает неяную функцию 2(x, у). Вычислите 

значение её частной производной по y в точке М(л/4, 37/4, п/4). 

5 | Вычислите значение частной производной и’ (Мо) функции и = arctg(xz/”) в 

заданной точке Mo(2, |, 1). 

6 , 
Найдите полный дифференциал заданной функции 2 =5т 7 вточке 

x+y 

Мо(1, 1). 

7 .. .. . OZ 2 3.4 
Найдите значение частной производной о функции 2=5ху -Зх у в точке 

хду 

Мос, 1). 

8 Найдите производную скалярного поля uw = xy -^ в точке М(-4, 3, -1) по 
< 

направлению вектора / =Si+j—k. 

9 | Исследуйте на экстремум следующую функцию z= 6(x— y)—3x7 —3y". 

10 | Найти точки возможного условного экстремума функции 2 =х? +42 -15 при 

наличии уравнения связи х+2у=1. 
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11 | Вычислить двойной интеграл [fat y)dxdy , область D ограничена линиями 
D 

274. — у =х, у=х. 

12 | Найдите наибольшее значения функции 2=х”+у” в квадрате, ограниченном J 

прямыми х=0, y=0, x=1, у=1. 

Ответы к заданиям тестов 

Вариант 1 

1) 2/5. 2)1. 3) -i+j-k. 4) —16. 5) -1. 6) ated. 7) 0. 8) 3. 

9) Znax— —21. 10) В точке М(1/19, —6/19) функция имеет условный минимум. 

11) 4/3. 12) 0 

Вариант 2 

1) 0. 2) 6. 3) 81 -67+9k. 4) 1. 5) 2/5. 6) - aK os dt to os dy 

7) -26. 8) 4/33. 9) z,,, = 6. 10) В точке M(1/4, 3/8) функция имеет условный 

минимум. 11) 3/20. 12) 2. 
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Раздел 8. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Краткая характеристика раздела 

1. Темы раздела. Дифференциальные уравнения 1-го и высших порядков, 

задача Коши. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка. 

Системы дифференциальных уравнений. Модели естественного и логи- 
стического роста. Уравнение Самуэльсона. 

2. Базисные понятия. Обыкновенное дифференциальное уравнение. Зада- 
ча Коши. Частное, общее и особое решения уравнения. Система обыкно- 
венных дифференциальных уравнений... Задача Коши, частное и общее 
решения системы. 

3. Основные задачи. Нахождение общего решения дифференциального 
уравнения. Нахождение частного решения дифференциального уравне- 
ния по заданным начальным условиям (задача Коши). Нахождение об- 

щего и частного решения системы дифференциальных уравнений. 

Глава 1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

$ 1. Дифференциальные уравнения. Основные понятия 

Определение 1.1. Дифференциальным уравнением называется равенство, 

содержащее одну или несколько независимых переменных, неизвестную функ- 
цию и её производные или дифференциалы. 

Примеры дифференциальных уравнений: 

у-у=0, (1.1) 

Ft = a2 4, (1.2) 

у=х? -у?, (1.3) 
y= Jl+(y). (1.4) 

Если дифференциальное уравнение содержит одну независимую перемен- 
ную и функцию от этой переменной, то оно называется обыкновенным диффе- 
ренциальным уравнением, в противном случае — уравнением с частными произ- 
водными. Так, уравнения (1.1), (1.3), (1.4) — обыкновенные дифференциальные 

уравнения, а уравнение (1.2) — уравнение с частными производными. Далее бу- 

дут рассматриваться только обыкновенные дифференциальные уравнения и 
термин «обыкновенные» будет опускаться. 

Порядок старшей производной, входящей в дифференциальное уравнение 
называется порядком этого уравнения. Так уравнение (1.1) — уравнение 2-го по- 
рядка, а уравнения (1.3), (1.4) — уравнения 1-го порядка. 

Равенство 

F(x, уу’... , У) = 0. (1.5) 
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задаёт дифференциальное уравнение п-го порядка в общем виде. Производная 

у@/ обязательно входит в уравнение (1.5). 
Определение 1.2. Функция у = Ф(х) называется решением уравнения (1.5) 

на интервале (а, b), если она имеет на этом интервале все производные до п-го 

порядка включительно и при подстановке в уравнение (1.5) обращает его в 

тождество: F(x, ф(х), o’(x), ... , Ф®(х)) = 0, справедливое для Vxe (a,b). График 

решения уравнения (1.5) называется интегральной кривой этого уравнения. 
Так, функция у=зшх — решение уравнения (1.1) на №. В самом деле, 

у =cosx, y =—sinx. При подстановке этой функции и её второй производной 

в уравнение (1.1) получаем равенство: — зшх +зшх = 0, верное для \УхеЕ В. 
Решить дифференциальное уравнение — значит, найти все его решения. 

Процесс отыскания решений называется интегрированием дифференциального 

уравнения. Существует ряд приёмов интегрирования дифференциальных урав- 
нений специального вида, все решения которых удаётся выразить в элементар- 
ных функциях. Если уравнение не интегрируется в элементарных функциях, но 
все его решения выражаются через неопределённые интегралы от элементар- 
ных функций, то говорят, что оно проинтегрировано в квадратурах. Квадрату- 
рой называется операция вычисления неопределённого интеграла. Например, 
все решения уравнения 

y=er (1.6) 

содержатся в формуле y= fe dx+C. 

Первый член в правой части этого равенства есть какая-нибудь первообраз- 

y ная для функции e аС- произвольная посто- 
Я A>, янная. Итак, уравнение (1.6) проинтегрировано в 

Pa 7 7 a 7 квадратурах. 
1,” pot 7 Если уравнение удаётся проинтегрировать в 
a 7 eal элементарных функциях или в квадратурах, то 

5 = говорят, что оно интегрируемо в конечном виде. 
Заметим, что в конечном виде интегрируется 

Рис. 1.1. Геометрическая — Лишь небольшое число типов дифференциальных 

интерпретация уравнения YPaBHCHHH. 

y=f(x, у) Уравнение F(x, уу) =0 (1.7) 

задаёт дифференциальное уравнение первого 

порядка в общем виде. 
Многие вопросы теории дифференциальных уравнений первого порядка 

проще рассматривать, записав уравнение (1.7) в виде, разрешённом относи- 

тельно производной от искомой функции: 

У =Дх, у). (1.8) 
Уравнение (1.8) будем считать заданным в области О плоскости Oxy, если 

функция f(x,y) из правой части этого уравнения задана в каждой точке 

(x, у) Е D. Рассмотрим точку (хо, yo) Е D. Из геометрического смысла производ- 
ной следует, что угловой коэффициент k касательной к интегральной кривой, 
проходящей через точку (Xo, Yo), равен значению правой части уравнения (1.8) в 
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этой точке: k = (хо, yo). Итак, уравнение (1.8) устанавливает зависимость между 

точками области D и угловым коэффициентом касательной к интегральной 

кривой, проходящей через данную точку. Сопоставив каждой точке (x,y) обла- 

сти D направленный отрезок, угловой коэффициент которого равен f(x, у), по- 
лучим поле направлений, являющееся геометрической интерпретацией уравне- 
ния (1.8) (рис. 1.1). 

$ 2. Задача и теорема Коши для уравнения у’= f(x,y). 

Общее, частное и особое решения 

Пусть дифференциальное уравнение первого порядка задано в нормальной 

форме: 

у =/Л (5) (2.1) 
Определение 2.1. Отыскание решения уравнения (3.1), удовлетворяющее 

условию: у = у при X=Xo или 

У(хо) = yo, (2.2) 
где Xo и Yo — заданные числа, называется задачей Коши. Равенство (2.2) называ- 

ется начальным условием, а числа хо и Yo — начальными данными. 

Геометрически задача Коши трактуется как отыскание интегральной кривой 

уравнения (3.1), проходящей через заданную точку (Xo, Vo). 

Исключительно большое значение для теории дифференциальных уравне- 
ний и её приложений имеет вопрос о существовании решения задачи Коши и о 

единственности этого решения. 
Теорема 2.1 (meopema Коши — теорема существования и единственности 

решения задачи Коши). Пусть задано уравнение (2.1) и начальное условие (2.2). 

Если функция f(x, у) из правой части уравнения (2.1) непрерывна вместе с част- 
ной производной (х,у) в окрестности точки yh 

D 
(хо, Yo), TO в некоторой окрестности точки Xp это 

уравнение имеет единственное решение у=у(х), 
удовлетворяющее начальному условию (2.2). ут 

Если на некоторой области D плоскости Oxy 
выполнены условия теоремы 2.1, то уравнение 
(2.1) имеет на области D бесчисленное множе- 
ство решений. В самом деле, пусть точка 

Мо, yo)€ О, через Мо в силу теоремы 2.1 прой- 

дёт одна интегральная кривая уравнения (2.1). 

Рассмотрим отрезок АВ, перпендикулярный оси 

Ох и проходящий через точку (Xo, Yo) (рис. 2.1). Через любую точку M(x, 1) 

этого отрезка в силу теоремы 2.1 проходит ещё одна интегральная кривая урав- 
нения (2.1). Точек на отрезке несчётное множество, поэтому уравнение (2.1) 
имеет бесчисленное множество решений. Эти решения образуют семейство 
функций, зависящее от одного параметра. 

У - 

у 
= 

Рис. 2.1. Существования се- 

мейства решении уравнения 
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Определение 2.2. Семейство функций 

y= ФС, С), (2.3) 
называется общим решением уравнения (2.1) на области D плоскости Oxy, если: 

1) для любого допустимого значения C=C” соответствующая функция 

у = ф(х, С”) семейства (2.3) является решением уравнения (2.1); 

2) для любой точки (Xo, Yo) е D найдётся единственное значение Со такое, 

что функция у=о(х, Co) семейства (3.3) будет решением задачи Коши для 

уравнения (2.1) с начальным условием у(хо) = yo. 

Пример 2.1. Показать, что семейство функций у=х? +2х+ 2 + Сех являет- 

ся общим решением уравнения y = y — x? на всей плоскости Oxy. 

» Необходимо показать, что для указанного семейства выполняются оба 

условия из определения 2.2. Действительно, подставим его в данное уравнение: 
(х?+2х+2+ Сех)' = (х?+2х+2+ Се*) - х? => 2х+2+ Сет =2х+2+ Сет. 

Получили тождество, справедливое при УхЕКи VCER. Таким образом, при- 

ходим к выводу, что первое условие из определения 2.2 выполнено. 

Возьмём произвольную точку (Xo, Yo) плоскости Oxy и покажем, что найдёт- 

ся единственное значение Co такое, что у=х?+2х+2+ Суех будет решением 

задачи Коши для данного уравнения с начальным условием у(хо) = yo. Подста- 

вим значения х=хо и у=уо в данное семейство функций: 

Yo =XZ +2х, +2+ Coe”. 

Получили линейное уравнение относительно Со. Оно имеет единственное pe- 

шение: Су =(% —-ху — 2X) - 2)е`® , так как e* #0. Итак, показано, что и второе 

условие из определения 2.2 выполнено. <4 
Общее решение уравнения (2.1), записанное в виде, не разрешённом отно- 

сительно искомой функции у: 

wx, у, ©) =0, 
называется общим интегралом этого уравнения. 

Определение 2.3. Решение, получающееся из общего решения дифферен- 

циального уравнения (3.1) при фиксированном значении произвольной посто- 
янной С, называется частным рещением этого уравнения (2.1). 

Определение 2.4. Решение у=у(х) дифференциального уравнения (2.1) 

называется особым, если в каждой его точке (хо, у(хо)) нарушается условие 

единственности решения задачи Коши. 
Через каждую точку интегральной кривой, соответствующей особому ре- 

шению, проходит, как минимум, ещё одна интегральная кривая. Кривые, подо- 

зрительные на особое решение, можно выделить с помощью теоремы 2.1. Ими 
могут быть только те интегральные кривые, для которых не выполняются 
условия этой теоремы. 
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Глава 2. Дифференциальные уравнения первого порядка, 

интегрируемые в квадратурах 

$ 1. Уравнения с разделяющимися переменными 

Определение 2.1. Дифференциальное уравнение вида 

М>) М(у)ах + Мо(х) No(y) dy = 0 (1.1) 

называется уравнением с разделяющимися переменными. 
Разделим переменные, поделив все члены уравнения (2.1) на произведение 

M>(x)Ni(y): @ ( 
M (x NY) „, M(x) * NG y = 0. (1.2) 

Уравнение (1.2) называется уравнением с разделёнными переменными. Пред- 

положим, что функция y = E(x) — решение данного уравнения и подставим её в 
него, получим тождество: 

MO), No) 
M,(x) № (у(х)) 

dy(x) =0 

Тогда равенство 

M,(x) NAY) oy 
[М (xt Noy” ) (1.3) 

есть общий интеграл уравнения (1.1). Равенство 

(1.3) определяет в неявном виде общее решение 1 
у 

у = у(х, С) уравнения (1.1). у=(@+С) / 
Замечание 1.1. Уравнение (1.1) с разделя- 

ющимися переменными представимо в виде, / x 
разрешённом — относительно — производной: 

=Ф0)У0). 
Замечание 1.2. Необходимо проверять, не 

потеряны ли решения при переходе от уравне- 
ния (1.1) к (1.2). Функции вида х=х,, где х!— Рис. 1.1. Интегральные кривые 

уравнения у’=3З3/у? корень уравнения М,(х)=0, uy = yi, где у! — 

корень уравнения №(у) = 0, есть решения уравнения (1.1). Если окажется, что 

найденное решение у = у! не содержится в общем решении, то это особое ре- 
шение. 

Пример 1.1. Решить уравнение у’=33/у? и выделить частное решение, 

удовлетворяющее начальным условиям: у(0) = 1. 

dy _ 
ax 

2/3 

> Запишем уравнение так: ‚ откуда в 5 = ах. Интегрируя, полу- 
у ; 

чаем общее решение: у!3 =x+C>y=(x+ С). 

При делении на у предполагалось у #0, однако, как легко видеть, функция 

у = 0 удовлетворяет данному уравнению. Это решение не может быть получено 

из общего ни при каком значении С. Функция у = 0 — особое решение, так как в 
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его точках нарушается единственность решения (через каждую его точку про- 

ходит два решения). 

Подставим начальное условие у (0) =1 в общее решение: |= (0+ cy > 

С = 1. Итак, искомое частное решение есть у = (x +1)?. Ha рис. 1.1. представлено 
семейство интегральных кривых данного уравнения. < 

$ 2. Однородные уравнения 

Определение 2.1. Дифференциальное уравнение вида 

y= f(y/x) (2.1) 
называется однородным уравнением. 

Подстановкой у = zx > у =2+^х2’, где 2 — новая неизвестная функция х, это 
уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными: 

z+x2'=f(z) > 2’=(f(z)-z)/x. 

Пример 2.1. Найти общее решение уравнения 

у’ = yA + ш0›/^Х)). (2.2) 
№ у=2х > у =2+х2г.. Уравнение (3.2) принимает вид 

2+2 =2(1 + 12) > x2’ =22. 

Перейдя в последнем равенстве от производной к дифференциалам и разде- 
лив переменные, имеем: 

dz ах > 4 (a +шС > pan?) — in Injx|+InC,,C>0 > 
zinz x 212 

—Ш | 12| = шСИх| > Ш2= Е Сы. 
Обозначим: С = + С, получим: Inz= Cx, C#0. Отсюда 2 = e* => y/x= e или 

y=xeC,C #0. (2.3) 

Итак, получено общее решение уравнения (2.2). При разделении перемен- 

ных могла произойти потеря решения. В самом деле, при делении на произве- 

дение 2112 предполагается, что 2 # 1, в то время как 2 = | — решение уравнения 

xz’ =2 2. Заменив 2 в равенстве 2=1на у/х, получим у/х = 1 или у = x — реше- 
ние уравнения (2.2). Заметим, что оно присоединяется к формуле (2.3) при сня- 

тии ограничения С #0. Окончательно имеем y= xe“, при этом СЕ А. 

Пример 2.2. Найти общее решение уравнения (у? — 2ху) ах + х?ау= 0. 
» Данное уравнение однодное, ибо оно преобразуется к виду: 

dy __ 7-2 ag ye => y=-y?/x2?4+2y/x. (2.4) 

Сделаем подстановку: y= zx > у’ =z+Xxz’. Уравнение (2.4) принимает вид 

2+х2' =-2? +22 или (27-2) ах +ха2=0. 
В результате разделения переменных приходим к уравнению 

dz 4 a0, (2.5) 
27-25 Xx 

Рациональную дробь в первом слагаемом левой части равенства (2.5) разло- 

жим на элементарные дроби и проинтегрируем полученное уравнение: 

Injz—1|—In|z|+In|x|=In|C|, C#0, или (2-1) -x=Cz. 



При разделении переменных были потеряны решения: 2 = 0, 2 = 1, x = 0. 

Подставив z=y / xX в полученные решения, после очевидных преобразований по- 
лучим (y—x)x = Су, C40, — общий интеграл исходного уравнения, а также y =x, 
у= 0, x=0. Решения у = x, x = 0 получаются из общего интеграла, если снять 

ограничение C40. Окончательно имеем: (y—x)x=Cy, у=0.< 

$ 3. Линеиное уравнение 1-го порядка. Уравнение Бернулли 

Определение 3.1. Дифференциальное уравнение вида 

y+ p(y)y=4(x) (3.1) 
называется линейным уравнением. Здесь функции p(x) и g(x) предполагаются 

непрерывными х на некотором промежутке X. Если g(x)=0 на Х, то уравнение 

(3.1) называется однородным, иначе — неоднородным. 

Если q(x) = 0, то уравнение (3.1) обращается в уравнение с разделяющимися 

переменными у’ +р(х)у=0 > 2 = —p(x)dx. 

Будем искать решение уравнения (3.1) методом Бернулли в виде произведе- 

ния двух функций и=и() и у=ъ(х): у=иу > у =иу-+уи. Уравнение (3.1) 

примет вид: му-+уи+р(х)иу = g(x), откуда 

u’v +ulv + p(x)v] =а@®). (3.2) 
Поскольку одну из функций u(x) и V(x) можно взять произвольно, TO функ- 

цию V(x) выберем так, чтобы она обращала в нуль выражение в квадратных 

скобках равенства (3.2): у + р(х)у = 0. Для функции у = v(x) имеем уравнение с 
разделяющимися переменными. За у(х) можно взять любое решение этого 
уравнения. Разделяя переменные и интегрируя, получим: 

dv =— dv — — . — - [р 
Е D(x)v => . p(x)dx => у=е 

Уравнение (3.2) принимает вид: 
n(x) dv 

a = ое! ‚ откуда и = Jae 

Подставив найденные функции u(x) и V(x) в равенство у = wv , получаем об- 
щее решение линейного уравнения (4.1): 

y= = p(x) dx ( | q (x) г P(X) iy + с) (3 3) 

Линейное уравнение не имеет особых решений. 

Замечание 3.1. Решая линейное уравнение, можно использовать формулу 

(3.3), либо воспроизвести для данного уравнения преобразования, приведшие к 
этой формуле. 

Пример 3.1. Найти общее решение уравнения y + у/х=Шх. 

| P(x) dx 

ve! ree = g(x) => dx+C. 

» Положим у=иу, где u=u(x) и v=v(x) — неизвестные функции X, 

у =и’у+ у. Данное уравнение преобразуется к виду: uv + уи’-+ иу/х = шх или 

иучи (У+у/х) = Шх. (3.4) 

Выберем функцию v(x) так, чтобы у+у/х=0. Найдём любое решение этого 
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уравнения с разделяющимися переменными: 

| dv У => dv __ dx => In|v| =—In|x| —> y=. 
dx x у х x 

Функцию yaa подставим в уравнение (3.4): и. = шх или u’=xInx. Инте- 

o 

грируя почленно это уравнение, получим 

и = |xInxdx+C > ни => шх-7+С. 
4 

x? x? | х Хх, С 
"yp =| —Inx—-— — =| А. Для функции у имеем: у=иу [5 In x у +C] x —> у 5 nx де < 

Определение 3.2. Уравнение вида 

¥ +pX)y= (x)y", (&#0, a# 1). (3.5) 
называется уравнением Бернулли. Оно может быть решено, как и линейное 

уравнение, методом Бернулли: у=иу > у =иу+уи. 
Пример 3.2. Найти общее решение уравнения 

Утес. (3.6) 

» Положим у=иу > у =иу+уи. Уравнение (3.6) принимает вид 
, / 1 22 
НУ-ИУ тУНУхи у => 

иу+и(у +у/х) =хи?у?. (3.7) 

Выберем функцию у так, чтобы выражение в скобках равнялось нулю: 

v++=0 > dv __ dx > dv __(ax => Inv=-lInx > yal. 
x у x у x x 

] ? 2 и ] Уравнение (4.7) примет вид —и =—, откуда —=l1 => -7 = x-C > 
x x um 

. Тогда общее решение уравнения (3.6) имеет вид: 

| 
х(С-х). 

При делении на и? могло быть потеряно решение и=0 => у=0. Проверка 

показывает, что у = 0 — решение уравнения (3.6). < 

| 
C-x 

и = 

y=uv= 

$ 4. Примеры дифференциальных уравнений первого порядка, 

используемых в экономике 

1. Уравнение естественного роста объёма выпускаемой продукции. 
Обозначим через y(t) объём выпуска продукции от некоторого начально- 
го момента времени ¢. Предполагается, что продукция продаётся по фик- 

сированной цене р и что рынок ненасыщаем, т. е. вся производимая про- 
дукция полностью реализуется. Назовём чистыми инвестициями разность 
I = I(t) между общим объёмом инвестиций и амортизационными затратами. 

Чтобы увеличить объём выпуска у(Г), необходимо, чтобы чистые инвести- 
ции / были больше нуля. Из предположения о ненасыщаемости рынка 
следует, что в результате расширения производства будет получен прирост 
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дохода, часть которого опять будет использована для расширения выпуска 

продукции. Это приведёт к росту объёма выпуска. 
Предположим, что между чистой инвестицией /([) и ростом объёма выпуска 

у’ прямая пропорциональная зависимость, т. е. имеет место так называемый 
принцип акселерации: 

y =m, (4.1) 
где т — норма акселерации (0<т<1, m=const). Пусть а — норма чистых 
инвестиций, т. е. часть дохода ру, полученного от реализации продук- 
ции, которая тратится на чистые инвестиции, при этом O<a<1. Но тогда 

[= ару. (4.2) 
Следовательно, окончательно получаем: 

у’= Ку. (4.3) 

где k= тар — const. 

Равенство (4.3) — это дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными. Все решения этого уравнения содержатся в формуле у= Се“, 

где C— произвольная константа. 
Пусть в начальный момент времени to обьём выпускаемой продукции был равен 

Vo, т. е. Г, = Се. Отсюда имем С=Ие“ и окончательно получаем: 

(1-0) у=Ие (4.4) 
Соотношение (4.4) называется уравнением естественного роста. Этим уравне- 

нием описываются также демографические процессы, процессы радиоак- 
тивного распада, размножения бактерий. 
Замечание 4.1. Модель естественного роста применима только на 

начальном этапе выпуска продукции повышенного спроса (например, новой 
модели планшета). Насыщение рынка и конкуренция приводит к необходи- 

мости снижения цены. В этом случае необходимо использование других 
модели. 

2. Уравнение Самуэльсона. Пусть D(p) и S(p) — соответственно величи- 
ны спроса и предложения при цене p(t), Е — время, прошедшее от началь- 
ного момента, АК > 0. Связь между изменением цены р( и не- 

удовлетворённым спросом D(p)—S(p) моделирует уравнение Самуэльсона: 

р’=А[Рф)-5()]. (4.5) 
Рассмотрим простой случай, когда спрос и предложение задаются ли- 

нейными функциями: 
О(р)=а- bp, 5(р)=т-пнр, (4.6) 

Здесь а, b, т, п — некоторые положительные числа. При этом, очевид- 

но, а> т, так как при нулевой цене спрос превышает предложение. 
В этом случае уравнение (4.5) имеет вид 

р’=Аа-— т) - К(и + Бур. (4.7) 
Уравнение (4.7) является дифференциальным уравнением с разделяю- 

щимися переменными. Решая уравнение ($ 2), получим 
а-т . t) = + Ce late) 

ра) ak | (4.8) 
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Если р”= 0, T0 P(t) =Р»„„ = const. Равновесное решение является ре- 

шением уравнения, следующего из (4.5) при р" = 0: 

D(p)—S(p) = 0. (4.9) 
Для случая, когда D(p) и S(p) — линейные функции р (см. (4.6)) из (4.9) 

получаем: 

a-m 
Ву = 

ve" ath 

(4.10) 

Обращаем внимание читателя на TO, что это есть предел 

а-т 7” 
р == + Се” при # —> ©. 

n+b 

Замечание 4.2. Если в начальный момент времени (при ¢ =0) цена единицы 
продукции была равна ро, то 

+ _—_ 

+Ь | ° и+Ь 

a-m a— mM | инь 
р) = (4.11) 

Замечание 4.3. Используя (4.11) нетрудно определить время, начиная с ко- 
торого текущая цена единицы продукции будет составлять f % от равновесной. 

3. Модель рекламной кампании. 

Потребительский спрос можно определить как возможность покупателя ку- 
пить нужные ему товары. Акт потребления не всегда является обдуманным по- 
ступком, твердо обоснованным экономическими соображениями. Потребление 
в значительной мере предопределяется привычками людей, стремлением сле- 

довать определенному жизненному укладу, связанному с принадлежностью к 
данной социальной или профессиональной группе. Чтобы производить вещи и 

услуги, которые народ пожелает купить, надо интересоваться потребностями 
людей, понимать их цели, обычаи, предрассудки, образ жизни, надежды, опасе- 
ния, вообще настроение. 

Ключевое значение по изучению рынка, интенсификации сбыта товаров и 

услуг, повышению их конкурентоспособности приобрел в наше время марке- 
тинг. Коротко, маркетинг — это научно обоснованная система освоения рынка. 
Одна из функций маркетинга — организация рекламы. 

Скажем, та или иная фирма начинает терять прочность позиций своих това- 
ров на рынке. В таком случае фирма моментально выделяет дополнительные 
средства на переориентацию товара на тот сегмент рынка, где он займет лиди- 

рующее положение. Фирма начинает рекламировать новый товар или услугу. 
Разумеется, что издержки на дорогостоящую рекламную кампанию должны с 
лихвой покрыть прибыль от будущих продаж. Ясно, что вначале расходы могут 

превышать прибыль, поскольку лишь малая часть потенциальных покупателей 
будет информирована о новинке. Затем, при увеличении числа продаж, уже 
возможно рассчитывать на заметную прибыль, и, наконец, наступит момент, 

когда рынок насытится, и рекламировать товар далее станет бессмысленно. 
Модель рекламной кампании основывается на следующих основных пред- 

положениях: 
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I. Если за время ¢, прошедшее с начала рекламной кампании, число узнав- 

ших о товаре и готовых его купить равно №(!), то скорость изменения CO вре- 

менем этого числа пропорциональна числу покупателей, еще не знающих о 

нем, т. е. величине 0, (1) (№ — N(t)) ‚ где № = N(cc) — общее число потенциаль- 

ных платежеспособных покупателей, т. е. предельное значение №(Г) при t > © 

(1=0 — момент начала кампании, при этом N(0)=0), o,(t)>0 характеризует 

интенсивность рекламной кампании (фактически определяемую затратами на 
рекламу в данный момент времени). 

2. Предполагается, что узнавшие о товаре потребители тем или иным обра- 
зом распространяют полученную информацию среди неосведомленных, высту- 
пая как бы дополнительными рекламными «агентами» фирмы. Их вклад в вели- 

чину скорости изменения №(1) равен 0.,(t)N(t)(No —N(t)) и тем больше, чем 

больше число «агентов». Величина 0({) характеризует степень общения по- 

купателей между собой (она может быть установлена, например, с помощью 
опросов). 

Полученная при предположениях | и П модель рекламной кампании пред- 

ставляет собой дифференциальное уравнение 

aN = 04 (№ - М0) +а>(@мМ( (№ — №4), или 

= [а (0+05 (ОМ (м —N(t)). (4.12) 

Мероприятия по увеличению популярности товара могут, в зависимости OT 
значений величин ©, (1), (1), N(t) направляться на улучшение результатов 

как прямой (параметр © ), так и косвенной (параметр © ) рекламы. 

Если рассмотреть модель в окрестности точки №, считая, что № < №, 

0.5 (1) № < (1), то уравнение (2.1) принимает вид dN/dt=0,(t)No и имеет ре- 

шение 

N(t)=N, | о, (t)dt, (4.13) 
0 

удовлетворяющее естественному начальному условию N=0 при [=0. Из 

(4.13) относительно легко вывести соотношение между рекламными издержка- 

ми и прибылью в самом начале кампании. 
Обозначим через р величину прибыли от единичной продажи, какой она 

была бы без затрат на рекламу. Для простоты будем считать, что каждый поку- 
патель приобретает лишь одну единицу товара. Тогда суммарная прибыль рав- 
на 

P= pN(t). (4.14) 

Коэффициенты o,(¢) по своему смыслу — число равнозначных рекламных 

действий в единицу времени (например, изготовление и расклейка единичных 
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афиш). Если обозначить через 5 стоимость элементарного акта рекламы, то 

произведенные на рекламу затраты будут равны 

5=5| (04, (4.15) 
0 

а суммарная прибыль (4.14) в первые моменты рекламной кампании (когда 

02 (#)№ «a,(t)) в силу (4.13) может быть представлена так: 

P= РМ | (0. (4.16) 
0 

Из (4.15) и (4.16) следует, что прибыль Р превосходит издержки ©, т. е. 
Р>5, при условии р/№ >5, и если реклама действенна и недорога, а общий 

уровень потребления на рынке достаточно высок, то выигрыш достигается с 
первых же моментов кампании (в реальности между оплатой рекламы, реклам- 
ным действием и последующей покупкой имеет место так называемый лаг — 

временная задержка, которая может быть учтена в более полных моделях). При 
дорогой или не слишком эффективной рекламе фирма на первых же порах 
несет убытки. Это обстоятельство, однако, не может, вообще говоря, служить 

основанием для прекращения рекламы, ибо условия р/№ > 5 справедливы лишь 

при малых значениях № (1), когда функции 5 и Р растут со временем соответ- 

ственно по законам (4.15) и (4.16). При увеличении №(!) увеличивается дей- 

ствие косвенной рекламы, и отброшенное в уравнении (4.12) слагаемое 

> (1)№(1) становится заметным. По этой причине число N(t) узнавших о това- 

ре и готовых его купить может стать более быстрой функцией времени, чем в 
формуле (4.13), полученной при условии 05(ЁР)М << 0 (Г). При неизменном 

темпе роста расходов на рекламу это дает возможность скомпенсировать фи- 

нансовые издержки в начальной стадии рекламной кампании. 

Рассмотрим частный случай, когда интенсивность рекламной кампании 0+ 

и интенсивность общения покупателей между собой ©, постоянны. Уравнение 

(4. 12) принимает тогда вид: 

dN 

Представляя уравнение (4.17) в виде 

Ol, | | _ 
|= ом №-М АМ =(Q, + 0.> № ) 

и интегрируя его, получаем: 

Постоянная интегрирования С определяется из начального условия 

Ми =0, (4.18) 
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которое означает, что до начала рекламной кампании покупатели ничего не 

знают о новом товаре. Из начального условия (4.18) находим С=№(0 /М№). 

В результате будем иметь 
In Ot aN 
мм = (04 +O,No)tt+In(a,/No), 

откуда, потенцируя, находим 

04 + 0. № _ ©. е(би+аэ Мо)! 
No-N No 

или, в окончательном виде 

нем ооо | (4.19) 
05 Мо + 0 е( +920) 

Покажем, что производная функции № (1) при {> 0 может быть больше ее 

начального значения OL, № (при условии № > 04 /a, ). Чтобы убедиться в этом, 

найдём максимум dN/dt, вычислив производную от правой части уравнения 

(4.17) и приравняв ее к нулю 

No — 04 {> 

Мы получили точку N = (№ — 0‘ /O) / 2, в которой производная dN/dt до- 

стигает максимума 

ЧМ _y (Мо +04 /ty)” 
dt 2 4 

В этот период для текущей, т. е. получаемой в единицу времени прибыли 

имеем 
2 

dN No + 041 {012 
Praag = ЯМ = por! 4 

Вычитая из P,,. начальную (при {= 0) текущую прибыль 

R= p(dN/dt) „= po,No, получаем 
f= 

№ +, /5)° 2 
P. —-P=po,! 0 o/s) рим = (ам - 0/5) . (4.20) 
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Из (4.20) мы видим, что разница между начальной и максимальной прибы- 

NA лью, получаемой в единицу времени, MO- 
жет быть весьма значительной. Суммар- 

М-— — — ный экономический эффект от рекламной 
кампании определяется всем ее ходом, 
характеристики которого вычисляются из 
(4.17) с помощью квадратуры. 

Из анализа функции (4.19) видно (см. 
‚ — Также график на рис. 4.1), что, начиная с 
> некоторого момента, продолжать рекламу 

становится невыгодно. 
Действительно, при N(t), близких к 

No, уравнение (4.17) может быть записа- 

Рис. 4.1. График функции (4.19) 

но проще путем замены N на № в первом множителе правой части (4.17): 

a= (ot, +0,N)(No —N). (4.21) 

Решение уравнения (4.21) М = No(1— eto при начальном условии 

№(0)=0 стремится при t— +e к предельному значению № по экспоненци- 

альному закону, который определяет очень медленный рост вблизи асимптоты. 

В единицу времени появляется ничтожно малое число новых покупателей, и 
поступающая прибыль при любых условиях не может покрыть продолжающих- 
ся расходов на рекламу. 

Аналогичные характеристики могут быть найдены для уравнения (4.12), где 
параметры прямой и косвенной рекламы являются переменными величинами. 

Глава 3. Дифференциальные уравнения высших порядков 

§ 1. Задача и теорема Коши для дифференциального 

уравнения п-го порядка. Общее и частное решения 

Равенство 

Ебсь уу’, .... У”) =0 (1.1) 
задаёт дифференциальное уравнение я-го порядка в общем виде. Здесь РЁ — He- 
которая известная функция от своих аргументов, предполагаемой веществен- 
ной. В уравнение (1.1) обязательно входит производная я-го порядка. 

Частным случаем уравнения (1.1) является уравнение, разрешённое относительно старшей производной: 

УТЕЛЬЬУ, У, VY”). (1.2) 
Уравнение (1.2) считается заданным в области DCR, если функция 

Роу, У’, -..,y) из его правой части задана в любой точке (x,y,y’,..., ye D. 
Определение 1.1. Отыскание решения уравнения (1.2), удовлетворяющее 

условиям: 

V(X) = УС) = Ув» wees VY? (ж)= yy? > (1.3) 

где хо, Yo, Yor ..., У"? — заданные числа, называется задачей Коши. Равенства 
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(1.3) называются начальными условиями, а числа хо, Yo, Yo, ... » Ye" — началь- 

ными данными. 
Замечание 1.1. Задание начальных условий (1.3) соответствует заданию 

- ; (1-1) D 
точки (%, У, У,....% JED. 

Теорема 1.1 (теорема Коши — теорема существования и единственности 

решения задачи Коши). Если функция f(x,y, у’... У") из правой части урав- 

нения (1.2) непрерывна вместе со своими производными по у, у’, ...  У"Ов 

окрестности точки (ху, У, У,..., Ve") то в некоторой окрестности точки хо 

это уравнение имеет единственное решение у = у(х), удовлетворяющее началь- 
ным условиям (1.3). 

Проиллюстрируем теорему 1.1 на примере уравнения 2-го порядка 

у"= Ле, у, У). (1.4) Ул р. 
Начальные условия здесь имеют вид: 

У(хо) = Уз› У’ (хо) = Уд. (1.5) 

Пусть Dc Вз — область, где выполнены 

условия теоремы 1.1 для уравнения (1.4), 

Dc R2 — проекция области D в плоскость 
Oxy, точка Мо(хо, уо)Е Di.. Через эту точку в 
силу теоремы 1.1 пройдёт единственная 

интегральная кривая уравнения (1.4), каса- 

тельная 7 к которой в точке № наклонена к 

оси Ох под углом @: tg@= уд. В то же Bpe- 

Ys
 

Рис. 1.1. Иллюстрация 
к теореме [.1 

мя через точку № проходит бесчисленное множество интегральных кривых с 
другими наклонами касательных к ним (например, интегральная кривая с каса- 
тельной Т! (рис. 1.1)). 

Рассуждая также, как в $1, гл. 1, можно обосновать существование семей- 
ства решений уравнения (1.2), зависящего OT и параметров. 

Определение 1.2. Семейство функций 

y= (x, Ci, Ca, ... ‚ Cn), (1.6) 

где Cj, ... , С, — произвольные постоянные, называется общим решением урав- 

нения (1.2) в области De А; +1, если: 

1) для любого набора допустимых значений C, =С*, С. =С%,..., C, =С* 

соответствующая функция у=Ф(х, С’, С,,..., С*) семейства (1.6) является pe- 

шением уравнений (1.2); 

2) для любой точки (Xp, Vor Yor-- Vo") E D найдётся единственный набор 

значений С®, С®,..., CO такой, что функция y = e(x, С®, CO, ...,C) из 

семейства (1.6) будет решением задачи Коши для уравнения (1.2) с начальными 

условиями у(х) = Yo, V(X) = Yoo 9 VOM) = У". 
Замечание 1.2. Второе условие из определения 1.2 эквивалентно следую- 

щему утверждению: система уравнений 
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(Xo, С, С,, nr) Ci) = Yo, 

19 (хо, Ст, С.,.... Си) = Ув» 

_ —1 

|<“ (хо, С.» C,, wees C,)= уе , 

имеет единственное решение С, =С®, С, =С®,..., C, =C. 

(1.7) 

Пример 1.1. Показать, что семейство функций у = С!+ Cre** есть общее ре- 
шение уравнения y'— Зу' = 0 в пространстве R3={(x, у, y’), x, у, VER}. 

> Покажем, что для этого семейства выполняются оба условия из определе- 

ния 1.2. В самом деле, подставим у=С, + C,e** в данное уравнение: 

(C, + C,e3*)” —3(C, + Се)’ =0 => 9C,e** —3-3C,e7* =0. 

Пришли к тождеству, справедливому при УхЕВ и \УС,,С.Е В. Итак, первое 

условие из определения 1.2 выполнено. 

Для проверки выполнения второго условия из определения 1.2 возьмём 
произвольную точку (Xp, У, УЕ Вз и покажем, что найдётся единственный 

набор значений С, C такой, что функция у=С@®) + СФезх будет решением 

задачи Коши для данного уравнения с начальными условиями у(хо) = yo, 
/ у < 

У (хо) = У. Подставив значения х=х, У=Уу, У = уд, в данное семейство 

функций и его производную по х, получим следующую систему: 

Yo = С, + Ce, 
| = 3C,e30, 

Это система линейных алгебраических уравнений относительно Ст, C2. Она 
крамеровская, ибо её главный определитель A = 3е3% #0 при Vx, Е К. Следова- 

0 0 
тельно, она имеет единственное решение: С, =С®, С, =С©. Заключаем, что и 

второе условие из определения 1.2 выполнено. <4 
Общее решение уравнения (1.2), записанное в виде, не разрешённом отно- 

сительно искомой функции у 

wx, у, Ci, Ca, ..., Cy) = 0, 

называется общим интегралом этого уравнения. 
Определение 1.3. Решение, получающееся из общего решения дифферен- 

циального уравнения (1.2) при фиксированных значениях произвольных посто- 
янных называется частным решением этого уравнения. 

Если общее решение уравнения (1.2) известно, то нахождение частного ре- 
шения, удовлетворяющего начальным условиям (1.3), сводится к решению от- 

носительно C), Co, ... , С, системы уравнений (1.7). 

$ 2. Дифференциальные уравнения высших порядков, 

допускающие понижение порядка 

1. Уравнение не содержит искомой функции. Такое уравнение (здесь и 

дальнейшем, ограничимся уравнениями только 2-го порядка) имеет вид 

Ебьу’, у") = 0. (2.1) 
Вводя новую искомую функцию 2 = 2(х) по формуле 2=у’ имеем: у’=2г’. 
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Уравнение (2.1) примет вид: 

F(x, 2,2") = 0. (2.2) 

Таким образом, порядок уравнения понизился на единицу. 
Если найдено общее решение уравнения (2.2): 

z=2z(x, С\), 

то задача сводится к интегрированию уравнения 1-го порядка 

у'=2(х, C)). (2.3) 

Проинтегрировав равенство (2.3), получим общее решение уравнения (2.1). 
Пример 2.1. Решить уравнение 

y’ + ух =sin2x. (2.4) 

> Уравнение (2.4) не содержит у. Полагая z= y’, получим дифференциаль- 
ное уравнение: 

z + Мех =sin2x, (2.5) 

т.е. порядок уравнения понизился на две единицы. Общее решение линейного 
дифференциального уравнение (2.5) первого порядка можно получить методом 
Бернулли (см. $ 3, гл. 2): z=—2cos?x + С, cosx, отсюда 

у =-2с052 х+ С созх. 

Тогда у= | (-2с0$2 x + С, cosx)dx =—x — sin 2x+C,cosx+C,. Таким образом, 

1 
функция у=- х-> 9 2x+C,cosx+C,. является общим решением уравнения 

(2.4). < 
Замечание 2.1. Частным случаем уравнения (2.1) является уравнением вида: 

y"=f (x). Оно решается двухкратным интегрироваие обеих его частей. 
2. Уравнение не содержит независимой переменной. Оно имеет вид: 

Fiy, у, У’) = 90, (2.6) 
Порядок этого уравнения всегда можно понизить Ha единицу. Для этого 

сделаем замену искомой функции, положив у’=2, и примем у за новую неза- 

висимую переменную, т.е. будем считать, что 2 есть функция от у: 2= 2()). 
v7 iA . 

Применяя правило дифференцирования сложной функции, для у, имеем: 

» WY _dz_dz Ф_ dz 

Исходное уравнение (3.2) принимает вид 

#5. г | =0. (2.7) 

Получили уравнение первого порядка относительно неизвестной функции 2. 
Переменная у здесь выполняет роль аргумента. 

Пример 2.2. Найти решение задачи Коши: 
Ww oD: — — 

у =e", у(0) =0,у(0) = 1. (2.8) 
> STO уравнение не содержит независимой переменной х и, следовательно, 

относится к рассматриваемому типу. Полагая y =z, z=z(y), имеем у’=2 47. 
dy 
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Уравнение (2.8) принимает вид 2S = en ИЛИ 24 = е2›4у. Проинтегрируем по- 
ay 

1 | 
следнее равенство: a =e +C,. Заменив 2 Ha у’, после элементарных преоб- 

разований приходим к равенству: 

1, | 
2 2 — 22” +C, . (2.9) 

Подставим в (2.9) начальные данные: —=—+C, > C, =0, в результате COOT- 

ношение (2.9) преобразуется к виду: у? =e2". Отсюда у? =+е?» или, с учётом 

начальных данных, у =e" (в начальных данных значение у’ положительно). 

Ч 
Разделим В этом уравнении переменные: Ч = ах. После интегрирования имеем: 

es 

—e-¥ = X+ С, . (2. | 0) 

Подставим в (2.10) начальные данные: —1=С,. Теперь из (2.10) получаем: 

ev =|-х= у=-ш(-х) — решение данной задачи Коши. < 

Замечание 2.2. При решении задачи Коши для уравнения, допускающего 
понижение порядка, произвольные постоянные целесообразно определять по 
мере их появления. Именно так и было сделано в примере 3.2. Если следовать 

алгоритму, применённому в примере 2.1, т. е. сначала найти общее решение, а 
потом определять произвольные постоянные, используя начальные данные, то 

решение примера 2.2 было бы более громоздким. 

Глава 4. Линейные дифференциальные уравнения 

выеших порядков 

$ 1. Основные понятия 

Определение 1.1. Дифференциальное уравнение вида 
-1 Ури +... +р ФУ + Pul)y = GQ) (1.1) 

называется линенным дифференциальным уравнением п-го порядка, функции 

Dx), к=1,2,..., п, называются коэффициентами уравнения (1.1), g(x) — ero 

правой частью или свободным членом. Если 4(х)=0, линейное уравнение 

называют неоднородным, в противном случае — однородным. 
Теорема 1.1. Если коэффициенты и свободный член уравнения (1.1) непре- 

рывны на промежутке (а, 5), содержащем точку хо, существует единственное 

решение этого уравнения, удовлетворяющее начальным условиям: 

У(х,) = Уз У’) = ув»... › VOM (XQ) = У. (1.2) 
> Запишем уравнение (1.1) в виде: 

ye = — p(x) yr? -... = раду" = pax) y + GQ). (1.3) 
Правая часть уравнения (1.3) и её производные по jy, y’,..., y"") непрерывны 

по всем своим аргументам при Ухе (а, 5) и любых вещественных значениях 
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у,у,....уйо. Тогда для Vx, (а, 6) в силу теоремы Коши (теорема 1.1, гл. 3) су- 

ществует единственное решение уравнения (1.3) (а, значит и уравнения (1.1)), 
удовлетворяющего начальным условиям (1.2). <4 

Можно доказать, что решение у(х) задачи Коши для уравнения (1.1) с 

начальными условиями (1.2) непрерывно вместе с производными до я-го по- 

рядка включительно на всём промежутке (а, Ь), а не только в окрестности точки 
хо (см., например, [11]). 

Замечание 1.1, Для линейного дифференциального уравнения справедливо 
свойство инвариантности: уравнение (1.1) остаётся линейным при любом пре- 

образовании х = (Г) независимой переменной и при линейном преобразовании 

y=u(x)z + v(x) искомой функции. Здесь Ф ии, V — произвольные непрерывные, 71 
раз дифференцируемые функции [20]. 

Замечание 1.2 Мы будем вести изложение теории для уравнений второго 
порядка, так как здесь можно увидеть все интересующие нас закономерности. 

Таким образом, в дальнейшем речь пойдет об уравнении 

у’+ p(x) у’ + p(x) y=r(x), (1.4) 

$ 2. Линейные однородные дифференциальные уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами 

Линейное дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными 
коэффициентами имеет вид 

у’ + py’ + qy= r(x), (2.1) 
где р, а — некоторые вещественные числа, r(x) — некоторая функция. Если 
r(x)=0, то уравнение 

y" + py'+ qy= 0, (2.2) 
называется однородным, в противном случае при r (x) # 0 уравнение (2.1) назы- 
вается неоднородным. 

Можно доказать[20]., что существует единственное решение уравнения 

(2.1), удовлетворяющее начальным условиям у(хо) = yo, у (xo) = у’, где хо, yo, у 
‘— некоторые вещественные числа. 

Рассмотрим сначала решение линейного однородного уравнения (2.2) с по- 
стоянными коэффициентами. 

Определение 2.1 Линейной комбинацией функций у(х) и у2(х) с коэффици- 

ентами С! и C2 называется выражение вида Ciyi(x) + Cry2(x). Если линейная 

комбинация функций Ciyi(x) + C2y2(x) тождественно равна нулю на множестве 
Х только тогда, когда коэффциенты Ст и C2 равны нулю, то функции yi(x) и 
y2(x) называются линейно независимыми на множестве Х, в противном случае 
— линейно зависимыми на этом множестве. 

Если функции y\(x), yo(x) дифференцируемы на промежутке (а, 5), то в лю- 

бой точке этого промежутка можно вычислить определитель 

я >. 
/ 7 

я У, 

который называется определителем Вронского или вронскианом рассматривае- 
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мой системы функций и обозначается И’[у,, y,] или W(x). 

Замечание 2.1. Можно доказать, что определитель Вронского системы ре- 

шений уравнения (2.2) либо тождественно равен нулю на промежутке (а, 5), 

либо он отличен от нуля в любой точке этого промежутка. В первом случае эти 
решения линейно зависимы, во втором — линейно независимы на промежутке 
(а, Б). 

Пример 2.1. Показать, что следующие функции линейно независимы на 

всей вещественной оси (т. е. на R): 

а) eh ие", м #22; 6) e* и xe"; в) e“cosBx и е"зтрх. 
» а) Вычислим определитель Вронского для функций е^*" и е^": 

en ern 11 
И (x)= = eithrx = et)", —^.). 

А ем“ № е№х A, Л, ° 

При вычислении W(x) использованы свойства определителя 2-го порядка 

(разд. 1, гл. 1, $ 2). Данные функции линейно независимы на R, так как W(x) #0 

на А (A1 #22, a е\ и е^ положительны при Ухе А). 
6) Вычислим определитель Вронского для функций e* nu xe": 

AX - рРАХ хе „|1 х >) И 
И’(х)=| .. (=e =e"(lthy — Ах) =e. 

Ле“ (1+xd)e* А. 1+Ax 

Данные функции линейно независимы на А, так как W(x) 0 на R. 

в) Вычислим определитель Вронского для функций е“созВх и e“sinBx: 

e* cosBx e* sin Bx 
W (x)= . . = 

(acosBx—BsinBx)e*“ (asinBx + BcosBx)e™ 

= e*** (asinBxcosBx + Bcos* Bx —acosBxsinBx + Bsin? Bx) = Ве“. 

Данные функции линейно независимы Ha R, так как W(x) 0 на В. < 
Теорема 2.1. Если у! 2, — линейно независимые решения уравнения (2.2) на 

промежутке (а, 5), то функция 

У= Су! + Coyr, (2.3) 
где C,, Cy — произвольные постоянные, является общим решением уравнения 

(2.2) на этом промежутке. 
» Покажем, что для функции У= С: у, + С>у› выполняются оба условия из 

определения общего решения (определение 1.2). 
Для любого набора допустимых значений Ст, C2 эта функция является реше- 

нием уравнений (2.2). Подставим Y из (2.3) в уравнение (2.2): 

(Civ + Coy2 )" + (Civ + С5у> )' + Gg (Су! + Су ) = 0. (2.4) 
Преобразуем левую часть равенства (2.4), сгруппировав члены, содержащие 

С И C>: 

Cigi"+ pyr +qyi) + C202" + p y2'+q y2) = 0. 
Суммы в скобках в левой части последнего равенства равны нулю, так как 

yi и у> — решения уравнения (2.2). Итак, приходим к верному числовому равен- 

ству: 0 = 0, а это означает, что функция из (2.3) является решением уравнения 

(2.2). Первое условие из определения 1.2 ( гл.3) выполнено. 
Для проверки выполнения второго условия из определения 1.2 рассмотрим 
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начальные условия у(хо) = 0, у (хо) = ус, ГД x,€ (a,b), Yo, Yo, — любые веще- 

ственнее числа, и покажем, что найдётся единственный набор значений CO, 

C® такой, что функция 

ya ciry, + СЛУ, (2.5) 
будет решением задачи Коши для уравнения (2.2) с данными начальными усло- 
виями. Подставив значения х=х,, у=у,, Y = Yo, В семейство функций (2.3) и 

его производную по X, получим следующую систему: 

Ув = СУ (хо) + С5У, (хь), 

У = СУ (хо) + Cy y3(%). 

Это система линейных алгебраических уравнений относительно C), C2. Она 
крамеровская, ибо её главный определитель 

_ |7 (%) У, (ж%) 

V(X)  У5(х,) 
так как функции у. y2, — линейно независимы на промежутке (а, 5) и их опреде- 

литель Вронского не равен нулю на этом промежутке (замечание 2.1). Она име- 
(0) 

=W(x,)#0, 

0 
ет единственное решение: C, =C,”, С, =С' ). Заключаем, что и второе условие 

из определения 1.2 выполнено. <4 

Итак, чтобы найти общее решение уравнения (2.2), надо знать два его част- 

ных решения у, у›, линейно независимых на промежутке (а, 5). 

Будем искать решение уравнения (2.2) в виде: у =e. Подставим эту функ- 
цию в уравнение (2.2): 

2е^ + phe + ge = 0, или 
e* (17 + pX +а) =0. 

Так как е^"+ 0, то приходим к уравнению: 
^2+ pr +а =0, (2.6) 

называемое характеристическим по отношению к уравнению (2.2). 
Замечание 2.2. Характеристическое уравнение можно получить путём фор- 

мальной замены производных от функции у в уравнении (2.2) на степень A, по- 

казатель которой равен порядку соответствующей производной. Сама функция 

у заменяется при этом Ha AY, т. е. на |. 
Замечание 2.3. Если ^. — корень характеристического уравнения (2.6), то 

функция е^ решение дифференциального уравнения (2.2).Таким образом, ре- 

шение дифференциального уравнения в этом случае сводится к алгебраическим 
операциям. 

Характеристическое уравнение (2.6) может иметь 2 различных веществен- 
ных корня, два равных вещественных корня и не иметь вещественных корней. 
Каждому из этих трех случаев соответствует система из двух линейно незави- 

симых решений уравнения (2.2). 

Теорема 2.2. (Об общем решении линейного однородного уравнения) 
1. Если характеристическое уравнение (2.6) для уравнения (2.2) имеет pa3- 

личные вещественные корни A) и A2, то общее решение уравнения (2.2) имеет 
вид 
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y=Ce"+Cye. (2.7) 

2. Если характеристическое уравнение (2.6) для уравнения (2.2) имеет два 
равных вещественных корня A, то общее решение уравнения (2.2) имеет вид 

у= Се“ +С.хем. (2.8) 

3. Если характеристическое уравнение (2.6) не имеет вещественных корней, 
то общее решение уравнения (2.2) имеет вид 

у=е“ (С, созВх + С, sinBx), (2.9) 

где a + iB — комплексные сопряженные корни характеристического уравнения. 
В равенствах (2.7) — (2.9) Ci, C2 — произвольные постоянные. 

> Линейная независимость функций из равенств (2.7) — (2.9) на В показана в 

примере 2.1. Функции е^, е** из (2.7) — решения уравнения (2.2) в соответ- 

ствии с замечанием 2.3. Проверим, что функции e”, xe” являются решениями 

уравнения (2.2). Первая из них такова в соответствии с замечанием 2.3. Вторую 

подставим в это уравнение: 
(хе) "+ p(xe*)' + g(xe) = 0. (2.10) 

Вычислим производные в левой части последнего равенства: 
(20. + d2x)e* + p(1t+rx)e* + а(хе^) = (A + А2х + p(1+Ax) + ахуе" = 

= ((A2 + р. + ах + 24. + р)е\ = 0. 
Имеем )? + р^. + 4 = 0, так как А. — корень характеристического уравнения; 

2). + р = 0 по теореме Виетта из элементарной математики (2A = — р). Подста- 
новка функции xe" в уравнение (2.2) привела к верному числовому равенству 

0 = 0, поэтому функция xe“ — решение этого уравнения. Аналогично устанавли- 

вается, что функции e* созВх, e* sinBx — решения уравнения (2.2). Выполните 

это самостоятельно. < 

Пример 2.2. Найти общее решение уравнения у’-2у’-3Зу=0. 

> Перейдём от дифференциального уравнения к его характеристическому 

уравнению ^?-2^,-3=0 и найдём его корни: А, = -1, А, = 3. Корни характери- 
стического уравнения вещественны и различны. Тогда общее решение данного 
дифференциального уравнения имеет вид У = C,e-* + C,e3". ® 

Пример 2.3. Найти общее решение уравнения у’-2у’+у=0. 

» Перейдём от дифференциального уравнения к его характеристическому 
уравнению: 2 -2^+1=0 и найдём его корни: A\2 =1. Характеристическое 

уравнение имеет два равных вещественных корня. Тогда общее решение данно- 
го дифференциального имеет вид У = Сет + С. хех. ® 

Пример 2.4. Найти общее решение уравнения у’-2у+2=0. 

» Перейдём от дифференциального уравнения к его характеристическому 

уравнению A? -2244+2=0. Это уравнение не имеет вещественных корней, так 

как его дискриминант отрицателен. Тогда в соответствии с теоремой 2.2 общее 
решение уравнения (2.2) имеет вид 

y=e"(C, созВх + С, sinBx), 

где a + iB — комплексно-сопряжённые корни характеристического уравнения. 

В данном случае а = 1, В = -\/2-1=1. Следовательно, у=е“(С, созх+ С, sin x) 

287



общее решение данного уравнения. < 

$ 3. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами 

Линейное неоднородное дифференциальное уравнение (ЛНДУ) второго 
порядка с постоянными коэффициентами имеет вид: 

у" ру'+ qy= r(x). (3.1) 
Уравнение 

у"+ру +4у=0, (3.2) 
— это соответствующее (3.1) однородное уравнение. 

1. Структура общего решения уравнения ЛНДУ. Принцип суперпози- 
ЦИИ. 

Теорема 3.1 (о структуре общего решения уравнения ЛНДУ. 

Общее решение линейного неоднородного уравнения ЛНДУ (уравнения 

3.1) есть сумма общего решения У= С! у, + Coy. соответствующего ему одно- 

родного уравнения (3.2) и частного решения у неоднородного уравнения, т. е. 

общее решение уравнения (3.1) определяется формулой: у=У+уУ. 

Теорема 3.2 (принцип суперпозиции). Если У, и $, — частные решения не- 

однородных уравнений вида 

yi py’ + Чу ni), (3.3) 
y" + ру' + qy=ro(x), (3.4) 

TO у, ту, — частное решение неоднородного уравнения вида 

yh + ру" + gy = ri(x) + 1209. (3.5) 
> Подставим функцию 3, +7, в уравнение (3.5): 

(+5, "+ ря +, + GH, + У) =гкх) + r2(x). (3.6) 

Так как производная суммы функций равна сумме их производных, то урав- 
нение (3.6) преобразуется к виду: 

(ЯРУ +47, ) + (5, "+рУ,' +45») =гкх) + 12). 

По условию теоремы у, — рещение уравнения (3.3), а у, — решение уравне- 

ния (3.4), поэтому последнее равенство приводится к тождеству: 
r(x) + r(x) = r(x) + 72(Х), 

а это и означает, что сумма у, +}, — решение неоднородного уравнения (3.5). <4 

2. Решение линейных неоднородных уравнений второго порядка 

с постоянными коэффициентами и со специальной правой частью. 

Частное решение уравнения (3.1) можно найти методом вариации произ- 
вольных постоянных, однако проще его найти с помощью только алгебраиче- 
ских операций при специальном виде правой части уравнения (3.1) в следую- 
щих случаях: 

1) r(x) =P (x), P(x) = А,+Ах+... + A, x" — многочлен степени т; 
т 

2) r(x)=e"P (x), P, (x)= А,+Ах+...+А„хт — многочлен степени т; 
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3) г(х)=е“[Р 
mn 
(х)соз их + Р’(х)зш их], P,(x)=4,+4xt...+4,x" И 

Р’(х) = Al + Atx +... + А'х!— многочлены степени т и / соответственно. 

Отметим, что каждый из первых двух случаев, по существу, является част- 
ным случаем последующего. 

Мы рассмотрим два случая правой части r(x) и методы подбора частного 

решения у, сформулируем в виде двух теорем. 

Теорема 3.3. Если правая часть уравнения (3.1) имеет вид Г(х) =е"Р, (Xx), то 
7 _ ax 

частное решение у, может быть найдено в виде у. ЕХе Q,,(xX), где O,,(x) — 

многочлен степени т с неопределёнными коэффициентами, а г — кратность 
числа а как корня характеристического уравнения. 

Пример 3.1. Найти общее решение уравнения у”’-у=хе”. 

» 1) Составляем характеристическое уравнение и находим его корни: 

№-1=0; 2,=1, 4,=-1; y,=e*, y, =e. Общее решение однородного 

уравнения: У = Cie’ +С.е^ 

2) Tak как а=2 — не является корнем характеристического уравнения, TO 

r=0, и частное решение ищем в виде у, =(Ах+В)е”", далее 

у’ =(A+2Ax+2B)e™, у^=(24+2А+4Ах+4В)е”". Подставим yy, у’ иу” в 

уравнение: е”[4А+4Ах+4В- Ах- В] =хе”*. Приравнивая коэффициенты 

при одинаковых степенях х, находим: 

x! 3A=1 => А=иЗ 

х° |444+3B=0 > B=-4/9 
| 2х 

Следовательно, искомое частное решение: у, = 9х —4)е``, и общее реше- 

ние: у=У+у, = Се" +Се ̂ + ох ~4)e”" 4 

Замечание 3.1. Если a= 0, т. е. r(x) = Р/(х), то частное решение ищем в виде: 
р э 

у. = x’ O,(x), где г — кратность числа а=0, как корня характеристического 

уравнения. 
При решении конкретных примеров нужно установить вид частного реше- 

.. > / 4} 

ния, записать его с неопределёнными коэффициентами и найти У. ‚У. . Под- 

ставив затем у., у, ‚у” в уравнение, сократить на е“", приравнять коэффициен- 

ты при одинаковых степенях х в левой и правой частях получившегося тожде- 
ства и из полученной системы определить коэффициенты многочлена C(x). 

Теорема 3.4. Если правая часть уравнения (3.1) имеет вид 

q(x) =e [Р, (х) соз 5х + Р, (х)зтЬх|, то частное решение ищут в виде: 

y, =x"e™|O,(x)cos bx + Q;(x)sin Вх] . Здесь O,(x) и О;(х) — разные много- 
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члены степени k, где К — большая из степеней тип: А = max{m,n}, а число 

r есть кратность числа a+ bi как корня характеристического уравнения. 

Замечание 3.2. Если правая часть имеет вид е“Р(х)созЬх или 

e P (x)sin bx , то частное решение все равно надо искать в «полном» виде, т. е. 

уу =хе“ lO; (x)cos bx + O,(x)sin bx_| , 

Пример 3.2. y” — y =3e7* cosx. 

> Составим характеристическое уравнение: №-1=0; A,=1, A, =-1. 

У=Се“+С.е^. Здесь а=2, Б=| => atbi=2+i; г=0 (числа 2+1 - не 

корни характеристического уравнения); т=я=0. 

Частное решение ищем в полном виде: у, = e”* (Acosx +Bsin x). 

oe 

у. = [(2A + B)cos x + (2B—A)sin xe"; 

y” =[(4B+ ЗА) cos x + (3B—4A)sin x]e". 
Подставим в уравнение у. ,y, иу.: 

Вычислим у, ‚у, 

e**[(4B +3A)cosx +(3B—4.A)sinx — Асозх- Взшх| =Зсозхе”". 
Приравняем коэффициенты при SINX и COSX: 

cosx | 4В+3А-А=3 4В+2А=З, р 3 R 6 3 
=> =—, =—=—. 

sinx | 44+3B-B=0 2B-4A=0. 10 10 5 

Частное решение неоднородного уравнения имеет вид: 
3 4, 

у, = 10° (cosx+2sinx), а ero общее решение - y=Y+y,> 

. . 3 . 
> у= Се" +С.е ̂ +e" (cosx +25шх). < 

Замечание 3.3. При правой части более сложного вида используется метод 

вариации произвольных постоянных [13.20]. 

$ 4. Пример решения задачи Коши для линейного 

неоднородного дифференциального уравнения 

второго порядка 

В прикладных вопросах часто приходится искать решение линейного неод- 
нородного дифференциального уравнения второго порядка 

” й , — 
у + р(х)у + р2(х)у= f(x), (4.1) 

которое удовлетворяет двум условиям: при заданном значении х = Xo CaMa HC- 

комая функция у и ее производная у’ ДОЛЖНЫ принимать заданные значения 

Var, = У =. (4.2) 
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Здесь ху, Yo, Yo — заданные числа. Задача отыскания решения уравнения 

(4.1), удовлетворяющего начальным условиям (4.2), называется задачей Коши. 
Условия (4.2) выделяют единственное частное решение из общего решения 

уравнения (4.1), имеющего, как известно вид (см. теорема 3.1): 

у= Ч У(х) + (5 У>(х) + У. (Х), (4.3) 
Действительно, равенства (4.2) приводят к системе двух уравнений: 

Ус = ЧУ (Хо) + 5 У>(хо) + У, (№ ‘ 

Yo = Cy (Xp) + 5 У (хо) + У. (хо), 

из которой находятся неизвестные С; и C,. Определитель системы (4.4) являет- 

(4.4) 

ся определителем Вронского. Он не равен нулю, т. к. функции у, и у›линейно 

независимы. И потому система имеет единственное решение 

Пример 4.1. Найти то решение уравнения 
y” +3y’—-4y =6e™, (4.5) 

которое удовлетворяет начальным условиям: 

У =9 У =1. (4.6) 
> Составим характеристическое уравнение соответствующего однородного 

уравнения: A? +3^,-4=0=—>^, =-4, A, =1, откуда У=Се“* + С,е” — общее 

решение соответствующего однородного уравнения. 

Найдём теперь частное решение у, уравнения (4.5). В соответствии с видом 

правой части этого уравнения (здесь а = —1 не является корнем характеристи- 

ческого уравнения), ищем решение у, в следующей форме: у. =Ае“ => 

у, =—Ае “>. = Ае “. Подставляя у., У/, Ya в данное уравнение, получим 

Ae * —3Ae *—4Ae* =6e", 

откуда -64=6 > А=-1 > у, =-е “. Следовательно, у =У + у. — общее pe- 

шение уравнения (4.5). Но тогда: 

=Ce*+Ce*-e™, 
ee (4.7) 

у =-4Cje"+C,e +e-. 

Из (4.7) в силу заданных начальных условий (4.6) при x =0 имеем: 

И 

1 4 
откуда следует С. =4C,, С+4С =1 > С == С, 25. 

I —4х 4 x —х 
Итак, у 256 +56 —е `` — решение задачи Коши для уравнения (4.5) 

при начальных условиях (4.6). < 
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Глава 4. Системы линейных дифференциальных уравнений 

$ 1. Нормальные системы линейных 
дифференциальных уравнений 

Система дифференциальных уравнений вида: 
а | п 

=», руду + Л, К=1,2,...,Н, (1.1) 
i=] 

где pxi(x), f(x), K=1,2,...,, определены на промежутке (a, b), называется 

нормальной системой линейных дифференциальных уравнений. Функции Y;;(X), 

К=1,2,... , п, называются коэффициентами системы (1.1). Из линейных систем 

наиболее важными являются системы с постоянными коэффициентами: 

“ан + fila) = 1s 25 oo (1.2) 
| i=] 

Если все функции f(x) =0,x € (a, b), k= 1, 2, ... , п, в правых частях уравне- 

ний системы (1.1), то эта система принимает вид 

Ms => py )y, = 1,2, oe (1.3) 
i=] 

и называется однородной линейной системой. В противном случае система (1.1) 
называется неоднородной. Число п называется порядком системы (1.1). 

в =2х+у, 
Пример 1.1. Однородная система 2-го порядка: < 

ау _ 3x+4y 
\ dt 

_ (х=2х-у, Пример 1.2. Неоднородная система 2-го порядка: й = y 2x +18. 

Определение 1.1. Отыскание решения системы (1.1), удовлетворяющее 

условиям 

V(X) = Vio» У2 (Хо) = Ур, -- +5 Уи (Хо) = Уно» (1.4) 

где X0, уд, Voor---> Ую — Заданные числа, называется задачей Коши. Равенства 

(1.4) называются начальными условиями, а числа Xo, Vig, Уж, ---. Ую — Началь- 

ными данными. Можно показать[20], что каковы бы не были начальные усло- 
вия система (1.2) с постоянными коэффициентами всегда имеет и при том 
единственное решение, удовлетворяющее начальным условиям (1.4). 

Определение 1.2. Семейство функций 

Vi = OX, Ci, Co, ...,C,),1= 1, 2, --- oft, (1.5) 

где Cy, ... , С, — произвольные постоянные, называется общим решением си- 

стемы (1.1) в области DC А, +1, если: 
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1) для любого набора допустимых значений С, =С*, С, =С+,..., C, =С* 

совокупность и функций у, =Ф,(х, С, С,,..., С”), 1=1,2,...,п, семейства 
(1.5) является решением системы (1.1); 

2) для любой точки (ху, ув, Уж, ---., Ую)Е D СЁ существует единствен- 

ный набор значений С, Cl, ... , C такой, что совокупность и функций 

= 0,(x, С, С®...,С®)),1=1,2,..., п, из семейства (1.5) будет единствен- 

ным решением системы (1.1), удовлетворяющим начальным условиям (1.4). 

Определение 1.3. Решение, получающееся из общего решения системы 

(1.1) при фиксированных значениях произвольных постоянных, называется 
частным рещением этой системы. 

$ 2. Интегрирование системы дифференциальных 

уравнений путём исключения неизвестных функций 

Основным методом решения систем дифференциальных уравнений являет- 
ся метод исключения неизвестных функций, который сводит задачу решения 
данной системы к решению одного обыкновенного дифференциального урав- 
нения с одной неизвестной функцией. Сущность метода проиллюстрируем на 

решении системы двух дифференциальных уравнений с двумя неизвестными 

функциями (У,Х— это производные функций x(t), y(t)) по И: 

к (2 1) 

у= > (Ьх, У), | 

где x, y — искомые функции независимой переменной (. 
Чтобы исключить из системы (2.1) неизвестную функцию у, продифферен- 

цируем по ¢ первое уравнение этой системы. Получим: 

. Of. 9. i. 
Or Ox oy” 

Подставляя в правую часть этого равенства вместо х и у правые части 

уравнений системы (2.1), будем иметь: 

ro LD л(р,х,у)+ Shalt x,y), 

или X= g(t, x, y), где г — некоторая известная bynes txuy. 

Теперь рассмотрим систему: 

x= (Е, x, У), 272 

(ene, 22) 
Допустим, что из первого уравнения системы (2.2) можно найти у: 

yah (t, х, x). (2.3) 

Тогда, подставляя вместо у во второе уравнение системы (2.2) правую часть pa- 

венства (2.3), будем иметь 
¥=F(t,x,x). (2.4) 
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Предполагая, что это уравнение интегрируется в конечном виде, запишем 

его общее решение в виде: 

x=x(t, Cy, Co). (2.5) 

Далее, дифференцируя полученную функцию по Ё и подставляя значение хи X 
в (2.3), получим равенство: 

У= У, Ci, С>), 

которое вместе с ранее найденным соотношением (2.5) составляет общее реше- 
ние системы (2.1): 

| =x(t, C,, С.), 

y=y(t, CG, Cy). 
Замечание 2.1. В рассматриваемом случае процесс исключения можно ве- 

сти и в ином порядке. Можно исключать из системы (2.1) функцию x, диффе- 
ренцируя по ¢ не первое уравнение системы (2.1), а второе. 

Пример 2.1. Найти общее решение системы уравнений 

х=2х-у, 
и (2.6) 

> Дифференцируя почленно первое уравнение по [, получим 
х=2х-у. 

Вместо х и у в последнее уравнение подставим правые части уравнений 

системы (2.6): 
Х=2(2х- y)-—(y —2x4+18t) = 6x-—3y—-18r. (2.7) 

Теперь рассмотрим систему: 

а 
x=6x—-3y—18t. 

Из первого уравнения этой системы находим: 

у=2х-х. (2.8) 

Из (2.7) в силу (2.8) следует Х=бх-3(2х-х)-181, откуда 

x-—3x=-18t. (2.9) 

Это линейное неоднородное уравнение с постоянными коэффициентами и 

специальным видом правой части. Ему соответствует однородное уравнение: 
х-Зх=0. (2.10) 

Составим для него характеристическое уравнение ^^ -З^=0 и найдём его 

корни: A, = 0, А› = 3. Тогда Х=С! + Cre* — общее решение уравнения (2.10). 

Частное решение уравнения (2.9) будем искать в виде 
х=1(А1+ В) = АР + ВЕ. (2.11) 

Подставим X в уравнение (2.9), после очевидных преобразований имеем: 
2А-6А!—ЗВ =-18Ё. Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях f в 
левой и правой частях этого равенства: —6А=-18,2А-3В=0. Отсюда 

А=3, В=2. Итак, x = 312 +21. По теореме о структуре общего решения линей- 

ного неоднородного уравнения (теорема 3.1, глава 4) равенство 

х=Х+хХ=С +С.е3' + 312 +21 (2.12) 
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есть общее решение уравнения (2.9). Выражение для у найдём, используя (2.8) 
и (2.12): 

y =2(C, + Се! +3Р +28 - (3C,e* + 6t+ 2) =2C, — Cie + 612 -21-2. 

Два последних равенства образуют общее решение системы (2.6): 
х = С +С.ез! +3Р + 21, 4 

Глава 5. Задания для проверки качества усвоения 

раздела 8 

§ 1. Задачи для самостоятельной работы 

1. Решите задачу Коши: (1+ y*)dx+ xy dy =0; у(1) = 1. 

2. Найдите все решения уравнения ху’=у+ J у’ -х 

3. Найдите общие решения (интегралы) уравнений: 

а) ху’ -2у=х* созх; б)Зу+у= Пу” 

4. Найдите общие решения уравнений методом понижения порядка: 
, 

а) y =Inx; 6) y= 4x. 
У 

5. Найдите частное решение уравнения уу’=(у”)” -(у’)”; УП=1, 

y()=-1. 
6. Найдите общее решение линейного неоднородного уравнения методом 

неопределённых коэффициентов: y” — y =2e* -х*. 

7. Найдите частное решение линейного неоднородного уравнения 

у’+у=4е“, удовлетворяющее начальным условиям у(0) =4, у’(0) =-3 мето- 

дом неопределённых коэффициентов. 

8. Найдите общее решение системы дифференциальных уравнений 
4 

® Lovey, 
1 dt 

Y 3x44 — = 3x4+4y. 
| at 7 

9. Пусть с увеличением выпуска цена определяется уравнением 

p(y) =Ь-ау, а>0,6>0 . При этом уравнение (5.3), гл. 2 принимает вид: 

y'=k(b-ay)y,a>0,5>0 - модель логистического роста. Решите это урав- 

нение и постройте график полученной функции. График этой функции называ- 
ется логистической кривой. Найдите стационарное решение этого уравнения. 

10.Предполагая, что скорость роста зависит не от дохода Р(У)У a oT прибы- 

ли P(y)y— 2(y), (2(Y) — издержки производства), постройте уравнение. опи- 

сывающее скорость роста объема выпускаемой продукции[18]. Проанализируй- 

те полученное уравнение при P(Y)=3-y,g(y=ytl. 
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Ответы к задачам для самостоятельной работы 

2- x° 2 2 2 2 2: 
l. y =——_.. 2. pty? —x = С”; у=х. 3.а) у= Сх` +N sing; 

Хх 

6) у? =1+Се“*. 4.а) у=0.5х? (шх- 1.5)+Сх+С,; 6) у=х?/3+Сх? +С.. 

5. y-x=2Inly|. 6. у= Се" +С,е* + хе" +х` +2. 7. y=2cosx—S5sinx+2e*. 
Che™' 

=~; Стационарное решение — 
1+ Cae ’ 8. x =Cye'+C,e"; у=-Се'+3С,е”. 9. Y= 

y= р. 10. y'=k( p(y) y — g(v)) . Уравнение принимает вид: 
a 

y=k(3-y)y-y-N=kBy-y? —y—-1) =—k(y—1)* Имеется одна стацио- 
нарная кривая y=1. Если интегральные кривые удовлетворяют начальному 
условию ( это обьём выпуска продукции в начальный момент времени) у, >1, 

то они будут приближаться к у=1 при { > +. При у, <1 будет иметь место по- 

стоянное падение уровня производств, что приведет к банкротству. 

$ 2. Контрольные вопросы к разделу 8 

1. Что такое поле направлений, задаваемое дифференциальным уравнением 
1-го порядка? Что называется изоклиной? 

2. Как формулируется теорема существования и единственности решения 
для уравнения у’= f(x,y)? 

3. Что такое общее, частное, особое решения уравнения у’ = f(x,y)? 

4. К какому типу относится уравнение у’= f(y/x)? Каким способом можно 

его решить? 
5. Какая функция называется однородной измерения А относительно входя- 

щих в неё переменных? Приведите пример уравнения 1-го порядка, в котором 

участвуют однородные функции. 
6. Запишите в общем виде линейное дифференциальное уравнение 1-го по- 

рядка. Каким способом можно его решить? 
7. К какому типу относится уравнение M,(x)N,(y) ах + M,(x)N,(y)dy =0? Запи- 

шите его общий интеграл. 

8. Запишите в общем виде дифференциальное уравнение Бернулли. Какой 
подстановкой оно решается? 

9. Как определяется обыкновенное дифференциальное уравнение я-го по- 
рядка? Что называется его решением? Обшим решением? 

10. Что понимается под задачей Коши для обыкновенного дифференциаль- 
ного уравнения я-го порядка? 

11. Запишите начальные условия для обыкновенного дифференциального 
уравнения 2-го порядка. 
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12. Сформулируйте теорему существования и единственности решения для 

уравнения y” = Гу, у... yr”). 

13. В каких случаях дифференциальное уравнение 2-го порядка допускает 

понижение порядка? 

14. Какие решения линейного однородного дифференциального уравнения 
2-го порядка называются линейно зависимыми? линейно независимыми? 

15. Сформулируйте определение определителя Вронского W(y,,y,). 

16. Как проверить, что решения y,(x) и у,(х) уравнения y” +a,(x)y’ +a,(x)y=0 

являются линейно независимыми? 
17. Будут ли в общем случае сумма и произведение решений у(х), y,(x) 

уравнения у”’+а,(х)у’+а,(х)у = 0 являться его решениями? 

18. Запишите в общем виде обыкновенное линейное неоднородное диффе- 

ренциальное уравнение n-ro порядка. 
19. Пусть у(х) и y,(x) — линейно независимые решения уравнения 

у’+а (ху +а,(х)у=0. Запишите его общее решение. 

20. Как проверить, что функции y,(x) и у,(х) = Су (х) являются линейно зави- 

симыми? 

21. Запишиьте общее решение уравнения y" +a,(x)y +4,(x)y = f(x), 

22. Запишите в общем виде нормальную линейную однородную систему 

дифференциальных уравнений второго порядка. 
23. Как построить решение уравнения у’ +а, (х)у’ + а, (ху = Л (х) + Г, (x) зная 

решения У, (х)и У, (х)соответственно уравнений уча (ху +а,(ху= f(x) 

у’+а (ху +а, (ху = fp) ; 

24. Запишите в общем виде нормальную линейную неоднородную систему 

второго порядка. 
25. Сформулируйтетеорему существования и единственности решения для 

нормальной системы 2-го порядка у = f(x.) У = (ху, У). 

$ 3. Тесты по разделу 8 

Вар. № 1 | Раздел 8. Дифференциальные уравнения 

| | Найти значение о, при котором функция у = созх является решением 

уравнения у” + (сюх)у’+9у=0. 

2 | K kakomy типу относится уравнение у’(1+шх) ах +2хушхау=0: 

а) с разделяющимися переменными; 
b) однородное; 

с) линейное относительно у(х); 
4) линейное относительно х(у); 

е) уравнение Бернулли. 
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К какому типу относится уравнение (y* — 3x7 )dy +2xydx =0: 

а) с разделяю-ющимися переменными; 
6) однородное; 

с) линейное относительно у(х); 

4) линейное относительно х(у); 

е) уравнение Бернулли. 

Пусть 2 + 41 — корни характеристического многочлена линейного одно- 

родного дифференциального уравнения 2-го порядка. Напишите общее 
решение уравнения. 

Пусть 1, 2 — корни характеристического многочлена линейного неодно- 

родного дифференциального уравнения 2-го порядка с правой частыюо 

3sin 4х + бе?х. Укажите вид частного решения уравнения. 

Найдите общее решение уравнения у”’-9у=0. 

Найдите общий интеграл дифференциального уравнения 

хучу + y*)dy =0. 

Решите задачу Коши для уравнения ydxy+x dy =0, y(l)=1. 

Найдите общий интеграл дифференциального уравнения 

Га ху x 
7 + ———~- ==. 

2-х?) 2 
10 Найдите общее решение дифференциального уравнения y” tg 5x =6y". 

I] Найдите общее решение дифференциального уравнения 

yp’ -—4y'+4y =-sin 6x. 

12 x=2x+8y, 
у=3х+4у, 

уравнению 2-го порядка для нахождения функции х(}). 

Сведите систему дифференциальных уравнений к одному 

Ва „№2 | Раздел 8. Дифференциальные уравнения 

Найдите значение ©, при котором функция у=х”-1 является решением 

уравнения (х* +1) у” —oxy’ +2 = 0. Решать полученное уравнение не надо. 

К какому типу (возможны 2 ответа) относится уравнение 
9 2 

х(у +1 ах+ ух +Шау=0: 

а) с разделяющимися переменными; b) однородное; 

с) линейное относительно у(х); 4) линейное относительно х(}); 

е) уравнение Бернулли. 

К какому типу (возможны 2 ответа) относится уравнение: 

(у+х)ах —texdy =0: 

а) с разделяющимися переменными; 5) однородное; 
с) линейное относительно (x); d) линейное относительно х(у); 

е) уравнение Бернулли. 

Пусть 0, 5 — корни характеристического многочлена линейного однородно- 

го дифференциального уравнения 2-го порядка. Напишите общее решение 
уравнения. 
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ного дифференциального уравнения 2-го порядка с правой частью 

9x? —4х-+зшх. Укажите вид частного решения уравнения. 

5 | Пусть 2, 2 — корни характеристического многочлена линейного неоднород- 

6 | Найдите общее решение уравнения у”+6бу’+9у=0. 

7 | Найдите общий интеграл дифференциального уравнения ху'=./х*-у?. 

8 | Решите задачу Коши для уравнения y*dx —x*dy =0, y(1)=1. 

9 Найдите общий интеграл дифференциального уравнения у’--—=- 
X xX 

У _ 2х. 

10 | Найдите общее решение дифференциального уравнения yp” ctg2x+2y” =0. 

11 | Найдите общее решение дифференциального уравнения 

у’+бу’-+13Зу = с0$5х. 

12 | Сведите систему дифференциальных уравнений joe >» к одному 

уравнение не надо. 

уравнению 2-го порядка для нахождения функции y(t). Решать полученное 

Ответы к заданиям тестов 

Вариант 1 

1) 2. 2) а 3)Ь. 4) у=с.е" cos4xt+e,e™ sin4x. 5) у. = Asin4x+ Bcos4x+ Охе?“. 

6) y=ce* +с,е*. 7) 2x? y? +y* =C. 8). y= 3 9) ys-V(l-x*)+cVI-x° , 
x®+2 

10) y= 5=С шых + С.х + С.. 11) у=Се?х + С. хе?х + нет бх. 

12) х’-6х’-16х=0. 

Вариант 2 

1) 2. 2) а 3) с 4 УЕС +¢,e* | 5) У, =Ах +Bxt+C+Deosx+Esine 

6) y= Cie ** + Coxe. 7) y = хзш In Cx. 8) ya ; 9)у=2шх+2+сх; 
— x7 

10) у =. С cos2x+C,x+C,. 11) у= С, созх+ С, мпх—те-3> cos 5x. 

12) y’— 4y-y=0. 
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Раздел 9. ЧИСЛОВЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

В этом разделе изучаются вопросы, связанные с перенесением свойств эле- 

ментарных алгебраических операций, а также правил дифференцирования и 
интегрирования (известных для конечного числа слагаемых) на случай беско- 

нечного числа слагаемых. 

Краткая характеристика раздела 

1. Темы раздела. Числовые и функциональные ряды. Сходимость ряда. 

Признаки сходимости. Степенные ряды. Ряды Тейлора. Приближенные вычис- 

ления с помощью рядов. 
2. Базисные понятия. Числовой ряд. Абсолютная и условная сходимость. 

Функциональный ряд. Степенной ряд, радиус сходимости. Ряд Тейлора. 

3. Основные задачи. Установление сходимости или расходимости (абсо- 
лютной или условной) числовых и функциональных рядов. Нахождение радиу- 

са и промежутка сходимости степенного ряда. Разложение функций в степен- 

ные ряды. Использование рядов в приближённых вычислениях. 

Глава 1. Числовые ряды. Основные понятия и свойства 

$ 1. Числовой ряд, его сходимость, сумма 

Определение 1.1. Пусть имеется бесконечная последовательность веще- 

ственных чисел {a,,}. 

Выражение вида @+а>2+... +a, +...= Da, (1.1) 
n=l 

называется числовым рядом, числа A), A2,... , An, ... — членами ряда, а член ряда 

а, с произвольным номером л называется общим членом ряда. 

Величины S; =a), So=a;+a2,..., эи=а1+а2+...+а,, ..., называются ча- 

стичными суммами ряда (1.1), S, — п-я частичная сумма ряда (1.1). Частичные 

суммы ряда составляют бесконечную последовательность {5}. 
Определение 1.2. Если Эйт 5, конечный или бесконечный, то его называют 

по 

суммой ряда (1.1) и пишут: Ха, =5. Если 5 — число, то говорят, что ряд (1.1) 
ПЕ 

сходится. Если 5 = co ИЛИ Alim 5, › то говорят, что ряд (1.1) расходится. 

Пример 1.1. Исследовать на сходимость геометрический ряд: 

1+4+42+...+а"+...= >. д". 
n=] 

> Составим и-ю частичную сумму данного ряда S,=1l+qtq?+...¢gq" . 

Если д = 1, то по известной формуле из элементарной математики находим: 
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gs alfa _ l | В “Tq -gr. Найдём lim S, = го _ го lim 4 при различных 

значениях 4. 

1) |4| < l= lim 4" =0, поэтому ит $ =_1 => ряд сходится. 
п— со пою | | - q 

2) |q|>1= lim 4" =<, поэтому lim 5, = © => ряд расходится. 
N— оо песо 

3) а=1. Тогда 5, =1+1+...+1=1= Шт 5, =, ряд расходится. 
ll) со 

4) а=-1, имеем ряд 1—141-—14+...4+(-1)"'+.... 
Частичная сумма этого ряда с чётным числом слагаемых равна нулю: 

So, = (1-1)+...+ (1-1)=0, а с нечётным: 52.1 = 92„+ 1=1. Итак, частичная сумма S,, 

поочерёдно принимает только два значения: 0 и | и поэтому она не имеет пре- 

дела. Геометрический ряд сходится при |4 | < 1. Его сумма S=1/(1-q). При |q| > 1 
он расходится. < 

Пример 1.2. Показать, что ряд у In(1+1/n) расходится. 
n=| 

» Представим общий член этого ряда в виде 
a, = т (1+ Ия) = м ("+1 /п=Ш(п+1) -Шл и при этом частичная сумма ряда 

записвается так: S,=a@,;+ao+...+4,-;+a,=In2 - ш1+13 —In2+..... + 

Нл — ш(п-1) = 12 —Inl + In3 - Ш2+...+ Шя- Ш(я-1)+1(я+10 - шя= 
=- 11+ (7+0 =№(7+1) => limS, =limIn(n +1) = +0, 

ll— 00 li—oo 

а значит, данный ряд расходится. <4 

Замечание 1.1. В большинстве случаев невозможно найти выражение для 
частичной суммы S» ряда, как это сделано в примерах 1.1. и 1.2. Построение 

удобных признаков (критериев), позволяющих ответить на вопрос о сходимо- 
сти данного ряда без построения последовательности частичных сумм — один 
из центральных вопросов теории рядов. 

$ 2. Необходимое условие сходимости ряда 

Теорема 2.1 (необходимое условие сходимости ряда). Если ряд Ya, сходит- 
n= 

ся, то его общий член стремится к нулю, т.е. lima, =0. 
11—}) 00 

> Обозначим через 5 сумму данного ряда. Имеем: 

Sn = а! + @2 + @3+ ... +а,-1+ а =5,-1+ а, => а=5,-5и-1 > 

=> lima, = Ит 5, -limS,_,=S-S=0.4 
n— oo li—eo > 

Замечание 2.1. Теорема, обратная теореме 2.1 неверна. Так, In(1 +1/ n) — 0, 

п —> ©°, а pan у ш (1+ Ия) расходится (пример 1.2). 
n=] 

Следствие из теоремы 2.1. Ряд а, расходится, если lima, #0. 
пез 

| 
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Пример 2.1. Доказать, что ряд > arctg n расходится. 
n=! 

> Действительно, limarctgn = 5 
ll—oo 

ствия из теоремы 2.1. <4 

= 0, данный ряд расходится в силу след- 

$ 3. Основные свойства сходящихся рядов 

1. Пусть ряд 4, =а Ра, +...Та, +... сходится, 5 — его сумма, а с — некото- 
n=l 

poe вещественное число. Тогда ряд Уса, =Cd, +Cd, +...+CA, +... тоже сходится, и 
n=l 

его сумма равна CS. 

2. Если ряды Sa, 4 Sp, CXOMATCA, а АиВ- их суммы, TO ряд » (а, £b,) тоже 
n=l n=l n=] 

сходится, и его сумма равна A + ВБ. 

3. Члены сходящегося ряда можно, не меняя их местами, объединять в 

группы. От этого сходимость ряда не нарушится, и величина его суммы не из- 
менится. 

Замечание 3.1. Раскрывать скобки в сходящемся ряде, вообще говоря, нель- 

зя. Например, ряд (1-1)+(1-1)+...+(1-1)+... сходится, и его сумма 

S=0; если же раскрыть скобки, то получится расходящийся ряд: 

|1-1+1-1+... (пример 1.1). 

Докажем, например, свойство 1. 

> Обозначим через 5, и 5, и-ые частичные суммы рядов $ И $ са, COOT- 
n=l n=] 

ветственно. Имеем: § =ca,+...+ca, =c(a,+...+a,)=cS,. По условию, ряд 

Sa, сходится и его сумма равна 5, поэтому JlimS,=S. Но тогда 
n=) Ji—oo 

3 lim S? = lim (cS,)=clim 5, =cS > Pad $ са, сходится, его сумма равна с5. < 
ll— oo li— oo l— oo n=] 

4. Пусть дан ряд Ха, И произвольное натуральное число т. Ряд аи + 
n=l 

for) + Ang? +... Чт ...2=$ а„., Называется остатком ряда а, После т-го члена. 
k=l 1 п= 

‚ После т -го члена сходятся или Теорема 3.1. Ряд а, и его остаток 2.4, 1’ 
n=l 

расходятся одновременно. 
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Глава 2. Сходимость числовых рядов 

с неотрицательными членами 

$ 1. Необходимое и достаточное условие сходимости ряда с неотри- 

цательными членами 

Определение 1.1. Ряд 

У“ (1.1) 
n=l 

называется рядом с неотрицательными членами, если a, > 0 для всех пе N. 

Теорема 1.1. Для того, чтобы ряд (1.1) сходился, необходимо и достаточно, 

чтобы последовательность его частичных сумм была ограничена. 
> Пусть ряд (1.1) сходится, а 5, — его n-a частичная сумма. В этом предпо- 

ложении существует конечный lim S,, т.е. последовательность {5} сходится. 
ие 

А сходящаяся последовательность ограничена (разд. 4, гл. 2, $3). 
Предположим, что последовательность {5,„} ограничена. Она является не- 

=5,+а, >25, , ибо а, > 0 для всех пе М. В силу теоре- 
n? 

убывающей, так как S\,, 

мы о неубывающей ограниченной последовательности (разд. 4, гл. 2, $ 5) она 
имеет конечный предел. Следовательно, ряд (1.1) сходится. < 

Замечание 1.1. Для рядов с неотрицательными членами существуют две 
возможности: ряд является сходящимся, и его сумма 5 является неотрицатель- 

ным числом; либо он является расходящимся, при этом S = +9, 

$ 2. Признаки сравнения для рядов с неотрицательными членами 

Признаки сравнения позволяют свести выяснение вопроса о сходимости 

данного ряда к вопросу о сходимости другого более простого ряда или ряда, 

поведение которого уже выяснено. 

Теорема 2.1 (признак сравнения в форме неравенства). Пусть имеются два 

ряда с неотрицательными членами У, И Ss b, ‚ причём члены первого ряда не 
n=l n=] 

превосходят, начиная с некоторого номера т , соответствующих членов второго 

ряда: 

a,<b,, n= , +1, +2,... (2.1) 

Тогда из сходимости второго ряда следует сходимость первого ряда, а из 

расходимости первого ряда следует расходимость второго. 

Теорема 2.2 (признак сравнения в предельной форме). Пусть члены рядов 

Sa, И У, строго положительны, т.е. Ay > 0, Б, > 0 для всех пе №. Если суще- 
n=l n=] 

.. .. . a 
ствует конечный, отличный от нуля, предел lim—+=/, /#0, [= +<°, то данные 

N—)0o Nn 

ряды сходятся или расходятся одновременно. 
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Пример 2.1. Доказать, что yi расходится. 
n=] 

» Этот ряд называют гармоническим. Известно, что jjm MUX); => 
+70 X 

. Ind+l/n 
=> lim ( / ) =]. Значит, ряды У» Ум 1+ сходятся или расходятся 

me Уп n=! n=! 

одновременно. Ряд Ут [1+ 1) расходится (пример 1.2, гл. 1). Следовательно, 
n=! 

в силу теоремы 2.2, гармонический ряд тоже расходится. < 

а, 
Замечание 2.1. Если lim— р, =0, то можно лишь утверждать, что из сходимо- 

Nn—-co 

сти ряда > |b, следует сходимость ряда а, 
r= n=l 

Замечание 2.2. Для применения признаков сравнения необходимо иметь 
некоторый арсенал «эталонных рядов», как сходящихся, так и расходящихся, с 
которыми затем сравниваются исследуемые ряды. Одним из них является так 

называемый обобщенный гармонический ряд >. т. В следующем параграфе 
n=! 

будет показано, что он сходится при 0. > | и расходится при ©. < 1. Другим «эта- 

лонным» рядом является геометрический ряд > а”' ‚ сходящийся при |4|<1и 
n=l 

расходящийся при |4 | > 1. 

Следствие 2.1 из теоремы 2.2. Пусть дан ряд » а, с положительными чле- 
n=l 

нами, причём a,—>0 при n> =. Если а, - © при no, где С — постоянное 
па 

число, тогда ряд » а, сходится при ©. > | и расходится при 0 < 0. < 1 (здесь ~ яв- 
n=l 

ляется знаком эквивалентности). 

Пример 2.2. Исследовать на сходимость ряд Уп № (1+ 1/3). 
n=] 

» Имеем a,=niIn(1+1/n3)~n-1/n3=1/n2 при neo. В этом случае 

= 2 > 1, следовательно, данный ряд сходится (следствие 2.1). < 

$ 3. Интегральный признак Коши 

Теорема 3.1 (интегральный признак Коши). Пусть функция f(x) непрерыв- 

на, положительна и убывает при x > 1. Тогда ряд La где a, =f(n) для vneN, и 
a> 

несобственный интеграл т f(x)dx либо оба сходятся, либо оба расходятся. 
| 
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Пример 3.1. Исследовать на сходимость обобщённый гармонический ряд 

! взависимости от значения параметра i. 
n=! И“ 

> Заметим, что при ©. < 0 общий член ряда не стремится к нулю с увеличе- 
нием номера, следовательно, не выполняется необходимое условие сходимости 

ряда, поэтому в этом случае обобщённый гармонический ряд расходится. 

При a= 1 получаем гармонический ряд, он расходится (пример 2.1). 

В случае 0 > 0, 0 + 1 рассмотрим функцию /(х)=Ихе. Легко проверить, что 

она удовлетворяет всем условиям теоремы 3.1. Исследуем на сходимость не- 
00 

собственный интеграл | ах при данных значениях CO. 
х 

1-9 ~1l-o x +00 

что означает расходимость несобственного интеграла и, следовательно, расхо- 

димость обобщённого гармонического ряда при 0 < 0. < 1. 

ох te _ fe I0<a<l>l-a>0> | &=- | = ( lim x -1)=+40, 
1 Xx 

2aar>loal-a<0> Е | lim x -1)= 1, поэтом ха Tool Тан “OAT? 
несобственный интеграл сходится, а вместе с ним сходится и обобщённый rap- 
монический ряд при указанных значениях CL. 

Итак, обобщённый гармонический ряд расходится при 0 < | и сходится при 

0 > 1. < 

Пример 3.2. Исследовать сходимость ряда р Е : n+l) 

(x+1)In*(x+1) 

творяет всем условиям теоремы 3.1. Ho интеграл 
400 

dx | yt l l l = _ Щи _ сходится. Следова- 
(х+1)12(х+10 “hath = Им In(x +1)” In2~ In2 

тельно, сходится и данный ряд. << 

» Пусть f(x) = . Легко проверить, что функция f(x) удовле- 

$ 4. Признак Даламбера и радикальный признак Коши 

Рассмотрим ряд с положительными членами: 

а, а, > 0 припе М. (4.1) 
n=l 

Теорема 4.1. (признак Даламбера, Ж. Л. Даламбер (1717-1783) — француз- 

ский математик, механик, философ). Пусть Slim“ = / (конечный или беско- 
i 

нечный). Тогда 

если 0 < 1< 1, то ряд (4.1) сходится; 

если |1 > 1, то ряд (4.1) расходится. 

Замечание 4.1. Если [= 1, то признак Даламбера не даёт определённого от- 
вета о сходимости ряда. В этом случае возможна как сходимость ряда, так и его 

305



расходимость. Примером тому служит обобщённый гармонический ряд У. J 
= И“ 

о 
Пример 4.1. Исследовать на сходимость ряд и. 

n 

n=] 

1+1! а nl(n+1)ne > т а = (и (| n+l — |; — a, =? Ann рт" Ша, = lim аи! 

= lim (—4_) = J 
noon +] lim(l+lI/n) @ 

Поскольку / = И е<1, то по признаку Даламбера данный ряд сходится. < 

Теорема 4.2 (радикальный признак Коши). Пусть Alim x/a, =! (конечный 
п—ео 

или бесконечный). Тогда 

если 0 < /< 1, To ряд (4.1) сходится; 

если / > 1, то ряд (4.1) расходится. 

> ГПТусть 0 < /< 1. Рассмотрим число а: /< а <1, число 4 —/ удовлетворяет не- 
равенству: 0< а —< 1. Из определения предела числовой последовательности 

(определение 2.1, разд. 4, гл.2) для числа = 4 —/ следует существование номера 

Ne), начиная с которого будет верно неравенство 

|/а, —I\<e. 

Используя свойства абсолютных величин, имеем 

—=<а, -1<8>-49+1</а, -1<4-1521-4<\ а, <9=> ча, <q. 

Возведя обе части последнего неравенства в л-ю степень: an<g", п >. №&). 

Рассмотрим ряды: Sa,y,, и У gs’. В силу последнего неравенства члены пер- 
k=l k=l 

+k 

вого ряда меньше членов второго ряда, сходящегося как геометрический ряд 
при |4|<1. Поэтому в силу теоремы 2.1 сходится и первый ряд. Но он является 
остатком ряда (4.1) после /Л(=)-го члена, поэтому ряд (4.1) сходится (теорема 

3.1, гл. 1). 

Пусть />1 и конечно. Рассмотрим число а = /-—1 >0. Из определения пре- 

дела числовой последовательности следует существование номера N(q), начи- 

ная с которого будет выполняться неравенство: 

|/а, < 1-1. 
Используя свойства абсолютных величин, имеем 

—+1l—-l<4a, -l<l-l>l<4a, <2/-1> 4a, >1. 

Возведя обе части последнего неравенства в п-ю степень, получим нервенство: 

а, >. 

Итак, члены ряда (4.1), начиная с некоторого номера №4) больше 1, поэто- 
му общий член ряда не может стремиться к нулю при Heo, следоватедьно, этот 

ряд расходится. < 

Замечание 4.3. Радикальный признак Коши также не даёт определённого 

ответа на вопрос о сходимости ряда в случае, когда /= 1. 
Доказательства теорем 4.1 и 4.2 опираются на признаки сравнения [11,13]. 
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ит) Пример 4.2. Исследовать сходимость ряд > 1 
n=l 

> Применим радикальный признак Коши: 

_ И 5п+7\ _ . (Sn+7)_ 5 v 
lim 4/a, = lim (242) = lim Gn+l) #3 >1, следовательно, данный ряд 
И— со N—oo 3n + | 

расходится. < 

Глава 3. Сходимость знакопеременных рядов 

$ 1. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница 

Определение 1.1. Ряд 

+ и2+...+и +... (1.1) 

называется знакочередующимся, если неравенство и, : и! < 0 верно для любого 

ПЕ №, т. е. если соседние члены ряда имеют различные знаки. 
Пусть для определённости и!>0. Станем обозначать через а, модуль п-го 

члена ряда. Тогда знакочередующийся ряд (1.1) запишется в виде 

a,—a,+a,—a,t+...+(-l)a,+...= У° (1 a, . (1.2) 
n=) 

Для знакочередующихся рядов имеется достаточно общий и практически 

удобный признак сходимости, принадлежащий Лейбницу. 

Теорема 1.1 (признак Лейбница). Если модули членов знакочередующегося 

ряда (1.2) монотонно убывают, т.е. а, 2 а›2 2 аз2...2а,>2..., а а->0 при 

п — ce, то ряд (1.2) сходится. 

Замечание 1.1. Из доказательства[ 11,13]. теоремы 1.1 следует, что сумма 5 

знакочередующегося ряда (1.2), удовлетворяющего условиям теоремы Лейбни- 
ца, имеет знак первого члена ряда, и модуль этой суммы не превосходит модуля 
первого члена. 

Замечание 1.2. (06 оценке суммы остатка ряда). Пусть знакочередующий- 

ся ряд (1.2) удовлетворяет условиям теоремы 1.1, остаток ряда (1.2) после т-го 

члена Г) = An4+1 — @т+2 + Ят+3 — Чт+4 +... 5 In| = lQin+ 1 — Ят+2 + Я +3 — Чт+4 +... |. 

По замечанию 1.1 имеем: 

| = lan | — An+2 + Ят+3 — QAn+4 + ... < |ат+1 

т.е. модуль суммы остатка не превосходит модуля первого члена этого остатка. 
Замечание 1.3. Еще раз обращаем внимание читателя на то, что в признаке 

сходимости Лейбница ряд должен удовлетворять трём условиям: 
1) ряд должен быть знакочередующимся; 

2) модуль члена ряда должен монотонно убывать с ростом его номера; 

3) модуль общего члена ряда должен стремиться к нулю при п -—> 9, 

Каждое из этих условий необходимо проверить. Нарушение хотя бы одного из 
них может привести к неверному выводу о сходимости ряда [[11,13]. 

Пример 1.1. Доказать что знакочередующийся ряд 
_1 1_ — nt) 1 = у; — n+t 1 1.3 lye grt pte Ст (1.3) 

CXOAUTCH. 
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> Поскольку _ ntl | (“rr 

сходится по признаку Лейбница. < 

= 50 прил -> °э., монотонно убывая, то данный ряд 
n 

$ 2. Знакопеременные ряды. 

Абсолютная и условная сходимость 

В этом параграфе рассматриваются ряды с членами произвольных знаков. 
Такие ряды называются знакопеременными. Пусть дан ряд 

а +а, таз +... +а,т...= 24а. (2.1) 
n= 

Рассмотрим, наряду с этим, ряд из абсолютных величин членов ряда (2.1): 

а |+ а, [+ [аз |+... +1а,[+...= 21а, |. (2.2) 
N= 

Определение 2.1. Ряд (2.1) с членами любых знаков называется абсолютно 
сходящимся, если сходится ряд (2.2) из модулей членов ряда (2.1). 

Теорема 2.1. Абсолютно сходящийся ряд есть ряд сходящийся. 

> По условию, ряд (2.1) абсолютно сходящийся. Это означает, что сходится 
ряд (2.2). Рассмотрим два вспомогательных ряда: 

а +а у 3 D (2.3) 

n=l 

— а |—a у a ne (2.4) 

n=) 

Ряды (2.3) и (2.4) — ряды с неотрицательными членами, так как в силу 

свойств абсолютных величин имеем |a,| 2a, и |а, >-а,. С другой стороны, 

0 < м + а и OS(la,|-a,)/2S|a, |. Тогда по признаку сравнения ряды 

(2.3) и (2.4) сходятся, ибо сходится ряд $ |а,|, Поэтому по свойству 2 рядов 
| n= 

(rn. 1, § 3) сходится и ряд > a, = 5 { lols fn _ aul “n . < 
n=] n=] 

Замечание 2.1. Доказанная теорема необратима. Может оказаться, что зна- 
копеременный ряд (2.1) сходится, а ряд (2.2), составленный из модулей членов 
ряда (2.1), расходится. 

Определение 2.2. Если знакопеременный ряд (2.1) сходится, а ряд (2.2), со- 
ставленный из модулей членов ряда (2.1), расходится, то данный знакопере- 
менный ряд (2.2) называется условно сходящимся. 

Так, знакочередующийся ряд р (-1y""1 2. сходится (пример 1.1), а ряд $ 1, 
n= n=l 

составленный из модулей его членов, расходится (пример 2.1, гл. 2). Следова- 

тельно, ряд > (—1)""! 1 сходится условно. 
n n=l 
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Итак, все сходящиеся ряды можно разделить на два класса: абсолютно схо- 

дящиеся ряды и условно сходящиеся ряды. Отметим, что все сходящиеся по- 

лоэжсительные ряды входят в класс абсолютно сходящихся рядов. 

Для установления абсолютной сходимости знакопеременного ряда к ряду из 

модулей членов этого ряда можно применить признаки сходимости, установ- 

ленные для положительных рядов. Но нужно помнить, что из расходимости ря- 

да У а, не всегда следует расходимость ряда Ха, - Ряд > a, может сходиться 
rs = n=l 

условно. 
Замечание 2.2. Если с помощью признака Даламбера установлено, что зна- 

копеременный ряд абсолютно не сходится, то модули его членов монотонно 
возрастают (замечание 4.2, гл. 2). В этом случае общий член знакопеременного 
ряда не может стремиться к нулю с возрастанием номера. 

Абсолютно сходящиеся ряды обладают целым рядом свойств, присущих 
конечным суммам. 

Свойства абсолютно сходящихся рядов 

1. Сходимость не нарушается и сумма абсолютно сходящегося ряда не из- 
меняется при произвольной перестановке его членов. Иначе, для абсолютно 
сходящихся рядов справедлив переместительный закон сложения. 

2. Два абсолютно сходящихся ряда можно перемножать как обыкновенные 
многочлены, т.е. каждый член одного ряда умножать на каждый член другого и 

результаты складывать в любом порядке; получающийся ряд тоже будет абсо- 

лютно сходящимся, и его сумма будет равна произведению сумм перемножае- 
мых рядов. 

3. Для абсолютно сходящегося ряда остается в силе свойство: «абсолютная 

величина суммы не превосходит суммы абсолютных величин слагаемых»: 
oo 

244, 
n=l 

2 

<У [а, (для доказательства достаточно взять — неравенство 
n=l 

Ja,+...+a,|<|a,| +... +]a,| 4 перейти в нём к пределу прил — °5). 
Доказательства вышеназванных свойств приведены, например в [11]. 
Условно сходящиеся ряды этими свойствами не обладают. Так, в рядах, 

сходящихся условно, перестановка членов ряда недопустима. Перестановка 
членов в таких рядах может изменить сумму ряда или привести к нарушению 
сходимости ряда. Например, выполним перестановку и объединение членов в 
сходящемся знакочередующемся ряде (1.3), обозначив его сумму через 5: 

I) bb 2) be (bei) at 
“Ebb bby Hp b bed be dads. 

Теорема 2.2 (теорема Римана, Г. Риман (1826-1866) — немецкий матема- 
тик). Каково бы не было наперёд заданное число A, перестановкой членов лю- 
бого условно сходящегося ряда можно получить ряд, сходящийся к A. Члены 
условно сходящего ряда можно переставить и так, что он будет расходится. 
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$ 3*. Признаки сходимости Дирихле и Абеля 

Приведём признаки Дирихле и Абеля, позволяющие установить условную 

сходимость довольно широкого класса рядов (доказательство можно найти, 
например, в [11]). 

Теорема 3.1 (признак Дирихле). Пусть дан ряд: 

> ар. (3.1) 

Если частичные суммы ряда Ур, ограничены, а последовательность {ay} 
n=] 

монотонно стремится к нулю, TO ряд (3.1) сходится. 
Теорема 3.2 (признак Абеля). Если последовательность {a,} монотонна и 

ограничена, а ряд 5`р, сходится, то сходится и ряд (3.1). 
n= 

Замечание 3.1. Признак Лейбница — частный случай признака Дирихле. 

Замечание 3.2. С помощью этих признаков можно показать, что ряды 

$; Siu К и $ cos ky сходятся при любомхе (0, 27). 
k=l k=l . 

Глава 4. Функциональные ряды. Степенные ряды 

$ 1. Понятие функционального ряда, его области сходимости 

Под функциональным рядом понимается ряд вида 

Уи, 69 (1.1) 
n=l 

все члены которого u,,(x), Не N, есть функции аргумента х, заданные на некото- 

ром множестве Х. Пусть Ес Х есть совокупность всех значений аргумента х, 

при которых ряд (1.1) сходится, ЕЁ называют областью сходимости этого ряда. 
Отметим, что областью сходимости ряда (1.1) может оказаться числовое 

множество самого различного строения. Далее, как правило, будем иметь дело 
со случаями, когда область сходимости ряда есть промежуток — замкнутый, от- 
крытый или полуоткрытый; конечный или бесконечный. 

Нетрудно понять, что в области сходимости ряда (1.1) ero и-я частичная 
сумма, а также сумма и сумма остатка ряда после n-ro члена будут функциями 

от x. Будем обозначать их соответственно S,(x), S(x), R(x), хЕЁ. 

Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 1.1. Дан ряд Ух" =1+х+х?+...+х"+... . Найти множество Х, на 
n=0 

котором заданы члены этого ряда, a также область Ё его сходимости. 
PX = (—0c0, +00); Ё = (-1; 1); S(x) = 11-х). < 

Пример 1.2. Дан ряд 

У (Их) хи = (1-х) + И-х)х+ (1-х) х2 +... + -х)хи+... 
n=0 

Найти множество .X, на котором заданы члены этого ряда, a также область Ё 

его сходимости и сумму. 
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№ Здесь Х = (—co, +00); Е = (-1; 1]; S(x)={ $ хе (rh lg 

Пример 1.3. Дан ряд yl 2,4): Найти множество X, на котором заданы 
п= Я‘ 

члены этого ряда, а также область Ё его сходимости. 

» В этом примере ХЕ (-сэ,+о°). Область сходимости ряда задаётся неравен- 

ством х^—-х+1>1, ибо $ 1 сходится при o> 1. Имеем х”- x +1>1 
n=l AG 

> х-х> 0 = х(х - 1) > 0, поэтому Е = (—-, 0)7(1, +2). 

Пример 1.4. Найти область сходимости ряда > (1+2x7)". 
n=] 

» Очевидно, что при фиксированном XER этот ряд является геометриче- 

ским рядом со знаменателем а = 1 +x”, причём g> 1 при любых хе К, следова- 

тельно, данный ряд расходится при любых хе А, т.е. Е = ©. < 

$ 2. Степенные ряды. Теорема Абеля. Интервал сходимости 

Определение 2.1. Функциональный ряд вида 

ya, X— Xp)" =a, ча, (х-х,) +а.(х- м)? +... Fa, (хм) +... (2.1) 
n= 

называется степенным рядом, числа a, ER,n=1, 2, ... называются коэффици- 

ентами степенного ряда. 

Замечание 2.1. Степенные ряды замечательны прежде всего тем, что их 

члены и„(х) = a,(x —Xo), п=1,2,..., есть сравнительно простые функции. Ча- 

стичные суммы степенного ряда S,,(x) — многочлены от переменной х степени не 

выше 7. Относительная простота и„(х) и 5„(х) служит причиной многих свойств 

степенных рядов, которыми не обладают другие функциональные ряды. Об- 
ласть сходимости степенного ряда никогда не является пустым множеством, 
ибо ряд (3.1) обязательно сходится в точке Xo. 

В ряде (2.1) сделаем замену переменной у=х — хо, получим ряд: 

и," (2.2) 
Исследование сходимости ряда (2.1) эквивалентно исследованию сходимо- 

сти ряда (2.2). Поэтому далее будем рассматривать ряды вида (2.2), но для обо- 
значения переменной будем использовать букву х, а неу. 

В основе теории степенных рядов лежит следующая теорема. 
Теорема 2.1 (теорема Абеля, Абель Н. Х. (1802 — 1829) — норвежский ма- 

тематик). Если степенной ряд 

ах" = Ay +ах+а.х? +...+ах"+... (2.3) 
n=0 

сходится при х=х #0, то OH сходится, и притом абсолютно, при любом д: 

|x| < |xol. 

Если степенной ряд (2.3) расходится при х = хо, TO он расходится и при вся- 

KOM Xx: |x| > |xol. 
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Теорема Абеля позволяет судить о расположении точек сходимости и рас- 
ходимости степенного ряда (2.3). 

Следствие из теоремы 2.1. Пусть в точке ху # 0 ряд (2.3) сходится, HO тогда 

ряд (2.3) сходится в каждой точке интервала (—| Xo, | Xo] ). Если же ряд (2.3) рас- 

ходится в точке х1, то он расходится в интервалах (—©°, —|х\ |), (|x|, +00), 

Из этого заключаем, что для рассматриваемого степенного ряда существует 

число А>0, такое, что при |х| < В ряд сходится и притом абсолютно, а при 

> К ряд расходится. Число А называется радиусом сходимости (рис. 3.1), а 

интервал (—R, К) — интервалом сходимости степенного ряда. 

X 

Ряд сходится абсолютно 

© > 

в 0 —__ 
Ряд расходится Ряд расходится 

Рис. 2.1. К понятию радиуса сходимости 

Замечание 2.2. Для ряда (2.1) интервал сходимости имеет вид (хо-К, х-+К). 

Замечание 2.3. На концах интервала сходимости (т. е. при х == А для ряда 
(2.3) при x = хо А для ряда (2.1)) ряд может или сходиться или расходиться. 

Здесь необходимо дополнительное исследование. 
Замечание 2.4. У некоторых рядов интервал сходимости вырождается в 

точку (К = 0), ау других совпадает со всей осью (А = ©). 
При нахождении радиуса сходимости степенного ряда во многих случаях 

можно использовать следующие теоремы. 

Теорема 2.2. Если для коэффициентов членов степенного ряда (2.1) суще- 
ствует предел 

п 

Ч, 

(конечный или бесконечный), то он равен радиусу сходимости ряда (2.1), т. е. 

R=l. 
Теорема 2.3. Если для коэффициентов членов степенного ряда (2.1) суще- 

ствует предел 

lim 
N—-eoo 

=/ (2.4) 

lim (xf, |) =2. (2.5) 
л > © 

Теоремы 2.2 и 2.3 доказываются аналогично. Докажем теорему 2.2. 
> Используя признак Даламбера, исследуем ряд (2.1) на абсолютную схо- 

димость в произвольно взятой точке х. 

| а, (Х-— Хо)" | _ | хх 
- lim 

l1i—-0o 

lim 
nes | ay, (x Xo)" п 

Согласно признаку Даламбера при |x — x,|/1 <1=> |х-х,|< / ряд (2.1) сходит- 

ся абсолютно, а при [х-ж|/!/ >15 |х-ж|>/ — расходится, ибо в этом случае 

общий член ряда не будет стремиться к нулю с увеличением номера (гл. 2, за- 
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мечание 4.2.). Таким образом, число / удовлетворяет определению радиуса схо- 

димости, т. е. А = /[. 9 

Замечание 3.5. Затруднения, связанные с применением формул (2.4), (2.5) 
для определения радиуса сходимости степенного ряда возникают в случае, ко- 
гда в рассматриваемом ряде имеются коэффициенты со сколь угодно большими 
номерами, равные нулю. 

2). 
Пример 2.1. Найти область сходимости ряда yoy" > 

n=] 

> Коэффициенты a, =1/n#0. Чтобы определить радиус сходимости ряда, 

воспользуемся формулой (2.4): 

= Пт |7 
N—jeo 

R=lim|— 
n—oo | 4 

n+l 

значит, ряд сходится абсолютно при |х-2|<1, т.е. при x € (1; 3). Выясним ero 

поведение на концах интервала сходимости. у: 2-7)" 2)" =Ут 
и 1 a=l 

1) Пусть x = 3, получаем числовой ряд. Это  асхолящийся гармонический 

ряд, поэтому исходный степенной ряд расходится при x = 3. 

2) Возьмём x = 1, имеем числовой ряд у. @- 2)" ah =-y Со" ae . Как было показано 
a=) n=l 

в $2 гл.3, этот ряд является условно сходящимся, следовательно, исходный 

степенной ряд условно сходится прих = 1. 

Ответ: ряд сходится абсолютно при хе (1; 3), сходится условно при x= 1, 
в остальных случаях ряд расходится. < 

Пример 2.2. Найти область сходимости ряда $ „!(х_ 2)". 

> Поскольку a, =n! = 0, воспользуемся формулой (3.5) для определения ра- 

п! 

(п+1! 

данный ряд сходится в единственной точкех = 2. << 

Пример 2.3. Найти область сходимости ряда y (x2) . 
n=O п! 

=lim—_ =0 ‚ следовательно, = lim 
noe +] n—eo 

диуса сходимости R=lim|— 
N— 00 

G+ 

» Используем формулу (2.5): 

В = |-@*_ n [St = 
Ni—)oo 

= lim (7 + 1) =, 
lim N00 

а | 

следовательно, ряд сходится при любых хе В, его область сходимости А. 

Пример 2.4. Найти область сходимости ряда 5° 2)”. 

» В рассматриваемый ряд входят только члены с чётными степенями 

(x — 2), следовательно, все нечётные коэффициенты ряда равны нулю. Это озна- 
чает, что в данном случае нельзя пользоваться формулами (2.4), (2.5). Приме- 
ним к данному ряду, например, радикальный признак Коши. Так как 

lim 3/ |, (x) = lim | ( _ (x= 2) 

2 
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a) 2 

то ряд будет абсолютно сходиться, если aoa <1l> | х-2| <J2> 

xe (2—J2,2+-+2). Исследуем поведение ряда на концах интервала сходимо- 

$ @t v2 2)?" & 
= >) 1 расходится, ибо его общий член 

n=0 n=0 

не стремится к нулю. Итак, а сходимости ряда: Е = (2-\/2,2+./2).4 

сти. При x=2+J2 ряд 

$ 3. Свойства степенных рядов на интервале сходимости 

Теорема 3.1. Если степенной ряд 

> ах" =а,+ах+аьх? +...+ах"+... (3.1) 
n=0 

сходится Ha интервале (-К, В), то его сумма непрерывна на этом интервале. 
Теорема 3.2. Если степенной ряд (3.1) сходится на интервале (-К, К), то его 

можно почленно интегрировать по любому отрезку [а В] с (R,R): 
В с o В со Br! — itl 

J Dax =) fax"dx= > a, , 
a n=0 n=0 с n=0 n+] 

Теорема 3.3. Если степенной ряд (3.1) сходится Ha интервале (-R, R), To его 

можно почленно дифференцировать сколько угодно раз внутри интервала схо- 

димости, этом радиус сходимости ряда из производных равен радиусу сходи- 

мости исходного ряда. Например, 

> / 

> (a,X") =а+2а-х+...+тах"+.... 
n=0 

Замечание 3.1. Степенной ряд Ha своём интервале сходимости ведёт себя по 
отношению к операциям дифференцирования и интегрирования так же, как и 

многочлен с конечным числом членов. 
Операции почленного интегрирования и дифференцирования часто исполь- 

зуются при вычислении сумм степенных рядов. 

Пример 3.1. Найти область сходимости и сумму степенного ряда У их" 
n=l 

> Интервалом сходимости ряда является (—1, 1) (проверьте!). На концах 

этого интервала данный ряд расходится, так как его общий член не стремится к 
нулю при п-—> <. Обозначим сумму ряда 5(х). Возьмём произвольное число 

хе (-1,|1)и проинтегрируем почленно данный ряд. 

[5604 ($ nx- Jee = из ldx = $ Их" |" = Ул = 

n=l 0 n=10 n=l Я 10 net 

“1-х 1-х. 
=х(1+ хх +... +х"+...) = 1 x 

Получили равенство [5 (x) dx = 
0 

S(x) = 1/(1 — x)’. Итак, найдена сумма ряда 1/ (1 — x)? и его область сходимости 

(-1, 1).< 
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Пример 3.2. Найти область сходимости и сумму ряда >. 
= 

> Интервал сходимости этого ряда есть (—1, 1) (проверьте ! ). Прих = -1 ряд 

сходится условно, а при x = 1 расходится. Таким образом, область сходимости 
данного ряда есть промежуток [-1, 1). Обозначим сумму ряда S(x) и продиффе- 
ренцируем данный ряд почленно: 

59-5 =" = > (2) = Ух =1+х+х2 +... ++... = -, xe(-l, 1). 
И nN 1-х n=] n=l n= 

Получили равенство Sx) = 1/(1 —x), проинтегрируем его: 

S(x) — S(0) = [S’(x)dx = {dx =-In|l-x 
о 01-Х 

Окончательно имеем 5(х) = —ш(1 -—х), хе (-1, 1), ибо 5(0) =0 и (1-х)>0 

прихе (-1, 1). Можно доказать, что это равенство верно и при x = —1. 

‚ХЕ (-1, 1). 

$ 4. Разложение функции в степенной ряд. Ряд Тейлора 

Определение 4.1. Если для функции f(x) справедливо равенство: 

1х) = со+с(х- а) + с2(х-а)* + ...+с,(х-а)+..., УХЕХ, (4.1) 

то говорят, что данная функция разложена в степенной ряд на множестве Х, а 
сам ряд называют разложением функции f(x) по степеням разности X — а. 

Заметим, что согласно (4.1) функция f(x) является суммой степенного ряда 
на множестве Х. 

Теорема 4.1. Пусть функция f(x) разложена в степенной ряд на некотором 

промежутке Х в соответствии с равенством (4.1), то 
1) функция f(x) имеет на промежутке Х производные любого порядка; 

2) это разложение единственно. 
» По условию, равенство (4.1) имеет место при любом х из промежутка Х. 

Положив в этом равенстве х = а, получим со = f(a). 

Равенство (4.1) можно почленно дифференцировать сколько угодно раз 

(теорема 3.4). Имеем: 

f(x) = c) + 20(x — a) + 30,(x -—a) +... #1C,(x—a)” | + ..., 

f(x) =2-1-с2+3.2-с3х-а)+...+па- Пе, -a)" +... 

Положим в этих равенствах х = а, получим 

c=f(a), Г’(а) = 2!с>- =e, = £9. fa) = kh ce =o, = LO 

Заменим в последнем равенстве XK нал: 
“(n) a 

с лм) ,n=1,2,.... (4.2) 
п п! 

Итак, для коэффициентов ряда из правой части (4.1) равенство (4.2) спра- 
ведливо независимо от того, как было получено это разложение. | 
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Подставим (4.2) в (4.1): 

fo) =fla+f(alx—ay+ £ AD ay +... + O(a)" +...= 

= 4) pve) “~—“(x-—a)", УХЕХ, (4.3) 
n=] п! 

Ряд из равенства (4.3) называется рядом Тейлора функции f(x) в окрестности 
точки a. Из теоремы 4.1 следует, что если функция f(x) разложена в степенной 
вида (4.1), то это всегда её ряд Тейлора. 

Теорема, обратная теореме 4.1 не верна, т. е. функция, имеющая производ- 
ные любого порядка на множестве Х, может быть не представима на нём своим 
рядом Тейлора. 

Теорема 4.2 (необходимое и достаточное условие разложения функции в 
ряд Тейлора). Пусть функция f(x) имеет производные любого порядка Ha MHO- 
жестве Х. Для того, чтобы f(x) могла быть разложена в ряд Тейлора на множе- 
стве Х, необходимо и достаточно, чтобы остаточный член R,(x) её формулы 
Тейлора стремился к нулю при п -> © ДЛЯ Ухех. 

> Напишем для функции f(x) формулу Тейлора: 

f(x) = Ка)+ Г(а)х -а) + Lo (x-a) +...+ LOND) (x —a)'+R,(x), 

ИЛИ 

F(x) = Ti(x)+ Ri(x), | (4.4) 

roe Т/(х=Ка-+Г(ас-а+ Г (а (x - ay +... + LO —a)" — многочлен 

Тейлора. Очевидно, Т»(х) — частичная сумма ряда Тейлора, т. e. T(x) = Sn(x). To- 
гда (5.4) преобразуется к виду: 

f(x) = Sn(X)+ Ri(x). (4.5) 

Из равенства (5.5) следует: 
Г(>) = Шт 5, (x), УхеХ @ Вх) 0 Прил - ® ДЛЯ ухе x . 

$ 5. Разложение функций в ряды Маклорена 

Пусть функция f(x) имеет производные любого порядка в некоторой 
окрестности точки х=0. В равенстве (4.3) положим а=0, ряд (4.3) принимает 
ВИД: 

ООВ = [(") (0 

f(x) = Лод + (0х + УР». (5.1) 
Ряд (5.1) называют рядом Маклорена. Ряд Маклорена — это ряд по степеням x. 

Напишем для f(x) формулу Маклорена с остаточным членом в форме Ла- 

гранжа: 

f(x) = f(x) + £Ox+ LO х2+...+ ee, ot Ee 0 (0,1). (5.2) 
Используя равенство (5.2) и теорему 4.2, разложим в ряд Маклорена функ- 

ции: e*, зшх, cosx, In(1+x), arctgx, (1+x)*. Предварительно докажем лемму. 
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Лемма. lim A“ = 0. 
n—poo fq! 

» Рассмотрим ряд т и исследуем его на абсолютную сходимость по 
n= / 

признаку Даламбера. сем, 

lim | xn! | _ 
ее (п + 1)!x" | Nn— oo 

Данный ряд сходится абсолютно Ha всей вещественной OCH, поэтому его общий 

член стремится к нулю при n— oo, т.е. lim 12 = 0 (теорема 2.1, гл. 1). < 
п— о п! 

1. Г) =е*, D(f)=R. Имеем f(x) = =", 1 (0) = 1, №" (0x) = е* для vee Ви 

vne №. Напишем для (©) == формулу Маклорена вида (6. 2): 

х — Хх" _ е: => =14x455 Oe (0,1). 

=0 при ухе А. 

x” 

++. +" че 
! 31 n! cant 

Для остаточного члена R,(x) = eo co справедливо неравенство: 
n+)! 

xt \ | x [n+l 

(и+1)! | (n+l)! 

Отсюда следует с учётом леммы, что R(x) = евх т —>0 при n> © ДЛЯ Ухе R. 
nN +1)! 

9х O<le ДЛЯ vWre В. 

Но тогда ряд Маклорена 

; > xn x2 x3 xu 
e=) > =]4 xt 42 4...4-+.. 5.3 

x п! 21 3! и! (3-3) 

в силу теоремы 4.2 сходится к функции е` всей вещественной оси. 

2. f(x) =sinx, D(f)=R. Рассуждая также, как и для функции f(x) = e*, при- 

ходим к ряду 
. ye x? — Аи х2"- 

sinx =x хх ... + (-1) @и—1!* (5.4) 

который сходится к функции $шх на всей вещественной оси. 

3. f(x) = созх, D( f)=R. Ряд Маклорена можно получить, рассуждая так же, 

как в случае функции $тх. Однако рациональнее применить теорему о почлен- 
ном дифференцировании степенного ряда. Запишем ряд (5.4) в несколько ином 
виде: 

3 -5 2п+1 
зшх=х- +2... + (1) 

31 51 ип!“ 
и продифференцируем обе части полученного равенства пох: 

x4 x2n xen 
= + ^^ п = n -с Ю. 5.5 cosx=1 CaM. ..+ (-1) Onit „=> 1) Onyl? xe (5.5) 

4. f(x) = In(1 +x), БСГ) =(-1,+ °°). Представим In(1 +x) как интеграл с пе- 

ременным верхним пределом: 

In(l¢x)= fat. (5.6) 1+ 
Подынтегральную функцию в (5.6) рассмотрим как сумму геометрической про- 
грессии при а = -. При |x| < 1 будем иметь: 
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1 _y_ 2_ 23 5.7 ap Tin tte oP +... (5.7) 

Подставим (5.7) в (5.6): 

в+х) = [(1-1+2-8+...)4. (5.8) 
0 

Возьмём теперь любое х из промежутка (-1; 1) и проинтегрируем почленно ряд 

из (5.8) по промежутку [0; x]. Получим: 

In(l+x)= ха. =D yr, (5.9) 

Разложение (5.9) установлено пока лишь aia x (-1; 1). При x=1 получен- 
ный ряд сходится условно по признаку Лейбница. Можно доказать [13], что ра- 

венство (6.9) справедливо и прих = 1. Итак, окончательно 

In(1+ x) = УС yn ‚ xe (-1; 1]. (5.10) 
n=! 

5. f(x) =arctgx, D(f)=R. Разложение в ряд Маклорена можно получить тем 

же способом, каким был получен ряд для функции In(1 +x). Представим arctgx 
как интеграл с переменным верхним пределом: 

_{_dt ат. (5.11) 

Подынтегральную функцию в (5.11) рассмотрим как сумму геометрической 

прогрессии при g =-Г. При | {| < 1 будем иметь: 

=1-12 414-16 +... (5.12) 
1+ 1/2 

Подставим (5.12) в (5.11): 

агсех= [(1-2+#-16+...)4. (5.13) 
0 

Возьмём теперь любое х из промежутка (-1; 1) и проинтегрируем почленно 
ряд в (5.13) по промежутку [0, т „Получим 

Ах LE р arctg x = x 3 + 5 + oA 1) 5-31 т: 

При х = +! полученный ряд сходится условно по признаку Лейбница. Мож- 

но показать, что равенство (5.14) справедливо и при х = = 1. Итак, 
21+1 

arctg x = Xe I)" 5 x т хЕ [-1; 1].< (5.15) 

хе (-1; 1). (5.14) 

6. f(x) = (1 +x)". Разложение в ряд Маклорена функции (1 +x)" называется 
биномиальным рядом: 

ах)" =1 :т т(т —1) 2+ т(т —1)(m — 2) 2 

Tha 21 ^ 3! 

+ т(т-—1)(т- 2)...([т-(п-1)] 

п! 
Вывод разложения (5.16) можно найти, например, в [13]. 

При любых т оно справедливо для хе (-1; 1). Что касается концов проме- 

+...+ 

x", xe (11). (5.16) 
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жутка: х = 1, то можно показать, что: 

1) если т > 0, то разложение (5.16) справедливо дляхе [-1; 1]; 

2) если —1 < т < 0, то разложение (5.16) справедливо дляхе (-1; 1]; 

3) если т < -—1, то разложение (5.16) справедливо дляхе (-1; 1). 

Пример 5.1. Найдём разложение в ряд Маклорена функции f(x) = arcsinx. 
‚ 1 

> Положим /(Р) = агсзшЕ. Тогда Г (= 
М -Р 

.. .. ии 2 
номиальный ряд при т = -5 и независимой переменной (-Г). Получим: 

1 2 4 1.3.5 6 1.3..... (21-1) an 
=1+=t+— Sr + р... + Г +..., (5.17 

1-2 2 212- 312° п!2” 0.17) 

Ре [0;1) <> te (-1; 1). 
Возьмём любое хе (-1; 1) и, заменяя в (5.17) ¢ на x, проинтегрируем почлен- 

но полученный ряд по промежутку [0; x]: 
1x34 1:3. 1-3-5-...-(2n-1) хин +... хе (1:1), 

ОХ DZ DIDS nla” Intl 

=(1-¢)”. Рассмотрим би- 

12, 1-3 

откуда 

2n—1)!! x2! 
(2n)!! 2n+1- 

Здесь (2n)!!=2-6-8-...:-(2n), Qn—1)!!=1-3-5-...-(2n-1). 

Разложение (5.18) установлено нами лишь для хе (-1; 1). Можно показать 

[11], что оно справедливо и при х = 1. 
Замечание 5.1. Следует иметь в виду, что разложение функций в степенной 

ряд при помощи использования уже известных разложений часто осуществля- 
ется проще, чем с помощью формулы Маклорена. Мы видели это на примерах 

разложений в ряд функций созх, In(1+x), arctgx, arcsinx. 

(5.18) arcsinx = х+ >. ( 

n=! 

$ 6. Приложения степенных рядов 

Степенные ряды находят применение в приближённых вычислениях значе- 
ний функций, для этого используют первые члены разложения в ряд Тейлора. 

Кроме того, использование разложений функции в степенные ряды позволяет 
вычислять неберущиеся интегралы, а найти решение некоторых дифференци- 

альных уравнений. 

Пример 6.1. Вычислить с ошибкой, не превосходящей 0,001, интеграл 
| 

T=fe*dx. 
0 
» Используя разложение (5.3), имеем 

> -4 6 -2n ~ -2n 
ew =]-x?44 +... + (1+... = У (“Il 

2! 3! (В п! 2. n! 

Данный ряд сходится при любых хе А, поэтому его можно почленно инте- 

грировать по любому промежутку, например, по промежутку [0, 1]. Таким об- 

разом, получим 
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x2ntl [= fede УС" x= > (- и] итак = (1 1)" 
Q n=0 | n=0 n=0 n (2n + 1) 

— п _1 11 ] — ] 

=>. 1)" ane) = 3°10 42216 1320“ 
Вычислим несколько частичных сумм этого ряда: 51=1, 5, =2, s, = 42 

3 30° 
$. = - ... Ряд сходится к своей сумме довольно быстро: в силу признака 

Лейбница абсолютная величина разности между п-й частичной суммой и сум- 
у. 1 _ | мой ряда не превосходит ‚ что уже при п=5 равно — < 0,001, следо- 

ряд P . m(2n +1) у P P 1320 . 

312 ] вательно, [ = = . < 1 450 + 516 0,747 

Пример 6.2. Найти решение дифференциального уравнения 

У-У =x, (6.1) 
удовлетворяющее начальным условиям 

У =1, У()=0. (6.2) 
> Допустим, что решение у=/(х) существует и представимо в виде ряда 

Тейлора по степеням x— 1: у= у(1) +2 О ~1)+2 1 1)2 + 

Нужно найти у(1), у’(1), у’(1), ... . Это можно сделать, исходя из уравнения 

(6.1) и условий (6.2). Из условий (6.2) следует у (1) =1, y(1)=0. Используя 
уравнение (6.1), получаем: 

у’=х+у, (6.3) 

откуда, полагая x = 1, находим у”(1) =1+у(1) =1. 
Продифференцируем обе части уравнения (6.3) пох: 

У’) =1+У (0, (6.4) 
и, следовательно, у”(1!) =1+у’(1) =2. Дифференцируя соотношение (6.4) ещё 

раз по x, получим 

ибо = У", (6.5) 
откуда у“(1)=2. Из (6.5), последовательно дифференцируя по x, находим 

y(1) =y'"(1) =... =2, и, следовательно, 

y(x) = 14+ 5-1 + + е-1*+... . (6.6) 

Ряд (6.6) сходится, по признаку Даламбера, при всех х. Это и есть решение 

уравнения (6.1). < 

Глава 5. Задания для проверки качества усвоения раздела 9 

$ 1. Задачи для самостоятельной работы 

1. Исследуйте сходимость рядов: 

—{ n+] п? х ] | а) | iF ; 6) > sin®, 95 -1) ee) , 
>. 2n+3 al al 2 n=l n 2. nin? n n=] 
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2. Выясните, сходятся ряды или ‚расходятся, а если сходятся, то абсолютно 

или условно: а) xe 1)” In —; 6) > sin 10 

n=l n= г (In п 3)” 

3. т области сходимости функциональных рядов: 

= | 
ay —. 

n=l (x +3)” n= 2. nv 

4. Найдите промежутки сходимости степенных рядов: 
(х- 3)" 

6) 
De я eres 9 vVn+2 

5. Разложите функцию в ряд по степеням X и укажите область сходимости 

2on’ 

Хх 

_\2 sin 21 
полученного ряда: а)е*; 6) ш(х? +3х+2); в) | 

6. Разложите функцию y=tgx в ряд Тейлора по степеням (x— 1/4), выпи- 

сав первые 2 члена, отличные от нуля. 

7. Вычислите приближенно с точностью до 10-3, оценив погрешность по 
0,5 

теореме Лейбница для знакочередующегося ряда: | e dx. 

0 
8. Вычислите приближенно ДТ), беря сумму 3-х первых членов ряда, если 

ео п 

Дх) задана следующим рядом: /(х) =». т 
n=l И 

ра 

„п 

9. Найдите сумму ряда У, сведя его к прогрессии путём почленного 
n=l 

дифференцирования. 
10. Решите приближенно задачу Коши, найдя несколько первых членов раз- 

ложения решения в степенной ряд (по формуле Тейлора) в окрестности началь- 

ной точки (4 члена): у’=у’-х, у(0) =1. 

Ответы к задачам для самостоятельной работы 

1. а) расходится; 6) расходится; в) сходится; г) сходится; д) сходится. 

2. а) сходится условно; 6) сходится абсолютно. 3.а) (~~: - 5) U (-1:4+ @)3 

6) (1;+59. 4. а) [-2;2]; 6) [24]. 5. а) ха и <6) 2+ yt Л, 
22"- -!. х2"- l 

в) >. (-1)” GnaDi Gna’ & *=1-20—1/4)+2(x—1/4)". 7. 0.961. 8. 0.221. 
n=! 

3 a4 

9. — ш(1-х). 10. y=l-x+—+— 4... ( Хх) j ++ 
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$ 2. Контрольные вопросы к разделу 9 

1. Что такое сумма числового ряда? 
2. Если числовой ряд сходится, то его остаток: 1) сходится ‚ 2) расходится, 

3) ничего нельзя сказать о сходимости или расходимости остатка. 
3. Сформулируйте необходимое условие сходимости числового ряда. 
4. Если общий член числового ряда стремится к нулю, то будет ли сходиться 

данный ряд? 
5. Если общий член a, ряда не стремится к нулю при л-> со, то данный ряд: 

1) сходится, 2) расходится, 3) ничего определенного сказать о сходимости или 
расходимости ряда нельзя. 

6. Какой ряд называется абсолютно сходящимся? условно сходящимся? 
7. Какой ряд называется геометрическим (геометрической прогрессией)? 

При каком условии он сходится и чему равна его сумма? 
8. Как оценивается по модулю остаток ряда, подчиняющегося условиям тео- 

ремы Лейбница? 
9. Сформулируйте условие, при выполнении которого сумма ряда не меня- 

ется, если члены ряда произвольным образом поменять местами. 
10. Сформулируйте необходимое и достаточное условие сходимости ряда с 

положительными членами. 
11. Оказывает ли влияние на сходимость ряда “отбрасывание” его первых 

“л” членов? 
12. Какие арифметические действия можно производить над сходящимися 

рядами? 
13. В чем состоит сочетательное свойство сходящихся рядов? 

14. Можно ли переставлять местами члены условно сходящегося ряда? 
15. Какой ряд называется знакопеременным? 

16. Что понимается под «”- ым остатком ряда»? 

17. Что можно сказать о сходимости ряда, если lim a / a, | =|? 

18. Сформулируйте предельный признак сравнения рядов с положительны- 

ми членами. 
19. Сформулируйте признак Даламбера сходимости ряда. 
20. Сформулируйте радикальный признак Коши сходимости ряда. 

21. Сформулируйте интегральный признак Коши сходимости ряда. 

22. Что такое гармонический ряд? Сходится он или расходится? 

23. Сформулируйте признак Лейбница сходимости знакочередующегося ря- 
да. 

24. Если отношение последующего члена ряда к предыдущему стремится к 
нулю при п > <>, то будет ли данный ряд сходящимся? 

25. Можно ли высказать заключение о расходимости ряда с положительны- 

ми в случае, когда Шта/а, =1? 
N—yoo 

26. Сформулируйте признак сравнения рядов с положительными членами в 
в форме неравенства. 
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27. Если для рядов с положительными членами У 4, и » 5, выполняется 
n=l n=l 

соотношение эквивалентности a, ~ р, при ni-> oO, TO ЧТО МОЖНО утверждать О 

сходимости или расходимости этих рядов? 
28. Какой ряд называется степенным? 
29. Степенной ряд по степеням х-х, имеет радиус сходимости А. Укажите, 

сходится или расходится ряд в точке хо-+ 2R. 

30. Сформулируйте первую теорему Абеля о степенных рядах. 
31. Степенной ряд по степеням х сходится в точке хо и расходится в точке 

(—xo). Чему равен радиус сходимости этого ряда? 
32. Чтопредставляет собой область сходимости степенного ряда? 

Что представляет собой область сходимости степенного ряда? 
33. В какой области степенной ряд сходится абсолютно? 

34. В какой области степенной ряд может быть проинтегрирован почленно? 

35.Степенной ряд У 4, (x —x,)" с радиусом сходимости А продифференци- 
n=0 

рован почленно. Укажите интервал сходимости полученного ряда. 
36. Можно ли сделать утверждение о непрерывности суммы степенного 

ряда внутпри интервала сходимости и на его концах? 
37. Напишите ряд Тейлора для функции f(x) с центром в точке Xo. 
38. Напишите ряд Маклорена для функции f(x). 

Напишите ряд Маклорена для функции sin x . Где он сходится? 

39. Напишите ряд Маклорена для функции созх. Где он сходится? 

40. Напишите ряд Маклорена для функции e*. Где он сходится? 
41. Напишите биномиальный ряд. Каков его радиус сходимости? 
42. Сформулируйте теорему, устанавливающую условия сходимости ряда 

Тейлора к функции, для которой он составлен. 

43. Напишите ряд Маклорена для функции у= Ш +х). Где он сходится? 

44. Как получить разложение в степенной ряд функции у = arctgy, зная раз- 

? Где этот ряд сходится? 
2 

| 
ложение для функции у= т 

+ 

§ 3. Тесты по разделу 9 

Bap. Ne 1 | Раздел 9. Числовые и функциопальные ряды 

1 со 1 

Проверьте выполнение необходимого условия сходимости ряда >. >" . 
И n=2 

2 > 
Исследовать сходимость ряда с положительными членами >). 

m= N+y¥n +2 

n 

— n 
Исследовать сходимость ряда с положительными членами >. (nt)! ; pt 

n I n=] 
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n 

Исследовать СХОДИМОСТЬ ряда с положительными членами 9 + 2 ° 

n=l nN 

° Исследовать на условную и абсолютную сходимость ряд > (-1)" inn 
n=2 п. 

6 | Исследовать на условную и абсолютную сходимость ряд 

Ус 1)" —1 

n=] Jn + In Nl 

7 К „п 

Найдите радиус сходимости степенного ряда /_.ИХ. 
n=l 

8 | Найдите интервал сходимости степенного ряда и исследуйте его сходи- 
п x" 

мость Ha концах интервала > 
n=] n 

9 | Найдите три первых отличных OT нуля члена разложения функции у(х) в 
>’ 939 

ряд по степеням x,eCNH y=CcOS xX. 

10 | Разложите функцию у(х) в ряд по степеням x. В ответе напишите общий 

1 -5шх 
член полученного ряда, если Y= |) 4%. 

ох 

11 | Сколько первых членов ряда по степеням х нужно сложить, чтобы вычис- 

лить $1(х/2)? при x = 1 с точностью & = 107 
№2. 

12 _ fsinx } 
Вычислите заданный интеграл | Хх. с точностью = = 1033. 

0 

Вар. № 2 Раздел 9. Числовые и функциональные ряды 

1 | Проверьте выполнение необходимого условия сходимости ряда 
со 2 

n+] 
5 

mn tnt 

2 =. Inn 
Исследовать сходимость положительного ряда >. >: 

n=] 1+ now 

3 ых п! 
Исследовать сходимость положительного ряда у 

n=] 

4 

4 п 
Исследовать сходимость положительного ряда У" 

nal 3п+2 +2 

5 | Исследовать на условную и абсолютную сходимость ряд 

Ус 1)"- -] Inn Nn 

n=? Ут n+l. 

6 
= a-l vn 

Исследовать Ha условную и абсолютную сходимость ряд >. (-1) onal’ 
n=] п 
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7 oo wont) 
Xx 

Найдите радиус сходимости степенного ряда . 
радиу P Uae eD) 

8 | Найдите интервал сходимости степенного ряда и исследуйте его сходи- 
со «ОН 

Xx 

мость Ha концах интервала >. п” 

n=l n3 

9 | Найдите три первых отличных от нуля члена разложения функции у(х) в 

| 

4+ 3х? 
10 | Разложите функцию у(х) в ряд по степеням х. В ответе напишите общий 

ряд по степеням х‚если У= 

Xv 

x 
член полученного ряда, если V= | xcos— ax. 

0 

11 | Сколько первых членов ряда по степеням x нужно сложить, чтобы вычис- 

ЛИТЬ 1/3 1+х/3 прих = 1 сточностью = = 10°. 

12 1/3 

Вычислите интеграл | 1+ х’ ах с точностью = = 103. 

0 

Ответы к заданиям тестов 

Вариант 1 

1) Не выполняется. 2) Расходится. 3) Расходится. 4) Расходится. 5) Сходится 

абсолютно. 6) Сходится условно. 7) К =1. 8) R=1/2, [-1/2,1/2). 
| 1 со 2n+l 

9) Ix" +x" —.... 10) У (-1" 11) 2. 12) 0,4931. 
x 

— (2n+1)(2n+2)! 

Вариант 2 

1) He выполняется. 2) Сходится. 3) Расходится. 4) Сходится. 

5) Сходится условно. 

6) Сходится условно. 7) R=1. 8) R=/.(-1,1). 9) даа" = 

2n+2 

УС — 11) 4 12) 02505. 
n=0 (2n + 2)(2n)!2™ 

) ) ’ 
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Раздел 10. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Краткая характеристика содержания раздела 

1. Темы раздела. Алгебра событий. Вероятность. Алгебра вероятностей. 
Одномерные случайные величины. Многомерные случайные величины. 

Предельные теоремы. 

2. Базисные понятия. Событие. Вероятность. Случайная величина. Чис- 
ловые характеристики случайной величины. Основные распределения. Дву- 
мерные и п-мерные случайные величины. Предельные теоремы. 

3. Основные задачи. Выражение одних событий через другие. 

Нахождение вероятностей одних событий по вероятностям других. Нахожде- 

ние и преобразование законов распределения случайных величин. Нахожде- 

ние числовых характеристик случайной величины на основе её закона рас- 
пределения. Нахождение вероятности попадания случайной величины в за- 

данное множество на основе её закона распределения. 

Глава 1. АЛГЕБРА СОБЫТИЙ 

$ 1. Предмет теории вероятностей 

Задача науки — выявление закономерностей, описывающих явления природы 
и общества. Эти закономерности могут быть выражены с помощью моделей в 
виде описаний, классификаций, алгоритмов, уравнений, функций детерминист- 

ским или вероятностным способом. 

Детерминистская математическая модель, применяемая для выражения 
закономерностей, даёт однозначный вывод при задании всех переменных, вхо- 
дящих в модель. Таков, например, закон Ома для участка цепи i=u/R, связы- 

вающий ток / , напряжение и и сопротивление К. 
Вероятностная, иначе — стохастическая модель — это модель, которая не 

даёт достоверного прогноза о развитии изучаемого явления. Её выводы носят 

лишь оценочный, вероятностный характер. Например, невозможно точно ука- 

зать, сколько будет наводнений в Санкт-Петербурге в текущем году. Однако с 
помощью теории вероятностей, на основе имеющихся статистических данных 
можно сделать предсказание о количестве и величине наводнений с определён- 
ной вероятностью. Наводнения относятся к разряду случайных явлений, пове- 

дение которых достоверно предсказать невозможно. 
Определение 1.1. Теорией вероятностей называется наука, изучающая ма- 

тематические модели случайных явлений. 

Создание теории вероятностей относится к началу ХУП в., когда стали воз- 
никать задачи, требующие статистических исследований в области страхового 
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дела, демографии, производства. Большое влияние на теорию вероятностей 

оказали азартные игры, которые дают наиболее простые модели случайных яв- 
лений. Поэтому и в настоящем курсе иногда приводятся примеры из азартных 
игр. 

Среди учёных, развивавших теорию вероятностей, встречаются такие име- 
на, как II. Ферма (фр., 1601—1665), Я. Бернулли (швейц., 1654—1705), II. Лаплас 

(фр., 1749-1827), С.Д. Пуассон (фр., 1781-1840), К.Ф. Гаусс (нем., 1777-1855), 
известные из общих курсов математики и физики. 

Большую роль в теории вероятностей сыграла российская математическая 
школа в лице П.Л. Чебышеёва (1821-1894), А.А. Маркова (1856-1922), 
А.М. Ляпунова (1857—1918), С.Н. Бернштейна (1880-1968), А.Н. Колмогорова 

(1903-1987) и других. 

$ 2. Классификация событий 

Для изучения и описания реальных событий, характеризующих различные 
случайные явления, рассмотрим математическую схему абстрактных событий и 
классифицируем эти события. 

Рассматривается эксперимент (опыт, испытание, наблюдение). Предполага- 
ется, что его можно проводить неоднократно. В результате эксперимента могут 

появляться различные события, составляющие некоторое множество ГР. Сам 
эксперимент обозначают буквой А. Наблюдаемые события разделяются на три 
вида: достоверное, невозможное, случайное. 

Достоверным называется событие, которое обязательно произойдёт в ре- 
зультате проведения эксперимента L. Его будем обозначать буквой J (или Q). 

Невозможным называется событие, которое заведомо не произойдёт в ре- 

зультате проведения эксперимента А. Оно обозначается символом пустого 
множества @. 

Случайным называется событие, которое может произойти или не произойти 
в результате эксперимента ЕЁ. Случайные события обозначаются первыми 
большими буквами латинского алфавита: A, В, С, .... 

Пример 2.1. Пусть ЕЁ — эксперимент, означающий бросание игральной кости, 

Х — число выпавших очков. Тогда Х>7 — невозможное событие, Х < 6 — до- 

стоверное событие, а Х — число чётное — случайное событие. 
Дополнительным, иначе — противоположным событию А называется собы- 

тие, обозначаемое А, которое происходит тогда и только тогда, когда He проис- 
ходит событие А. 

Пример 2.2. Е — выстрел из орудия. Событие A — попадание в цель. Тогда 

А — промах. 
Элементарным событием W называется непосредственный исход экспери- 

мента E. 

Множество всех элементарных событий называется пространством эле- 
ментарных событий и обозначается YQ). 
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Пример 2.3. Е — бросание игральной кости. Здесь 6 элементарных событий 

@1, ...› Os. Событие @,; означает, что в результате бросания выпало k очков, 

k= l, wee 6, Q = { W1, ---5 06}. 

События наглядно иллюстрируются с помощью диаграмм Венна (англ. ма- 

тематик, 1832—1923). Достоверное событие изображается квадратом; случайное 
событие А — областью внутри квадрата; противоположное событие A— обла- 
стью внутри квадрата вне области, изображающей событие А (рис. 2.1). 

Для того чтобы диаграммы Венна не представлялись слишком абстрактны- 
ми, можно представить себе эксперимент ЕЁ как стрельбу по квадратной мише- 

Рис. 2.1. Диаграммы Венна для событий Аи A 

ни с условием, что выпущенный снаряд обязательно попадёт в мишень. Тогда A 

есть событие, означающее попадание в заданную область. 

$ 3. Действия над событиями 

Над событиями можно производить действия, подобные алгебраическим — 
складывать и перемножать. 

Определение 3.1. Суммой (или объединением) событий называется собы- 

тие, которое происходит тогда и только тогда, когда происходит хотя бы одно 
из данных событий. Сумма событий обозначается несколькими способами. 

Алгебраические обозначения: A+B, А+В+С, УА,. 
k 

Теоретико-множественные обозначения: AUB, AUBUC, UA, . 
k 

Пример 3.1. Ё — бросание игральной кости. Событие A означает выпадение 
| или 2, а событие В — выпадение 2 или 3. Тогда событие А+ В означает выпа- 

дение | или 2 или 3. 

На диаграмме Венна сумма событий А+ В изображается областью, которая 
накрывается областями, изображающими события A и В (рис. 3.1). 

Определение 3.2. //роизведением (или совмещением, пересечением) собы- 

тий называется событие, происходящее тогда и только тогда, когда все данные 

события происходят вместе (одновременно). 

Произведение событий также обозначается несколькими способами. 

Алгебраические обозначения: AB, АВС, []А,. 
k 

Теоретико-множественные обозначения: ANB, ANBNC, (A, . 
k 

На диаграмме Венна произведение событий АВ изображается общей частью 
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областей, изображающих события A и В (рис. 3.2). 

Рис. 3.1. Изображение Рис. 3.2. Изображение 

суммы событий А+ В произведения событий АВ 

Пример 3.2. Е — стрельба по мишени — квадрату, изображающему событие / 
(рис. 3.2). Событие АВ состоит в попадании в пересечение областей, изобража- 
ющих соответственно события A и В. 

Свойства действий над событиями 

А+А=А; А+[!=[; А+@=А; АА=А; АГ=А; AD=OD; 

А+В=В+ А -— переместительный закон сложения; 

(4А+8)+С= А+(В+С)- сочетательный закон сложения; (3.1) 

АВ = ВА — переместительный закон умножения; 

( АВ)С = A( BC) — сочетательный закон умножения; (3.2) 

A+B=A-B; A-B=A+B (правила Де Моргана); А=А; (3.3) 
(А+В)С= АС+ ВС - распределительный закон. (3.4) 

Свойства операций сложения, умножения, дополнения событий выражают 
правила действий над событиями, которые во многом похожи на правила дей- 

ствий с числами. Роль достоверного события / во многом похожа на роль еди- 

ницы, а роль невозможного события © - на роль нуля. 
Эти правила и другие, более сложные, составляют алгебру событий. 
Все приведённые формулы, кроме (3.3) и (3.4), следуют непосредственно из 

определений суммы и произведения событий. 
Докажем первую формулу Де Моргана (3.3) (шотл. математик, 1806-1871). 
> Событие A + В означает, что произойдёт хотя бы одно из слагаемых со- 

бытий A или В. Ему противоположное А+ В означает, что не произойдёт ни A, 

ни В, т.е. произойдут оба противоположных события А и В вместе, следова- 
тельно, произойдёт их произведение АВ. 

Доказательство формулы (3.4) приведено ниже после определения (3.6). 
На основе понятий суммы и произведения продолжим классификацию со- 

бытий. 
Определение 3.3. События называются несовместными, если их произве- 

дение есть невозможное событие: A,A,...4, =O. 
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Несовместными будут все элементарные события, события A и A. Таким 
образом, в частности, 

AA=©. (3.5) 
На диаграмме Венна два несовместных события изображаются непересека- 

ющимися множествами. 
Заметим, что если события попарно несовместны, то они несовместны и в 

совокупности. Обратное неверно. 
Пример 3.3. Пусть Ё — бросание игральной кости. Рассмотрим события: 

А = (выпадение | или 2), В = (выпадение 2 или 3), С = (выпадение 3 или 1). 
Очевидно, что АВС =, т. е. все три события несовместны в совокупности, но 

попарно совместны. 
Определение 3.4. //олной группой событий называется множество событий, 

сумма которых есть достоверное событие: 
А+ 45+... +А=Г. 

Примерами полной группы событий являются все элементарные события Ww 

пространства О. В силу этого обстоятельства часто достоверное событие обо- 
значается символом О, тем же, что и пространство элементарных событий. На 
диаграмме Венна полная группа событий заполняет весь квадрат. 

События А и А также образуют полную группу. Таким образом, 
А+А=/. (3.6) 

Определение 3.5. Событие В называется частным случаем события А, если 

с появлением события В появляется и событие А. Говорят также, что событие 

В влечёт событие A, что записывается в виде Вс A. 

Рис. 3.3. BCA 

На диаграмме Венна событие В, влекущее событие A, изображается подоб- 
ластью области, изображающей A (рис. 3.3). 

Если квадрат есть мишень, то попадание в область, изображающую собы- 

тие В, означает попадание в область, изображающую событие A. 

Заметим, что элементарное событие W эксперимента Ё обладает характери- 
стическим свойством, которое может служить определением элементарного со- 
бытия: каким бы ни было событие A, порождённое экспериментом FL, всегда 

либо ос А, либо MCA. 

Определение 3.6. События A и В называются эквивалентными, если они 
происходят или не происходят совместно при проведении эксперимента LE. 

Запись эквивалентных событий: А=В. 
Очевидно, что А=В, если ACBUBCA. 
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Доказательство формулы (3.4). 

» Пусть произошло событие (А+ В) С, записанное слева в формуле (3.4). 

Это означает, что вместе произошли события А +В и С. Если произошло co- 

бытие А+ В, то произошло хотя бы одно из событий А или В. Пусть, напри- 
мер, произошло событие А. Но оно произошло, как было отмечено ранее, вме- 

сте с С. Тогда произошло событие АС. По определению суммы событий про- 

изошло и событие AC + BC. Мы доказали, что (A+ В)С с АС+ ВС. Аналогич- 

но доказывается, что AC + BC C(A+8)C. Тогда события (A+ B)C и AC+ BC 

являются эквивалентными, т. е. (A+ B)C= AC+ BC.4€ 

Пример 3.4. Доказать формулу 
A+B=A+AB. (3.7) 

Эта формула представляет сумму двух любых событий как сумму двух 
несовместных событий. 

> Применим формулы (3.1), (3.2), (3.4), (3.6): 

A+B=A+Bl=A+B(A+A)=(Al+ АВ) + АВ= А(1+В)+ АВ== А! + АВ = А+ АВ. 

2287 
7 

Рис. 3.4. A+B=A+AB 

На диаграмме Венна (рис. 3.4) формула (3.7) означает, что множество, изображающее 
A+B, представлено как объединение непересекающихся множеств, изображающих A и 

АВ. 

Глава 2. Вероятность события 

Вероятность — второе фундаментальное понятие в теории вероятностей по- 

сле случайного события. С его помощью строятся все вероятностные схемы 
случайных явлений. 

Вероятность реального события есть мера его объективной возможности. 

Это определение вероятности скорее философское, чем математическое. Для 
того чтобы понятие вероятности стало математическим, нужно ввести его как 
количественную характеристику событий. Математических определений веро- 

ятности существует несколько. Все они прошли длительный путь развития, до- 
полняют и обобщают друг друга. Формирование понятия вероятности не закон- 
чено до сих пор. Исторически несомненно, что вероятность появилась как иде- 
альное понятие, отражающее свойства относительной частоты при 

массовых статистических исследованиях. 
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$ 1. Относительная частота события и ее свойства 

Рассмотрим опыт Ё, его можно повторять многократно (теоретически — 

сколько угодно раз). В результате опыта может появиться событие A. 

Определение 1.2. Относительной частотой события А называется отно- 

шение числа и опытов, в которых появилось событие A, к общему числу п про- 

веденных опытов. 

Относительная частота события A обозначается символом P*(A). Итак, 

P*(A)=n/n. (1.1) 

Практика указывает на TO, что для широкого круга явлений при неограни- 

ченном увеличении числа опытов и относительная частота события стабилизи- 

руется, приближаясь к некоторому постоянному числу, в том смысле, что 
большие отклонения относительной частоты от этого числа наблюдаются тем 
реже, чем больше п. 

Tak, при бросании монеты относительная частота выпадений орла колеблет- 
ся около числа 1/2. 

Практику интересует поведение относительной частоты брака изделия, по- 

ломки прибора за данный промежуток времени, заболеваемости во время эпи- 

демии, ответов определённого содержания при социологических опросах и т. д. 

Свойства относительной частоты 

1. Р”(Г) =1, так как и =л. 

2. P*(@)=0, так как ц =0. 

3. 0<Р*( 4) <1, так как OSU Sn, OS p/n<n/n. 

4. P*(A+B)=P*(A)+P*(8), если А и В несовместны, так как 

Р*(А+ В) =(щ+н>)/п= и /п+н., /п=Р*( А) +Р*(В). 

Здесь в! — число опытов, в которых появилось событие Ат, ц> — то же для со- 

бытия В. Так как события A и В несовместны, то число опытов, в которых по- 

явилась сумма A+B, равно и! + и2. 

$ 2. Статистическое определение вероятности 

В логике считается, что всякое описание понятия, помогающее уяснить его 
смысл, является его определением. Математику, конечно, удовлетворяют не 
любые определения, а в основном такие, которые полностью определяют поня- 
тие, что не всегда удается по разным причинам. 

Пусть опыт Ё проводится многократно в стабильных условиях, в результате 
чего наблюдается событие A и вычисляется его относительная частота. 

Определение 2.2. Вероятностью события называется число, около ко- 

торого колеблется относительная частота этого события, приближаясь к нему 
при увеличении числа опытов. 
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Вероятность события A обозначается символом P(A). Это идеальная характе- 
ристика события, отражающая свойства относительной частоты, поэтому веро- 
ятности приписываются те же свойства 1 — 4 относительной частоты: 

1. Р(Г)=1. 

2. P(O)=0. 

3. O< P(A) < 1. 

4. P(A+B)=P(A)+P(B), если А и В несовместны. 

Замечание 2.1. Статистическое определение вероятности не дает однознач- 

ного способа вычисления вероятности события (в этом его несовершенство), но 
дает возможность найти оценку этой вероятности: 

P(A) = P*(A)=p/n. (2.1) 

Чем больше 1, тем точнее приближенное равенство (2.1). На практике за Be- 

роятность события принимается относительная частота этого события при до- 
статочно большом числе п проведенных опытов. 

Так, например, на основе публикуемых демографических данных можно 
утверждать, что относительная частота рождения детей мужского пола колеб- 
лется около числа 0.51, что и дает основание принять это число за приближен- 

ное значение вероятности рождения ребёнка мужского пола. 

$ 3. Аксиоматическое определение вероятности 

Статистическое определение вероятности конструктивно указывает, как 
приближённо найти вероятность отдельного массового случайного события на 
основе относительной частоты. Оно же ориентирует, какими должны быть 
свойства вероятности исходя из свойств той же относительной частоты. Одна- 

ко логический порядок в вопросах теории вероятностей призвано навести акси- 

оматическое определение. Понятия этой теории должны не противоречить друг 
другу и соотносится друг с другом по определенным законам. 

Напомним, что элементарным событием G) называется непосредственный 
исход эксперимента Е. Множество всех элементарных событий образует про- 
странство элементарных событий Q. Под событием в аксиоматической схеме 

понимается сумма (объединение) каких-либо элементарных событий (ji: 
А=».в,. (3.1) 

Например, если Ё — бросание игральной кости, A — событие, означающее 

выпадение чётного числа очков, TO A = @> + 64 + Mo, где в; — элементарное со- 

бытие, означающее выпадение Г очков. 

Все рассматриваемые в схеме события образуют множество событий F, 
называемое полем (Field), иначе — алгеброй, к нему предъявляются следующие 
требования, обеспечивающие применение понятия вероятности: 

1. F содержит достоверное и невозможное события. 
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2. Если события А1, 42, ... (конечное или счётное множество) принадлежат 

Е, то Е принадлежат сумма, произведение и дополнение этих событий. 

Понятие вероятности строится для всех событий алгебры /. 
Определение 3.1. Вероятностью события АЕ F называется числовая функ- 

ция P(A), определённая на алгебре А, имеющая свойства 1-4: 

1) Р(Г)=1; 2) Р(2)=0; 3)0<Р(4)<1; 4Р| У А, |=» P(A), 
k k 

если события A), 42,...(конечное или счётное множество) попарно несовместны. 
Приведённое определение является адаптированным аксиоматическим 

определением вероятности А.Н. Колмогорова. Свойства вероятности |- 4 яв- 
ляются аксиомами. Последняя аксиома носит название «Аксиома сложения». В 
науке существуют и другие аксиоматические определения вероятности, первое 
из них дано российским математиком С. Н. Бернштейном в 1917 г. 

В качестве упражнения выведем формулу 

Р(А)=1-Р(А). (3.2) 

> 4+ A=]. По аксиоме сложения Р(А-+А)=Р(А)+Р(А)=Р(Г) =1. Отсюда 

Р(А)=1-Р(А). Использована также аксиома 1. < 

$ 4. Классическое определение вероятности 

Классическое и статистическое определения вероятности впервые четко 
сформулированы в работе Якоба Бернулли (швейцарский математик, 1654 -— 
1705), которая опубликована в 1713 г. 

Предварительно продолжим классификацию событий. 
События называются равновозможными, если по условиям эксперимента ни 

одно из этих событий не является предпочтительным по отношению к другим с 
точки зрения возможности их появления. Эксперимент E в этом случае обла- 
дает «симметрией» исходов по отношению к этим событиям. Таковы исходы 
Оросания монеты, игральной кости, выигрыш каждого из купленных билетов 
лотереи, выход из строя каждого испытуемого прибора серии одинаковых при- 

боров ит. д. 

Определение 4.1. Эксперимент Ё назовем классическим, если он приводит к 
множеству событий, удовлетворяющих трём условиям: 

1) они попарно несовместны; 

2) образуют полную группу; 

3) равновозможны. 
Эти события называются случаями или шансами и обозначаются в. Они MO- 

гут быть элементарными событиями. 
Определение 4.2. Случай ® называется благоприятным (иначе — благопри- 

ятствующим) событию A, если © влечёт А: OCA. 
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Определение 4.3. Если эксперимент ЕЁ является классическим, TO вероятно- 

стью события А называется отношение числа т случаев, благоприятствующих 

событию A, к общему числу И случаев. 

Классическое определение, в отличие от аксиоматического, является кон- 
структивным и даёт следующую меру возможности события: 

P(A) = m/n. (4.1) 
Легко проверяется (как и для относительной частоты), что вероятность со- 

бытия, определённая по формуле (4.1), удовлетворяет свойствам 1—4, в общем 
случае объявленным аксиомами, а здесь следуют из формулы (4.1). 

Недостатком классического определения является его малая применимость, 
так как классические эксперименты встречаются редко — в искусственно со- 
зданных ситуациях. 

Примеры 4.1. 

1. Пусть эксперимент F — бросание монеты, событие A — выпадение орла. 

P(A) = т/п = 1/2, так какт =1,п=2. 
2. Е — оросание игральной кости. A — выпадение числа очков, меньшего или 

равного двум. P(A) = 2/6 = 1/3, так как т = 2, и = 6. 
3. Е — бросание монеты 2 раза. Событие А — оба раза выпадает орел. Здесь 

равновозможных исходов 4: ОО (орёл, орёл), ОР (орёл, решка), РО, РР. Таким 
образом, m = 1, п =4, P(A) = 1/4. < 

Классическое определение вероятности может быть реализовано на так 
называемой урновой схеме. Под урной понимается ёмкость, в которой находят- 

ся неразличимые на ощупь, одинаковые по размерам шары. Шары могут быть 
занумерованы и окрашены в различные цвета. После перемешивания шары вы- 
нимаются из урны «не глядя». Очевидно, что вероятность вынуть какой-либо 
определённый шар из и шаров, находящихся в урне, равна 1/n. 

Пример 4.2. В урне 3 шара: 2 белых, 1 чёрный. Подряд вынимаются два 
шара. Найти вероятность, что оба шара — белые (событие А). 

> Пронумеруем шары: белые — номерами 1, 2; чёрный — номером 3. Тогда 

при вынимании двух шаров возможны исходы: (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1), (2, 3), 

(3, 2). Отсюда т = 2,n = 6, P(A) = 2/6 = 1/3.< 

$ 5. Геометрическое определение вероятности 

Геометрическое определение вероятности основную идею классического 

определения — равновозможности событий — распространяет на случай беско- 
нечного несчётного множества элементарных событий. 

Рассмотрим на оси абсцисс отрезок О и внутри него отрезок 4: асоО 
(рис. 5.1). 
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Рис. 5.1. Иллюстрация геометрического определения вероятности 

На отрезке О случайно выбирается точка Х. Этот выбор можно интерпрети- 
ровать как бросание случайной точки Х на отрезок О. При этом попадание Х на 
(О) считается достоверным событием, а попадание на отрезок а — случайным. 
Далее предполагается, что равновозможно попадание X на а, где бы «малый» 

отрезок 4 ни находился внутри основного отрезка О при условии, что длина а — 
фиксирована. Пусть событие А=(ХЕ а). Тогда по определению 

P(A) = а/О. (5.1) 
Здесь под мерой отрезка понимается его длина. 

Формула (5.1) распространяется на плоский и пространственный случаи, но 

тогда под мерой понимается соответственно площадь или объём рассматривае- 
мых областей. 

Вероятность события, введённая по формуле (5.1), обладает всеми четырьмя 

свойствами, присущими аксиоматическому и другим определениям. Проверим, 
например, выполнение аксиомы сложения для случая двух несовместных собы- 
тий А и В. Для этого возьмём два непересекающихся отрезка 4 и у (рис. 5.1). 

Пусть А=(ХЕ а), В=(ХЕ у). Тогда 

P(A+B)= we у = on = Gt Ga P(A + PCB). 

Пример 5.1. На линии связи длиной 10 км произошёл обрыв. Какова Bepo- 

ятность, что обрыв произошёл не далее, чем в двух км от начала (событие A)? 
> В условиях неопределённости, когда никаких дополнительных сведений о 

свойствах линии связи нет, считается правомерным допустить равновозмож- 
ность положения точки разрыва в любой области линии связи и применить гео- 
метрическое определение. По формуле (5.1) получаем P(A) = 2/10 = 0.2.<4 

Геометрическое определение, как классическое и статистическое, конструк- 

тивно и применяется в так называемом методе статистических испытаний. 

$ 6. Субъективное определение вероятности 

Аксиоматическое определение вероятности создаёт логический порядок в 

вероятностной теории, но не указывает, как найти эти вероятности на практике. 

Этот вопрос решают конструктивные определения — статистическое, классиче- 

ское, геометрическое. Но и они не охватывают всех практически важных случа- 

ев. Предыдущие определения не помогут при попытке оценить возможность 

появления уникального события или очень редкого. Приходится прибегать к 

экспертному оцениванию вероятности на основе личного опыта экспертов. 

Определение 6.1. Субъективными вероятностями событий называются ве- 
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роятности, удовлетворяющие аксиомам 1—4 аксиоматического определения, 

приписанные событиям на основе личного опыта экспертов. 

С помощью мнений экспертов оцениваются тенденции развития экономики, 

науки, техники, исходы той или иной политической ситуации, результаты спор- 

тивных состязаний, военных действий ит. д. 

Не следует думать, что субъективная вероятность вносит какой-то произвол 

в наше познание. Она также объективна, как и вероятности, полученные на ос- 

нове статистического и классического определений, так как основывается на 

объективном опыте экспертов, учитывающих аналогичные ситуации, историче- 

ский опыт, влияние различных факторов ит. д. 

Глава 3. Комбинаторика 

Применение классического определения вероятности предполагает знание 

комбинаторики. Комбинаторика также применяется и во многих других разде- 

лах математики, в естественных науках и технике. 

$ 1. Комбинаторный принцип «умножения» 

Комбинаторикой называется раздел математики, посвящённый решению за- 
дач выбора элементов из заданного множества и расположения их в группы по 
заданным правилам. Полученные группы элементов называются соединениями. 
Они могут отличаться друг от друга как составом элементов и их общим чис- 

лом, так и порядком следования элементов. 
В теории вероятностей, как и в самой комбинаторике, обычно интересуются 

не самими соединениями, а их числом. Для подсчёта количества соединений 

часто применяется основной комбинаторный принцип (правило) «умножения». 
Принцип (правило) «умножения». Пусть требуется выполнить одну за 

другой К операций, при этом 1-ю операцию можно выполнить и! способами, 
2-ю — N2 способами, ит. д., К-ю — мА способами. Тогда все К операций вместе 

могут быть выполнены числом способов, равным произведению чисел ли, ., Mk: 
1 (1), ..., 4) = ИП ...Пь. (1.1) 

> Этот принцип доказывается методом математической индукции. 
База индукции. Пусть k = 2. Две операции вместе можно выполнить, сочетая 

каждый способ 1-й операции с каждым способом 2-й. Их число nM, т. е. фор- 
мула (1.1) верна при k=2. 

Индукционный шаг. Пусть формула (1.1) верна для К-1 операций. Докажем, 

что она справедлива и для К операций. Будем считать одной комплексной опе- 

рацией k—1 операций, проведённых вместе. Тогда К операций, проведённых 
вместе, сводятся к проведению двух операций. Число их способов проведения 
будет произведением двух чисел: (7172, ... ‚ Ик у)МА = ИШ>, ... , Нк. Формула (1.1) 
сохранилась для К операций. < 

Пример 1.1. Код замка представляет собой последовательность одной из 25 
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букв, стоящей в начале и двух цифр от 0 до 9. Найти вероятность открыть замок 
(событие 4) при одном случайном наборе буквы и цифр. 

» Здесь при наборе выполняются 3 операции. При этом и!=25, n2 =10, 
пз=10. Тогда m=1; n=25-10-10=2500. P(A)=m/n=1/2500=0.0004. < 

$ 2. Размещения 

Определение 2.1. Размещениями (arrangements) из п элементов по К эле- 

ментов называются соединения, каждое из которых состоит из k элементов, 
взятых из данных п элементов. При этом размещения отличаются друг от друга 
как самими элементами, так и их порядком. 

Число размещений из п элементов по К элементов обозначается символом 

АК (читается: «А из п по А») и вычисляется по формуле 

Ak =п(п-1)(п-2)...[п- (&-1)] (Sk Sn). (2.1) 

Число размещений А“ равно произведению А последовательных натураль- 

ных чисел, наибольшее из которых есть 72. 
> Представим размещение в виде слова, состоящего из А букв, взятых из 

данных п различных букв. В качестве первой буквы х можно взять любую из 

п данных букв. В качестве буквы x2 — любую из n— 1 оставшихся букв ит. д. 
В качестве К-й буквы хе можно взять любую из N—(k—1) оставшихся. По 

принципу «умножения» рассматриваемое слово можно составить числом спо- 
собов, равным произведению (2.1). < 

Пример 2.1. 47 =7-6-5=210. 
Пример 2.2. Из трёх букв а, b, с составить различные размещения по два и 

подсчитать их число. 

> Размещения по два: ab, ba, ас, ca, bc, cb. Их число: Ag =3.2=6.< 

Пример 2.3. Две радиостанции могут работать на одной из трёх фиксиро- 
ванных частот каждая. Найти вероятность, что при одновременном и независи- 
мом выходе в эфир они будут работать на различных частотах. 

> Применяем классическое определение вероятности. Тогда искомая веро- 

ATHOCTh p=m/n. Здесь т = А; =3.2=6. Так как каждая из радиостанций выби- 

рает независимо любую из трех частот, то по принципу «умножения» 

n=3-3=9; p=6/9=2/9.< 

Замечание 2.1. Имея в виду дальнейшие приложения теории вероятностей к 
математической статистике, полезно дать статистический аспект некоторым со- 
единениям. 

Будем называть исходное множество из п элементов генеральной COBOKYNHO- 
стью объёма п, а соединение, из него построенное — выборкой объёма К. При 
этом выбранные по одному из генеральной совокупности элементы могут не 

возвращаться обратно. Тогда такой выбор называется выбором без возвраще- 
ния. Если же выбранные по одному элементы осматриваются, запоминаются и 
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снова после каждого выбора возвращаются в генеральную совокупность, то та- 
кой выбор называется выбором с возвращением. Теперь снова сформулируем 
определение размещения на статистической основе. 

Определение 2.2. Размещениями из п элементов по К элементов называют- 

ся выборки объёма К из генеральной совокупности объёма п, полученные выбо- 
ром без возвращения и отличающиеся друг от друга при повторении выборок 
как самими элементами, так и порядком их выбора. 

$ 3. Перестановки 

Определение 3.1. //Герестановками (permutations) из п элементов называют- 
ся размещения из п элементов по п элементов, отличающиеся друг от друга 
лишь порядком элементов. 

Число перестановок из п элементов обозначается символом Р› (читается: «Р 

из п») и вычисляется по формуле (2.1) при k =n: 

P,= A, =п(п-1)(п-2)...2.1=1!. (3.1) 

И, следовательно, P, =n! 

Пример 3.1. Из трёх букв a, b, с можно составить следующие слова — пере- 
становки: abc, acb, bca, Бас, cab, cha. Ux число P, =3!=3.2.1=6. 

Пример 3.2. На полке 5 книг. Книги сняты с полки и после реставрации по- 

ставлены на полку в случайном порядке. Найти вероятность, что две книги од- 

ного автора окажутся стоящими вместе. 

> Предполагаем возможность применения классического определения ве- 

роятности. Тогда n=Ps=5!=120. Для подсчёта т будем две книги одного автора 

считать за один элемент. Тогда т=2-Р.=2:4!=48. Учтено, что две книги одного 

автора можно менять местами. Искомая вероятность р=т/и=48/120=2/5. < 

$ 4. Сочетания 

Определение 4.1. Сочетаниями (combinations) из п элементов по k элемен- 
тов называются соединения, каждое из которых состоит из А элементов, взятых 

из данных и элементов. Эти соединения отличаются друг от друга хотя бы од- 

ним элементом. В отличие от размещений, порядок следования элементов здесь 

не учитывается. 

Число сочетаний из п элементов по k элементов обозначается символом С^ 

(читается: «С из п по А») и вычисляется по формуле 
k , 

К Аи ии 2). (9=k + V) (4.1) В. к! 

> Для получения всех размещений из я элементов по k элементов выполня- 
ем две операции. Первая операция — образуем всевозможные сочетания из и 

элементов по k элементов. Число полученных сочетаний — C* . Вторая операция 
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— делаем в каждом полученном сочетании всевозможные перестановки. Число 
таких перестановок в каждом сочетании — Px. По принципу «умножения»: 
КСК. k — gk 

An — Ch Е; . Отсюда Ch 7 An /P, . < 

Умножая числитель и знаменатель формулы (4.1) на (7 — К)!, получаем дру- 

гую формулу для СА: 

ko п! 

Cy = К!(п- К)!" (4.2) 
Заменяя в формуле (4.2) К Ha n—k, замечаем, что при такой замене множите- 

ли k! и (n—k)! в знаменателе дроби лишь меняются местами, отчего величина 
дроби не меняется, поэтому 

СЕ =Си- К. (4.3) 
Эта формула в некоторых случаях позволяет упростить вычисление числа 

сочетаний. Например, Cy = Cho = ee = 45. 

Числа Ck называются также биномиальными коэффициентами, так как яв- 

ляются коэффициентами разложения бинома Ньютона 

И 

(х+а)" = У Ckxkan-k , (4.4) 
k=0 

Для единства формул делается соглашение 
Со = С" =0!Е1. (4.5) 

Дадим определение сочетаний со статистической точки зрения. 

Определение 4.2. Сочетаниями из п элементов по А элементов называют- 
ся выборки объёма А из генеральной совокупности объёма л, полученные пу- 
тём выбора без возвращения и без учёта следования элементов. Они отличают- 
ся друг от друга при повторении выборок хотя бы одним элементом. 

Пример 4.1. Из четырёх предметов — обозначим их буквами а, В, с, d — мож- 

но составить следующие наборы для подарков по два предмета: ab, ас, ad, bc, 
4.3 bd, cd . Их число: Cy === 6. 

Пример 4.2. В лотерейном билете «Спортлото 6 из 45» нужно зачеркнуть 6 
номеров из имеющихся сорока пяти. Выигрыш может быть получен на 3, 4, 5, 6 
зачёркнутых выигрышных номера. Найти вероятность выигрыша на 3 правиль- 
но зачёркнутых номера. 

№ В этой задаче мы имеем дело с сочетаниями, так как порядок зачёркива- 

ния номеров роли не играет. Применяем классическое определение вероятно- 

сти. Здесь n= Co. Число вариантов правильно зачёркнутых номеров равно С? 

Число вариантов неправильно зачёркнутых номеров равно Со. По принципу 

«умножения» т = Cz - Сзо. Тогда искомая вероятность равна 

С.С} .39.38.37-2.3.4.5. .19. р= = 6 ` 3 _ 6:5-4.39.38.37.2.3.4.5:6 _ 13:19:37 _ _ 9139 9.997 4 
п (5 — 2.3.2.3.45.44.43.42.41.40 11.21.41.43 407253 
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$ 5. Размещения с повторениями 

Определение 5.1. Размещениями с повторениями из п элементов по К эле- 

ментов называются соединения, содержащие k элементов, каждый из которых 
может быть любого из и типов. Предполагается, что элементы каждого из и 
типов содержатся в исходном множестве в любом нужном количестве (подобно 
кассе букв для набора текстов). 

Размещения с повторениями могут отличаться друг от друга элементами, их 
порядком и кратностью повторения элементов. 

Число размещений с повторениями из и элементов по К элементов обознача- 

ется символом yi (читается: « У из и по & ») uw вычисляется по формуле 

Vk =nk, (5.1) 

> Представим размещение с повторениями в виде слова X1X2... Xz, состояще- 

го из К букв п различных типов. В качестве первой буквы х! можно взять любую 
из данных м букв. В качестве второй буквы х2 можно взять также любую из 
данных п букв и т. д. В качестве А-й буквы можно по-прежнему взять любую из 
п букв. По принципу «умножения»: 

А А 
Vi. =  пп..п  =n".4 

oe 

k сомножителей 

Пример 5.1. Из трёх букв a, 5, с можно составить следующие слова- 

размещения с повторениями по две буквы: аа, ab, ас, ba, bb, bc, ca, cb, сс. Их 

число: И? =32 =9. 

Пример 5.2. По / воздушным целям запускается К ракет (k</). Для каждой 
ракеты равновозможен выбор любой цели независимо от выбора целей для дру- 
гих ракет. Найти вероятность, что ракеты запущены по разным целям. 

» По классическому определению вероятности р = m/n. Здесь п = И/^= =F, 
ибо всякое размещение ракет по целям есть А-элементное соединение, в кото- 

ww ws k 

ром для каждой ракеты выбирается любая из / целей; т = A, , так как, если pa- 

кеты распределяются по разным целям, то для 1-H ракеты возможен выбор лю- 
бой из / целей, для 2-й ракеты — выбор любой из /— 1 оставшихся целей ит. д. 

Отсюда т = [(/-1)((-2)...[/- (&-1)] = А. Тогда р = А/К, < 
Со статистической точки зрения размещения с повторениями определяются 

следующим образом. 
Определение 5.2. Размещениями с повторениями из п элементов по К эле- 

ментов называются выборки объёма К из генеральной совокупности объёма п, 
произведённые путём выбора с возвращением. При этом при повторении выбо- 

рок одна выборка от другой может отличаться составом элементов, их поряд- 
ком и количеством повторений элементов. 
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Глава 4. Алгебра вероятностей 

В этой главе изучаются правила, позволяющие по вероятностям одних со- 

бытий найти вероятности других, выражающихся через данные с помощью 

операций сложения, умножения, дополнения. 

$ 1. Условная вероятность 

Для характеристики зависимости одних событий от других вводится поня- 

тие условной вероятности. 

Определение 1.1. Пусть A и В — два события, порождённые опытом А, при- 

чём P(B) #0. Число P(AB)/P(B) называется вероятностью события А при 

условии, что наступило событие В, или просто условной вероятностью собы- 

тия А и обозначается символом Р (A/ B) 

Таким образом, по определению 
Р(4/В)=Р(АВ)/Р(В). (1.1) 

Замечание 1.1. При аксиоматическом определении вероятности формула 

(1.1) является определением и доказательству не подлежит. Однако при кон- 

структивных определениях вероятности (классическом, геометрическом) она 
может быть доказана. 

Доказательство формулы (1.1) на основе классического определения веро- 

ятности. 
> Пусть опыт приводит к и случаям. ИЗ них na, Ив, Плв случаев благоприят- 

ствуют соответственно событиям A, В, АВ. Для наглядности изобразим случаи 

точками (рис. 1.1). 
По классическому определению P(A)=n4 /n, Р(В)=ив/п, P(AB)=nazg /n. Если 

событие В произошло, то реализовался один из Ng случаев. Поэтому общее чис- 

ло случаев для события А сократилось с и до ив случаев. Из них благоприят- 
ными для А являются NAB случаев, при которых возможно совместное появле- 
ние A и В. По классическому определению 

Р(А/В)=пдв/пв =(плв/п)/(пв/п)=Р(АВ)/Р(В). 9 

пв случаев, п, случаев 
| благоприятствующих В 

благоприятствующих A 

г 7 ~ № 
о eeeeeeeeeeeeee e@ 

- J 

пав случаев, 

о. благоприятствующих АВ и 
sy 

п случаев 

Рис. 1.1. К доказательству формулы условной вероятности (1.1) 

Пример 1.1. Какова вероятность, что взятая наугад кость домино будет 

дублем, если известно, что сумма очков на этой кости — чётное число? 
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» Пусть событие A - взятая кость является дублем, а событие В — сумма 

очков чётна. Имеем 
_ Р(АВ) _ 7/28 _ 7 

~ Р(В) 16/28 16’ 
При решении учтено, что из 28 костей домино 16 имеют четную сумму, 

7 костей — дубли, и все дубли имеют четную сумму очков. 4 

Отметим, что безусловная вероятность события А равна P(A) = 7/28. 

P(A/B) 

$ 2. Правило умножения вероятностей 

Из формулы (1.1) вытекает равенство Р(АВ)=Р(В)Р (А/В). По симметрии 

вхождения букв в выражение Р(АВ) имеет место и вторая формула 

Р(АВ)=Р(А)Р (B/A). Обе формулы объединяются в одну и составляют правило 

(иначе — теорему) умножения вероятностей двух любых событий: 
Р(АВ)=Р(В)Р (А/В) = P(A)P(B/A), (2.1) 

которое формулируется следующим образом. 
Вероятность произведения двух событий равна произведению вероятности 

одного из них на условную вероятность второго при условии, что первое про- 

изошло. 

Формула (2.1) обобщается на случай любого конечного числа событий. 

Теорема 2.1 (теорема умножения вероятностей п любых событий): 

P(A, Ay ...4,) = P(A})P (4 / А, )Р(43/ А, ...Р(А, / 4149-41) (2.2) 

> Последовательно применим формулу (2.1), сводя произведение и событий 
к произведению двух событий: 

P(A, A, ..A,) = P| (4,4, Ay), [=P (4,4; ... А) ° P(A, /A\ Ay ... А) = 

— P| (4,4, Aya) Ayr |. P(A, / A, Ay -- Ay) = 

= P(A, A, ...A,_>) . Р(4,_,/А,А> ... Ао) . P(A, / А, A, ... Ау) = 

=...=P(A,A,)...P(A, / A) Ay «A, ) = P(A,) + P( Ay /A}) >= P(A, / A Ay Ay) 9 
Пример 2.1 (задача-шутка). Студент выучил 20 из 25 вопросов к экзамену. 

Преподаватель случайным образом задал 3 вопроса. Найти вероятность, что 

студент знает ответы на все 3 вопроса (оценка «5»). 
> Применим классическое определение вероятности и формулу (2.2). Пусть 

Ак — событие, означающее, что на /-Й вопрос билета студент ответ знает, 
k =1,2,3. Нас интересует вероятность события A 1A2A3: 

20 19 18 57 P(A} Ap Ag) = P(A) )P( 42/41) P( 43/4142) = 555953775 < 0-5-4 
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$ 3. Независимость событий. Правило умножения 

вероятностей взаимно независимых событий 

1. Независимость двух событий. Мы уже видели на примерах, что без- 

условная и условная вероятности P(A) и P(A/B) в общем случае различны, т. е. 
наступление события В может изменить вероятность события A. Случай, когда 
такого изменения не происходит, квалифицируется особо. 

Определение 3.1. Событие А называется не зависящим от события В, если 

его условная и безусловная вероятности совпадают, т. е. справедливо равенство 
P(A/B)= P(A). (3.1) 

В этом случае общая формула (2.1) упрощается и принимает вид 
Р(АВ) = Р(А)Р(В). (3.2) 

Она выражает правило умножения вероятностей для двух независимых собы- 
THH. 

Замечание 3.1. Понятие независимости двух событий — взаимное, симмет- 
ричное. Действительно, запишем формулы (2.1) и (3.2) вместе: 

Р(АВ) = Р(А)Р(В) = Р(А)Р(В/А) > (3.3) 
Р(В/А) = Р(В), (3.4) 

т.е. если A не зависит от В, то и В не зависит от A. Предполагается при этом, 

что вероятности P(A) и Р(В) отличны от нуля. 

Замечание 3.1 позволяет сформулировать симметричное определение неза- 
висимости событий. 

Определение 3.2. Два события называются независимыми, если условная 

вероятность любого из них равна безусловной, т.е. выполняются равенства 
(3.1) и (3.4). 

Попутно доказана теорема. 

Теорема 3.1. Выполнение соотношения (3.2) является необходимым и до- 

статочным условием независимости двух событий. 
> Действительно, результат следует из формулы (3.3). Если справедлива 

формула (3.2), то из (3.3) мы уже получили (3.4), что означает независимость A 
и В. Обратно, если A и В независимы, то выполнено равенство (3.1). Тогда фор- 
мула (2.1) принимает вид (3.2). < 

2. Независимость п событий (7>2). Понятие независимости и событий 

опирается на понятие независимости двух событий. 
Определение 3.3. События A\, Ao, ..., А, называются взаимно независимыми 

(иначе — независимыми в совокупности), если каждое из них не зависит от про- 
изведения любого числа остальных событий и от каждого в отдельности. 

В этом случае все условные вероятности (в формуле (2.2)) равны безуслов- 
ным, и формула упрощается: 

P(A1A2...An)=P(A1)P(A2)...P(An). (3.5) 
Формула (3.5) выражает правило умножения вероятностей для п взаимно 

независимых событий. Формула (3.2) является ее частным случаем. 
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Пример 3.1. Независимо испытываются 3 прибора. Вероятность выхода из 
строя каждого равна 0.8. По формуле (3.5) находим вероятность выхода из 
строя всех трёх вместе. Она равна 0.83=0.512. 

$ 4. Правила сложения вероятностей 

Аксиома сложения вероятностей 

+4. = DPC) (4.1) 

выражает правило сложения вероятностей для попарно несовместных событий. 
Если же слагаемые события совместны, то формула (4.1) усложняется. Для 

двух любых событий она имеет вид: 

Теорема 4.1. Р(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(АВ). (4.2) 

> Ранее была доказана формула (гл. 1, формула (3.7)) 4+ B= A+ AB, пред- 
ставляющая сумму двух любых событий как сумму двух несовместных собы- 
THH. Тогда по аксиоме сложения вероятностей получаем 

Р(А+В)=Р(А)+Р(АВ). Далее В = BI = В(А+А)= АВ+АВ. Так как события 
АВ и АВ несовместны, то по той же аксиоме сложения получаем 

P(B)=P(AB)+P(AB). Отсюда P(AB)=P(B)—P(AB). Возвращаясь к P(A+B), 

получаем Р(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(АВ). < 

Пример 4.1. Два орудия стреляют в цель независимо. Вероятность попада- 

ния каждого орудия равна 0.6. Найти вероятность попадания в цель хотя бы од- 
ного из орудий. 

» Пусть A и В — события, означающие попадание в цель первого и второго 

орудий соответственно. Тогда 

Р(А+В)=0.6+0.6-—0.6? =1.2-—0.36 =0.84. 

Здесь применены формулы (4.2) и (3.2). < 
Для трёх событий формула сложения вероятностей имеет вид: 

Р(А+В-+С)=Р(А)+Р(В)+Р(С)-Р(АВ)-Р(АС)-Р(ВС)+Р(АВС). (4.3) 

>Р(А+В+С)=Р[(А+В)+С]=Р(А+В)+Р(С)-Р[(А+В)С]= 
=Р(4)+Р(В)-Р(АВ)+Р(С)-Р(АС+ВС)= 

= P(A)+ P(B) + Р(С)- Р(АВ)- Р(АС)- P(BC) + Р(АСВС) = 

=Р(4)+Р(В)+Р(С)-Р(АВ)-Р(АС)-Р(ВС)+Р(АВС). 

Здесь применена два раза формула (4.2). < 
Пример 4.2. Решим задачу из примера 4.1 для случая трёх орудий. 
> По формуле (4.3) находим 

P(A+B4+C)= 

= 0.6+ 0.64 0.6 — 0.62 — 0.62 — 0.62 + 0.63 =1.8— 1.08 + 0.216 = 0.936. < 

Соотношения (4.2) и (4.3) могут быть обобщены [ 4 | : 
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Теорема 4.2 (сложения вероятностей для п взаимно независимых собы- 

тий). ap a)-1-T]t-P040} (4.4) 

k=] k=] 

$ 5. Формула полной вероятности и формула Байеса 

1. Формула полной вероятности. Пусть событие А может наступить толь- 

ко с одним из п попарно несовместных событий AH, Ho, ... Hy», составляющих 

полную группу: 
Н.Н, =@ при i#k; Н+...+Н, =I. 

Эти события называются гипотезами. Тогда 
P(A)=P(H,)P (A/H,)+ ... +Р(Н,)Р(А/Н,). (5.1) 

Tak как сумма вероятностей гипотез равна |: 

P(A) +...+ P(A) =1, 
то формула (5.1) может рассматриваться как усредняющая условные BEPOATHO- 

сти по вероятностям гипотез. 

Формула (5.1) называется формулой полной, иначе — средней вероятности. 

> 4=А1=А(Н! +... + Н‚)=АН! + ... + АН». События AM, ..., АН, — попарно 
несовместны, поэтому по аксиоме сложения вероятностей получаем 

Р(А) = P(AH, + ... + AH, )=P(AHM)) + ... + P(AH,,). 
Далее применяем правило умножения вероятностей для двух любых событий: 

P(A)= P(H,)P(A/H, ) + ... + P(H,,)P(A/H,,).4 

Пример 5.1. Партия продукции поставлена двумя заводами. |-й завод по- 

ставил 40 % продукции, 2-й — 60 %. Вероятность брака на 1-м заводе равна 
0.008, а на 2-м - 0.004. Найти вероятность брака всей партии. 

> Применяем формулу полной вероятности, усредняя все условные вероят- 

ности брака. Введём события: A — взятое для контроля изделие — бракованное, 
A, H2 — гипотезы, означающие, что изделие изготовлено соответственно |-ми 
2-м заводами. Тогда по условию задачи имеем: 

P(H,) =0.4; Р(Н.)=0.6; Р(А/Н\)=0.008; Р(А/Н.)=0.004; 
P(A) = P(H,)P(A/H,)+P(H)P(A/H>)= 

= 0.4.0.008 + 0.6 - 0.004 = 0.0032 + 0.0024 = 0.0056. < 

2. Формула Байеса (англ. математик, 1702—1761). При выводе формулы 

Байеса сохраняются предположения, принятые в п. 1° при выводе формулы 

полной вероятности, и ставится дополнительное условие: при проведении опы- 

та событие А произошло. Эта новая информация позволяет переоценить перво- 
начальные вероятности гипотез. 

По формуле (1.1) для условной вероятности имеем Р(Н;/А) = P(H;A)P(A). 
Числитель представим по формуле (2.1) для вероятности произведения собы- 
тий, а знаменатель — по формуле (5.1) полной вероятности. Тогда получаем 
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P(H;/A)= >t P(H,)P( 4/H, )+ ... +P(H, )P(4/H, ) 

Формула (5.2) называется формулой Байеса, иначе — теоремой гипотез. Ис- 

ходные вероятности гипотез P(A), ... , Р(Н,) называются априорными, т. е. до- 

опытными, а вероятности, найденные по формуле Байеса, — апостериорными, 
т.е. послеопытными. 

Пример 5.2. При постановке диагноза высказано предположение о наличии 
у больного болезни A (событие A) одной из двух разновидностей А! или В? (ги- 
потезы H,; и Az). Экспертно оценены вероятности этих гипотез: Р(Н!1) = 0.4; 
P(H2) =0.6. Применяемый тест (анализ) обнаруживает болезнь A в 80% случаев 
при разновидности Н! и в 60% случаев при разновидности A>. Проведённый 
тест подтвердил предположение о болезни. Какая разновидность болезни веро- 
ятнее после проведения теста? 

» По формуле полной вероятности находим вероятность наличия болезни у 

пациента: 
Р(А) = Р(Н)Р(А/Н, ) + P(H,)P(4/H, ) = 0.4-0.8+ 0.6-0.6 =0.68. 

По формуле Байеса находим: 

РН )Р(А/Н,} _ 0.4.0.8 _32_ 8. 

=1,2,...,п. (5.2) 

РСН) = 708 7 68 17 
_ P(A,)P(A/H,) _ 0.6-0.6 _ 36 _ 9 

P(H,/4)= P(A) = 0.68 68 Ш 
Наличие разновидности Н> болезни оказалось вероятнее и после теста. <4 

$ 6. Схема Бернулли проведения независимых испытаний. 

Биномиальная вероятность 

Схема Бернулли проведения независимых испытаний состоит в том, что 
независимо проводится п испытаний (опытов), в каждом из которых наблюдае- 
мое событие A (успех) появляется с вероятностью р (0 < p <1) и не появляется с 

вероятностью а =|-р. 

Эта схема испытаний широко применяется на практике: независимые испы- 
тания п одинаковых приборов, событие A — выход из строя прибора; п выстре- 
лов по цели из одного или разных орудий в равных условиях и независимо, со- 
бытие A — попадание в цель; и независимых выборов продукции предприятия 
для статистического контроля, событие A — брак изделия ит. д. 

При проведении испытаний по схеме Бернулли ставится задача — найти ве- 

роятность P,,.(p) того, что в результате проведённых п независимых испытаний 
событие A появится точно К раз, безразлично в каком порядке. 

Справедлива формула [13]: 

P, к (р)= СЕ p*q"* ,k =0,1, ...,n, 0< p<. (6.1) 
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Вероятности P,,.(p) — более простая запись: Pix — называются биномиаль- 
ными вероятностями, поскольку являются членами разложения бинома 

(а+р)" — У Сера" 

k=0 

Пример 6.1. Вероятность попадания в цель для каждой из трёх ракет равна 

р = 0.8. Ракеты запускаются независимо одна от другой. Требуется найти веро- 
ятности всех случаев попадания в цель. 

> P39 =4? = 0.22 = 0.008 — вероятность трёх промахов. 
Рз.1 = 3pq? = 3:0.8:0.2? = 0.096 — вероятность одного попадания. 
Рз2 = 3p’q = 3:0.82.0.2 = 0.384 — вероятность двух попаданий. 
Рзз = р? = 0.83 = 0.512 — вероятность трёх попаданий. < 

Замечание 6.1. При больших Я справедливы приближенные равенства: 
x 

k—n > 
1. Pi. (Pp) = (Хх), где x=“ ИР, а Ф(х) = е ^ — локальная при- 

ne npg 7 т \/пра пр P 

ближенная формула Лапласа. 

k,—n k,-1n 
2. Pik, Sksk,)= of Fo |, (а ‚ — интегральная приближенная 

\/пра \/ ира 
формула Лапласа. Функция Фо(х), определяемая равенством 

x р 

| е 2dt , называется нормированной функцией Лапласа. 

0 

Таблица значений функции Ф,(х) приведена в приложении 2. 

Замечание 6.2. Точность приведённых соотношений улучшается с ростом 

пра . Рекомендуется использовать эти формулы при ира 210. 

Пример 6.2. Монету бросают 100 раз. Какова вероятность того, что герб вы- 
падет ровно 50 раз? 

Фо(х) = 

11 | 50-50 
> пра =100-—-—=25>10, Р = = 0,08. Здесь pq 5°5 И тогда Риз(р) azo) Ts < 

Пример 6.3. Монету бросают 100 раз. Какова вероятность того, что число 

выпадений герба будет от 40 до 50? 

> Используем интегральную формулу Лапласа. Здесь А =40, А, =50 и тогда 

50—50 40—50 ee 
= (+0,477 =0,477. так как Ф, (0) =0,a ®,(-2) = —®, (2). 4 

Pou( 40k 550) = ]=2(0)-0,(-2)=0+ 0, 2)- 
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$ 7. Приближённая формула Пуассона 

для вычисления биномиальной вероятности 

Приближённая формула Пуассона имеет вид 
ak 

P.(p) = =e; ;a=np;k =0,1,2,. (7.1) 

Эта формула применяется при  ольших п и малых р. Погрешность формулы 
(7.1) имеет порядок 1/n, а сама формула (7.1) является следствием предельной 
теоремы Пуассона [4]. 

Теорема Пуассона. Если pa=a/n, где а — положительная постоянная, то при 

любом фиксированном А 

Pua (Pn) > 9 (7.2) 
neo К 

Пример 7.1. Брак продукции p= 0.02. Произведено п=100 изделий. Найти 
вероятность, что в данной партии не более одного бракованного изделия. 

> Искомая вероятность есть Ро + Pi. Применяем приближенную формулу 

Пуассона (7.1). При этом n=100; p= 0.02; a=np=2: 

Prot Pi. = a e-4 + т е-ч = (1+ а)е-ч = 3Зе-? =3.0.1353 = 0.4059 = 0.4.4 

Глава 5. Одномерная случайная величина 

Случайная величина — третье фундаментальное понятие теории вероятно- 
стей после понятий «случайное событие» и «вероятность». Случайные величи- 

ны могут одномерными и многомерными.В этой главе рассматриваются од- 
номерные случайные величины, которые в пределах главы будут называться 
просто случайными величинами. 

$ 1. Определение случайной величины 

Определение 1.1. Случайной величиной Х называется числовая фун-кция, 

определённая на пространстве элементарных событий 6, которая каждому 

элементарному событию W ставит в соответствие некоторое число. 
При этом предполагаются определёнными вероятности событий Х<х для 

любых вещественных чисел х. 
Таким образом, случайная величина — это вещественная переменная Х, зна- 

чения которой определяются исходами эксперимента Ё. Значения случайной 

величины — случайные числа. Случайные величины обычно обозначаются по- 
следними буквами латинского алфавита Х, 7, Z. 

Примеры реальных случайных величин: 

1. Число выпавших очков при бросании игральной кости. 

2. Число бракованных изделий партии. 
3. Время работы прибора до первого отказа. 
4. Результат измерения. 
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В детерминированном подходе устанавливается жесткая функциональная 

связь между аргументом и функцией, а для случайной величины можно апри- 

орно указать лишь вероятности попадания её значений в некоторое числовое 

множество, например, Х<х, ax<X<b, X=a ит. д. 

Определение 1.2. Законом распределения случайной величины называ- 

ется любое правило, указывающее вероятности отдельных значений случайной 

величины или множества этих значений. 
Таким исчерпывающим законом (как говорят, полной вероятностной харак- 

теристикой) случайной величины является её функция распределения, обозна- 
чаемая F(x) или Рх(Х). 

Замечание 1.1. Вместо термина «закон распределения» часто употребляют 

более простой термин «распределение». 
Определение 1.3. Функцией распределения случайной величины Х назы- 

вается функция Р»х(х), которая для любого вещественного числа х равна веро- 
ятности события X<x. Таким образом, по определению 

Ех) = P(X<x). (1.1) 

Свойства функции распределения 
1. Р(-<°) =0, так как F(—00) =Р(Х <—co) = P(O)=0. 

2. F(+cc)=1, так как Р(+°) =Р(Х <-+°) =Р(Г)=1. 

3. F(x) — неубывающая функция. 

4. F(x) непрерывна слева в любой точке x: F(x —0)= F(x) [6, 7]. 

5. Ра<Х <b)=F(b)- F(a). 

Докажем свойства 3 и 5. 

» 3. Рассмотрим Vx и пусть Ах>0. Рассмотрим событие Х <x+Ax. Оно 

является суммой двух несовместных событий Х<х и х< Х <х+Ах. Тогда 

Р(Х <х+Ах) =Р(Х <х)+Р(х<Х <х+Ах). Так как P(xS X <х+Ах)20, To 

P(X <х+Ах)>Р(Х <х), т.е. Е(х+Ах)>2Е(х). 

5. Событие X<b есть сумма двух несовместных событий Х<аиа<Х <b. 
Тогда по аксиоме сложения получаем P(X <b)=P(X <а)+Р(а<Х <b) или 

F(b)=F(a)+P(a< X <b). Отсюда P(as X <b)=F(b)- F(a).4 

Замечание 1.2. Первые 4 свойства функции распределения являются харак- 
теристическими. Это означает, что всякая функция F(x), обладающая первыми 
четырьмя свойствами, может быть функцией распределения некоторой случай- 

ной величины Х [6]. 

Пример 1.1. № Функция Fi(x)=e * не может быть функцией распределения, 

так как Ё (+°) =0, ане 1. Функция Р5(х)=0.5 + “arctg x может быть функцией 

распределения, так как условия |-4 выполнены. <4 

Будем различать дискретные и непрерывные случайные величины. 
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$ 2. Дискретная случайная величина 

Определение 2.1. Случайная величина называется дискретной, иначе — 

дискретного типа, если множество её значений может быть занумеровано 
натуральными числами (T. е. оно конечное или счётное). 

Первые два примера предыдущего параграфа являются примерами реальных 
дискретных случайных величин. 

Закон распределения дискретной случайной величины удобно задать с по- 
мощью формулы 

p, =P(X =x,), =Ь2,..., (2.1) 
которая определяет вероятности принятия случайной величиной её отдельных 

значений Xk. 

Последовательность пар (x1, pi), (^2, p2), ... образует так называемый ряд 
распределения. 

В случае конечного числа значений ряд распределения удобно оформить в 

виде таблицы распределения. 

| Хх Хх! X? ... ... Xn 

| Р р! р? ... wee Pn 

Таблицу распределения наглядно можно представить в виде полигона (мно- 
гоугольника) распределения. Для этого точки (хх, р) плоскости Oxy соединяются 

отрезками (рис. 2.1). Заметим, что >. рь =1, ибо события (Х=х»), К =1,....,п, 
k=l 

попарно несовместны и образуют полную группу. 
NY 

1 iP * 

О x Ny x А, 

Рис. 2.1. Полигон распределения 
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Функция распределения дискретной случайной величины имеет вид 

F(x)= >, Рь- (2.2) 
Хх. <х 

Здесь суммирование ведётся по всем А, для которых x, <x. 

Дискретное рас- 

пределение вероят- 
ностей имеет меха- 

ническую аналогию 
дискретного распре- 

деления масс Pk в точках Xk вещественной оси (рис. 2.2); общая сумма масс рав- 
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на единице. Функция распределения F(x) есть сумма масс, расположенных ле- 

вее точки х. 
Графиком функции распределения дискретной случайной величины являет- 

ся ступенчатая линия со скачками р); в точках Х); (рис. 2.3). 

AY 

p=] 
мм = 

Ё—> 

Tr 
- — 1 1 

_ yop ; 

у=0 —“ + + + + . х 

Ол хх x; 

Рис. 2.3. График функции распределения дискретной случайной величины 

Пример 2.1. Х — индикатор события А, равный 1, если событие А произо- 

шло, и 0, если А не произошло; Р(А)=р. Его ряд распределения: (0, а), (1, р) со- 
стоит из двух пар. 

Функция распределения имеет вид 
0 при х<0, 

Е(х)=34 при 0<х<1, 
] при х>1. 

$ 3. Числовые характеристики дискретной случайной величины 

1. Понятие числовой характеристики случайной величины. 

Определение 3.1. Числовыми характеристиками случайной величины 

называются специальные числа, характеризующие отдельные свойства закона 

распределения. 

Наиболее употребительны числовыми характеристики: математическое 

ожидание, дисперсия, среднее квадратичное отклонение, мода. 

2. Математическое ожидание. 
Определение 3.2. Математическим ожиданием дискретной случайной ве- 

личины Х называется сумма произведений значений данной величины на веро- 

ятности этих значений. Обозначения: 17х, МХ, MLX]. Итак, по определению 

МХ=У x, Dy . (3.1) 

k 
Если число возможных значений случайной величины Х равно п, то сумма в 

формуле (3.1) содержит n слагаемых. Если же это число возможных значений Х 
бесконечно (но счётно), то сумма (3.1) есть числовой ряд, причём этот ряд 
предполагается абсолютно сходящимся. Иначе говорят, что случайная величина 
Х не имеет математического ожидания. Абсолютная сходимость ряда обеспечи- 
вает однозначное определение математического ожидания, ибо порядок сумми- 
рования в данном случае безразличен. 
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Вероятностный смысл математического ожидания состоит в том, что оно 
является средним значением случайной величины, точнее — средневзвешенным 
значением с весами, равными вероятностям Py значений случайной величины. 

В самом деле, 
. n Nn 

Хсреднее = ыы TPs ы — ы = У хр, ? так как Ур = ] ° 

Pit Pat ... + Py kl k=l 
С точки зрения механической аналогии математическое ожидание является 

абсциссой центра масс px, расположенных на оси в точках Xs; при этом общая 
сумма масс равна |. 

Свойства математического ожидания 
1) Математическое ожидание постоянной, т.е. неслучайной величины С 

равно этой постоянной: 

МС = С. (3.2) 
2) Постоянный, т. е. неслучайный множитель можно вынести за знак мате- 

матического ожидания: 

M[CX]= CM[X]. (3.3) 
3) Математическое ожидание суммы 7 случайных величин равно сумме их 

математических ожиданий: 

м] $x, |= мха. (3.4) 

4) Математическое ожидание произведения п взаимно независимых случай- 

ных величин равно произведению их математических ожиданий: 

MTT, |= TIM, (3.5) 

При этом по определению случайные величины Л\1,..., Xn называются взаил- 

но независимыми, если взаимно независимыми являются события АМ <>, ..., 

Xn <хи для любых вещественных X1,..., Хи. 

> Свойства1-2 легко доказываются: 
Свойство 1. Постоянная величина С рассматривается как случайная вели- 

чина, принимающая единственное значение с вероятностью 1. Тогда по опреде- 
лению математического ожидания МС=С:1=С. 

Свойство 2. M[CX]= У (Cx, )P(CX = Cx, ) = Cy x, P(X =x,)=CMX, ибо 
k р 

P(CX=Cxx)=P(X=xx) при С-+0. При С=0 свойство 2, очевидно, верно. 
Свойства 3 и 4 будут доказаны позднее в гл. 6. < 

Пример 3.1. Испытываются независимо 3 прибора на надёжность. Вероят- 
ность выхода из строя каждого равна р=0.8. Найти математическое ожидание 

числа X вышедших из строя приборов. 
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» Имеем схему испытаний Бернулли, поэтому случайная величина X pac- 

пределена по закону, для которого вероятности Pk=Pn,k являются биномиальны- 

ми. Гогда получаем следующий ряд распределения: 

Р(Х=0)= Рзо =0.27=0.008; P(X=1)= Ру, =3:0.8:0.22=0.096; 

P(X=2) = P32 = 3:0.8?-0.2=0.384; P(X=3)= P33 = 0.8°=0.512. 

Имея ряд распределения, вычисляем тх: 

тх=0-0.008+1-0.096-2-0.384-3:0.512=2.4 < 

3. Дисперсия. Исследователей интересует, насколько сильно может откло- 

няться случайная величина от своего среднего значения. 

Определение 3.3. Отклонением случайной величины Х от её математиче- 

ского ожидания My называется разность между X и My: 

> АЕХ- ИХ. (3.6) 

Эта случайная величина Х называется также центрированнои случайной 

величиной. Заметим, что › 

МХ =MX— Mix =тх-тх=0, (3.7) 
поэтому МХ не может служить мерой среднего отклонения. 

Определение 3.4. Дисперсией случайной величины Х называется математи- 

ческое ожидание квадрата отклонения от математического ожидания. 

Обозначения дисперсии: Dx, DX, D[X]. Таким образом, 

Рх=М[(Х-тх)?]=МГХ°. (3.8) 

Заметим, что (Х-тх)’ — простейший пример функции случайной величины 

Х. Доказано [6], что если Ф(х) — функция, определённая для всех значений дис- 
кретной случайной величины Х, то 

Мо). ФС, )рк. (3.9) 

При этом, если (3.9) — ряд, то предполагается, что он абсолютно сходится. Здесь 

P(X=xx) = pk — закон распределения Х. 
Основываясь на формуле (3.9), находим формулу для дисперсии дискретной 

случайной величины: 

Dy => (%, -тх)? Py - (3.10) 
Г 

Заметим также, что дисперсия имеет размерность квадрата случайной вели- 
чины Х, что в сравнительных целях неудобно, поэтому вводится числовая ха- 
рактеристика отклонений с той же размерностью, что и Х. 

Определение 3.5. Средним квадратичным отклонением случайной величи- 

ны Х называется корень из её дисперсии. 

Его обозначения: ох, OX, o[X]. Таким образом, 

Gy=/Dy,. (3.11) 

Дисперсия и среднее квадратичное отклонение — это меры рассеяния, pa3- 
броса случайной величины относительно математического ожидания. 

Свойства дисперсии 
1) Дисперсия постоянной равна нулю 
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ВС] = 0. (3.12) 
2) Постоянный множитель можно вынести за знак дисперсии, возведя его 

предварительно в квадрат: 

БОСХ] = C?D[X}. (3.13) 

3) Формула для вычисления дисперсии 
Dy =M[X?2]-my?. (3.14) 

При этом М[Х?] вычисляется по формуле 

М[Х?]= >? р, > (3.15) 
k 

являющейся частным случаем (3.9). 
4) Дисперсия суммы п попарно независимых случайных величин равна 

сумме их дисперсий: 

Sx |= ок, (3.16) 

> Свойства |-3 легко доказываются: 
1. DC =M[(C-MC)?]=M[(C-C)7]=M0=0. 
2. DICX]=M[(CX—MCX)?] = M[C2(X— my)?] = C?M[(X— my)7] =C?DX. 
3. DX= M[(X— my)*]= M[X?-2myX+ my 7]= M[X?]-2 тхМХ+ M[my 2]= 

= M[X?]-2 my?+ my = M[X?]- my?.< 
Во всех трёх доказательствах использованы свойства математического ожи- 

дания. Свойство 4 докажем в гл. 6, § 7. 

Пример 3.2. Найти дисперсию и среднее квадратичное отклонение случай- 

ной величины Х из примера 3.1. 

> Найдём М[Х?] по формуле (3.15): 
М[Х"] = 0? 0.008 + 17- 0.096 +22. 0.394 + 
+32.0.512 == 0.096 +1.536-+4.608 = 6.24. 

Применяем формулу (3.14): 

Dy=M[X?]— my = 6.24—2.4?=6.24—5.76=0.48; © у = V0.48 = 0.69.4 

4. Мода. 
Определение 3.6. Модой дискретной случайной величины называется её зна- 

чение, принимаемое с наибольшей вероятностью по сравнению с двумя сосед- 
ними значениями. 

KY 
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1 

1 
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Рис. 3.1. Иллюстрация понятия «мода» 
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Обозначения моды: Мо; Мох. Графически мода отвечает вершине полигона 
распределения (рис. 3.1). 

Существуют одномодальные (унимодальные) и многомодальные (полимо- 

дальные) распределения. 
5. Начальные и центральные моменты. 

Определение 3.7. Начальным моментом порядка k называется M[X*] = оц. 

Центральным моментом порядка К называется М[(Х—тх) = ИА. 

Математическое ожидание — это начальный момент 1-го порядка. Диспер- 

сия — центральный момент 2-го порядка. Центральные моменты могут быть вы- 
ражены через начальные. Примером является формула (3.14): 

и2 =Dy= M[X?] - my” = 02 — 012. 
Начальные и центральные моменты — это тоже числовые характеристики 

случайной величины. 

$ 4. Производящая функция (вероятностей) 

Метод производящих функций достаточно эффективен в нахождении мо- 

ментов дискретных случайных величин с целыми неотрицательными значения- 

МИ. 

Определение 4.1. //роизводящей функцией вероятностей (или производя- 

щей функцией) для дискретного распределения, определяемого формулой 
P(X =k)= p,, k =0,1,2,... (4.1) 

называется сумма степенного ряда, коэффициентами которого являются веро- 

ятности закона распределения: 

PQ)= Dp (4.2) 

Так как р(1)= у P, =1, то ряд (4.2) сходится в области |х|< 1. 
k=0 

Дифференцируем ряд (4.2) почленно дважды: р’(х) = Арх" . Тогда 
kal 

p(l= Хе, =m, =;; (4.3) 

P(x) = k(k-l) px? 5 pI) = kk-D py, = Pp, — У, = а, - 04. 
i= i= i= i= 

Далее, Dy =a, -а? =(a, -a,) +a, -a2=p"(l)+ p'()-[p(] 

Таким образом, 
2 

Dy =р’Ф+р@-[р (4.4) 
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Формулы (4.3) и (4.4) будут использованы далее для нахождения тхи Dy 

рассматриваемых распределений. 

$ 5. Биномиальное, Пуассона, геометрическое распределения 

Указанные три распределения наиболее употребительны для описания ре- 

альных дискретных распределений. 
1. Биномиальное распределение. Биномиальный закон распределения 

определяется формулой 
— 1.) — — CK nk gn-k 

P(X =k)=Fy 4 = Cy P Ч 2 (5.1) | 

К =0,1,....п; О<р<1; а=|-р; 

п(п-1(п-2)...(и 2+ т 

К! _ k\(n—k)! 

Случайная величина Х, распределенная по биномиальному закону, является 

числом появлений события А (успехов) с вероятностью р в схеме Бернулли 

k Ln 

C= — число сочетаний из 1 по k. 

проведения л независимых испытаний. Например, XY — число выпадений орла 
при n бросаниях монеты (р = 1/2), число вышедших из строя приборов при не- 

зависимых испытаниях п приборов на надёжность, число попаданий в цель при 
п независимых выстрелах ит. д. 

Производящей функцией биномиального закона будет 

р) = У Серка" xk = VCE px) а" =(рх+а)". (5.2) 
k=0 k=0 

Для неё p'(x)=np(pxt+q)""; p'(x)=n(n—-l)p*(pxt+q)"”; 
Pp (l)=np(pt+q)" =np, так как р+а=1; p(l=n(n-l)p’. 

Подставляя p’(1) и р”(1) в формулы (4.3), (4.4), находим 

ту =np; (5.3) 

Dy =npq.- (5.4) 

Пример 5.1. В боевой операции участвуют 50 самолётов. Вероятность гибе- 

ли самолёта в результате обстрела противником равна 0.06. Найти математиче- 
ское ожидание и среднее квадратичное отклонение числа Х сбитых самолётов. 

> Имеем схему испытаний Бернулли, следовательно, Х — биномиальная 

случайная величина. Применяем формулы (5.3) и (5.4): 

my =50-0.06=3; Dy =50: 0.06-0.94 = 2.82; Oy =V282 =1.68. < 

2. Распределение Пуассона. Закон распределения Пуассона определяется 

формулой 

ak _ P(X =k) =e"; (5.5) 

К =0,1,2,... ; а>0; а — параметр распределения. 
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В силу предельной теоремы Пуассона (гл. 4, $ 7) — распределение Пуассона 
— предельное для биномиального при указанных там условиях. 

Закон Пуассона широко применяется на практике для описания реальных 
случайных величин, например, числа атомов радиоактивного вещества, рас- 

павшихся за время Г; числа заявок, поступивших за время Г в систему массово- 
го обслуживания; числа автомашин, проследовавших через контрольный пункт 
за время Т; числа опечаток в большом тексте; числа бракованных изделий в 
большой партии и т. д. Во всех этих примерах предполагается, что среднее зна- 

чение за время Г для рассматриваемой случайной величины известно. 

Производящей функцией закона Пуассона будет 

p(x)= Sees = coy er = e~4 et = еч (<; (5.6) 

Для нее p(x)=ae; p’(l)=a; p(x)=a’e"; p'(1)=a’. Подставляя 

p’(1) и р”(1) в формулы (4.3) и (4.4), получаем 

my =Dy =a. (5.7) 

Пример 5.2. Число Х пожаров в городе за сутки — случайная величина, pac- 

пределенная по закону Пуассона и имеющая среднее значение my =2. Найти 

вероятность, что число пожаров в сутки будет меньше двух. 

» По формулам (5.5) и (5.7) находим закон распределения JX: 
dk 

P(XY =k) =—e~. Отсюда 

P(X <2)=Р(Х =0)+ P(X =1)+ P(X =2) =e? +2е-? +2е-? =5е-? = 0.68. << 

3. Геометрическое распределение. Геометрическое распределение опреде- 

ляется формулой 

P(X =К) = pq*', К=1,2,...; 0<p<l;g=l1-p. (5.8) 

Случайная величина Х, распределенная по геометрическому закону, есть 

число независимых испытаний до первого появления события А (успеха), кото- 

рое в каждом испытании появляется с вероятностью р. Такая схема испытаний 

и сам закон распределения называются геометрическими, ибо вероятности (5.8) 

являются членами геометрической прогрессии. 

Примерами реальных случайных величин, распределённых по геометриче- 

скому закону, являются число испытаний прибора до первого отказа, число 

бросаний монеты до первого выпадения орла, число произведенных деталей до 

первого брака ит. д. 
Производящей функцией геометрического закона является 

p(x) = >> pg xk = px (ах =; (5.9) 
k=l k=l 1 — qx 

(1-9)? р?’ p 
Подставляя p’(1) и р”(1) в формулы (4.3), (4.4), находим: 
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my =Ир, (5.10) 

Dy =а/р?. (5.11) 
Пример 5.3. Вероятность брака партии изделий равна р = 0.1. 

1) Сколько нужно проверить деталей в среднем до первого обнаружения 
брака? 2) Чему равна вероятность P(X <my+oy,)? 

> 1) По формуле (5.10) получаем my =1/0.1=10. 

2) P(X <my +0y)=P(X <10+\/0.9/0.1) = Р(Х <19.49) = P(X <19) = 
19 | 20 

=> ра“ = Paz =! 9” =1- (0.9) =1-0.12=0.88.4 

$ 6. Непрерывная случайная величина 

Само название случайной величины — непрерывная — говорит о том, что её 

значения непрерывно заполняют промежуток вещественной оси. Перечислить 

все значения такой случайной величины и задать их вероятности невозможно. 

Непрерывную случайную величину задают с помощью илотности распределе- 

ния вероятностей подобно физической плотности распределения материи. 

Примерами реальных непрерывных случайных величин являются: результат 

измерения, время разговора по телефону, ошибка округления и т. д. 

Определение 6.1. Случайная величина Х называется непрерывной, если су- 

ществует неотрицательная функция f(x), называемая плотностью распределе- 

ния вероятности, такая, что вероятность попадания случайной величины в 

промежуток [а, 6] равна определённому интегралу от плотности по этому про- 

межутку: 
b 

Pas X <b)=| /(х) 4х. (6.1) 
a 

Там, где это не вызывает недоразумений, плотность распределения вероят- 

ности короче называют плотностью распределения, плотностью вероятности, 

плотностью. 

Замечание 6.1. Для непрерывной случайной величины вероятность события 

X=c, где с — фиксированное число, равна нулю, так как 

ре) = Рек хе) = [ад =0. 

Таким образом, событие Х=с является возможным, но имеющим вероят- 

ность нуль. Соответственно этому противоположное событие имеет вероят- 

ность 1, но не является достоверным. Отсюда также следует, что 

359



P(X €[a,b])=P(X € (a,b))=P(X €[a,b)) =P (ХЕ (а,6]). 

Свойства плотности распределения 

Это неотрицательная, заданная на всей вещественной оси функция, норми- 

рованная условием 

| f(x)dx = P(-0 < Х < +00) = P(J) =1. (6.2) 

В приложениях можно ограничиться кусочно-непрерывными плотностями, 

т. е. функциями, ограниченными на всей вещественной оси и имеющими ко- 

нечное число точек разрыва на каждом конечном промежутке. В общей форму- 

ле (6.1) содержится и формула для функции распределения непрерывной слу- 

чайной величины: 

F(x) =P(-0@< Х<х)= [ S(t)dt. (6.3) 

Эта функция является первообразной для плотности f(x), т. е. 

F(x) = f(x). (6.4) 
Интеграл (6.1) численно равен площади криволинейной трапеции под кри- 

вой плотности в пределах промежутка [а, 6] (рис. 6.1). Он равен вероятности 

попадания случайной величины в этот промежуток. 

я 
72 

be 

О а Мо b О > 

Рис. 6.1. Геометрическая иллюстрация Рис. 6.2. Типовой график функции 

вероятности попадания случайной распределения непрерывной случайной 

величины в промежуток величины 

Часто плотность называют дифференциальным, а функцию распределения — 

интегральным законами распределения непрерывной случайной величины. 

Обычно предпочитают дифференциальный закон, ибо кривая плотности 

наглядно показывает, в какие промежутки более вероятно, а в какие — менее ве- 

роятно попадание значений случайной величины (по величине площади криво- 

линейной трапеции). Наглядно видны и другие свойства закона, например, 

симметричность. 

График функции распределения непрерывной случайной величины — непре- 

рывная кривая (рис. 6.2), идущая от вещественной оси к прямой у=1. 
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$ 7. Числовые характеристики непрерывной случайной величины 

Определение 7.1. Математическим ожиданием непрерывной случайной 

величины Х называется интеграл 

MX = Губа. (7.1) 

Этот интеграл предполагается абсолютно сходящимся. В противном случае, 

т.е. когда интеграл расходится или сходится условно, считают, что случайная 

величина Х не имеет математического ожидания. 

Вероятностный смысл формулы (7.1) такой же, что и для дискретной слу- 

чайной величины. Это её среднее значение, точнее — средневзвешенное значе- 

ние с весовой функцией, равной плотности вероятности. Напомним, что сред- 

невзвешенным значением функции ф(х) с весовой функцией f(x) на промежутке 

[а, 5] является отношение 
b b 

P(xDepese. = [OOS Oddx / | fa)ar. (7.2) 
b 

Если Q(x) = x, а = —о0, b =+0, | f(x)dx =1, то формула (7.2) принимает вид 
a 

(7.1). 

Свойства математического ожидания, сформулированные в $ 3, формулы 

(3.2) — (3.5) остаются справедливыми и для непрерывной случайной величины. 

Определение дисперсии случайной величины Х, данное в $ 3 с помощью 

формулы (3.8): , 

Dy =M[(X-my)*] =М[Х?], 

является общим как для дискретной, так и для непрерывной случайной величи- 

ны. Конкретизируем эту формулу, указав способ вычисления Dy. Для этого от- 

метим общую формулу для математического ожидания непрерывной функции 

(p(X) непрерывной случайной величины Х [2]: 

меб = | 90) fede. (7.3) 
В этой формуле интеграл предполагается абсолютно сходящимся. Для слу- 

чая дисперсии ф(х) = (х-тх). По формуле (7.3) получаем 

ОХ = fo —my)? fy(x)dx. (7.4) 

Свойства дисперсии (3.13), (3.14), (3.16), указанные для дискретного случая, 
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остаются справедливыми и для непрерывной случайной величины. 

Определение 7.2. Модой непрерывной случайной величины называется точ- 

ка максимума её плотности вероятности (рис. 6.1). 

Определение 7.3. Медианой (МеХ, Ме) непрерывной случайной величины 

называется её значение, обладающее свойством — вероятности попадания слу- 

чайной величины Х левее и правее медианы равны: 

Р(Х<Мех)= Р(Х> Мех). (7.5) 

С помощью функции распределения F(x) равенство (7.5) записывается в ви- 

де Р(Ме) =1- Е(Ме), отсюда 

Е(Ме=1/2. (7.6) 

Если F(x) строго возрастает, то медиана единственна. В случае отсутствия 

тх его роль, как среднего, обычно выполняет медиана. 

Определение 7.4. Коэффициеитом асимметрии распределения (скошенно- 

сти) или просто асимметрией называется число, равное отношению третьего 

центрального момента случайной величины к кубу ее среднего квадратичного 

отклонения: 

ay =p,/0}. (7.7) 

Для непрерывной случайной величины ах >0, если график одномодальной 

плотности имеет пологую часть справа, а крутую слева от моды; ах <0, если 

наоборот; ах=0 для симметричного распределения (рис. 7.1). 

Aral) Vale) Aref 
a, <0 

| 
Мо ©

 | 
Mo ЭЦ

 

О 

Рис. 7.1. Геометрическии смысл знака коэффициента асимметрии ах 

Определение 7.5. Квантилью порядка р непрерывной случайной величины 

называется ее значение Xp, удовлетворяющее уравнению 

Ех(хр) = р- (7.8) 
Квантили порядков p=1/4 и р= 3/4 называются соответственно нижней и 

верхней квартилями. 

Если Рх(х) строго возрастает, то квантиль Xp) единственна. 

Квантиль порядка р=1/2 есть медиана распределения. 
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В математической статистике применяются таблицы квантилей конкретных 

распределений [13]. 

$ 8. Нормальное, показательное, равномерное распределения 

1. Нормальное распределение (закон Гаусса). Случайная величина Х 

называется распределённой нормально, если её плотность вероятности задана 

формулой 

f(x) — т en (х-т)? {207 — —1 ехр |- (х — т)" | (8. 1) 

ov 270 oV 270 

Параметр т называется центром, а параметр с — стандартным отклонени- 

ем случайной величины Х. График f(x) приведен на рис. 8.1. 

АУ 

Qa en = SC 

у 
= 

Рис. 8.1. График плотности нормального распределения 

Нормальный закон для краткости обозначается символом N(m, с). Функция 

распределения нормального закона выражается формулой 

х _ (t—m)° 
| 2 х-т х-т 

Е(х) = e 26 a= 0 )=05+Ф ( ). 8.2 ( ) <x | с 0 с ( ) 

Здесь 

х vr 

@(x)=—L [e 24 (8.3) 
27 

называется функцией Лапласа, а функция Фо(х), определяемая равенством 
3 

x {7 
1 —__ 

Te e 2dt, (8.4) Фо(х) = 

называется нормированной функцией Лапласа. Функции D(x) и Фо(х) связаны 

соотношением: 

Ф(х) = 0.5+Фо(х). (8.5) 
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График Фо(х) представлен на рис. 8.2. График Ф(х) получается сдвигом гра- 

фика Фо(х) на 0.5 единиц вдоль оси Оу вверх. 

Нормированная функция Лапласа Фо(х) во многих случаях удобнее, чем 

Ф(х), ибо является нечётной. Её свойства: Фо(-х)=-—Фо(х); Фо(0)=0; Фо(+)=0.5. 

Последнее свойство основывается на так называемом интеграле Эйлера — Пуас- 

сона ( Л. Эйлер — российский математик, 1707—1783) 
+00 

fet Pat = т. (8.6) 

График функции распределения F(x) нормальной случайной величины (8.2) 

получается из графика Фо(х) путём сдвигов и растяжений вдоль осей координат. 

Он представлен на рис. 8.3. 

Для нормального закона Лт, с), взяв интегралы (7.1), (7.4), получим 

МХ = т; (8.7) 

DX = о°. ( 8.8) 

Таким образом, здесь параметр т является математическим ожиданием, а 

параметр с — средним квадратичным отклонением нормальной случайной вели- 

ЧИНЫ Х. 

| 

+ 
И O! ? 

Puc. 8.3. График функции распределения Е(х)нормального закона N(m, д) 

В силу симметрии графика плотности относительно прямой х = т имеем 

Мо = Ме = т”. (8.9) 

С помощью таблицы квантилей нормального распределения №0, 1) можно 

найти квартили X14 = т - 0.67456 , x34 = т + 0.67450 распределения N(m, с). 

Нормальный закон широко распространён в природе. Им описываются 

ошибки измерений, координаты точки попадания снаряда, величина шума в ра- 

диоприёмном устройстве, линейные размеры и многие параметры деталей при 
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массовом производстве ит. д. 

Для нормального распределения М№(т,б) справедлива формула 

P (|X —m)|<Ao)=2®,(A). (8.10) 

m P(|X —m)|<do) = P(-ho < X¥ —m<ho)=P(m—-Ao< X <m+io) = 

= Fy(m+o)-Fy(m—As) = 05+@,(mtho—m) -05~ ("= Ag =m) — 

= @)(A) — Фо(-^) =2Ф,(^). < 

При частных значениях А, из формулы (8.10), используя таблицу значений 

функции Фо(х), получаем 

Р(|Х-т)|<с)=2Ф, (1) = 0.6827; 

P (|X —m)|< 20) =2®,(2) = 0.9545; 

P (|X — m)|< 30) =2®,(3) = 0.9973. 

Эти результаты означают, что 68.27% (грубо — две трети) значений нормаль- 

ной случайной величины попадают в промежуток (11--о, т +0), 95.45% — в про- 

межуток (71—20, т +20) и 99.73 % - в промежуток (т-3о, т +36). Во многих 

вопросах инженерной практики считают допустимым пренебрегать вероятно- 

стями меньшими, чем 1-0.9973 = 0.0027 =0.003. 

Определение 8.1. Событие называется практически невозможным, если 

оно имеет столь малую вероятность, которой в рассматриваемых вопросах 

можно пренебречь. Событие, противоположное практически невозможному, 

называется практически достоверным. 

Правило трёх сигм. Практически достоверно, что все значения нормальной 

случайной величины находятся в промежутке (т-Зо, т +36), т.е. отстоят OT 

центра не более чем Ha Зо. 

Для сравнения распределений, близких к нормальному М№т, о), вводится 

числовая характеристика, называемая эксцесс. 

ех=уа/ о“ (8.11) 

Здесь ил — четвёртый центральный момент 
+2 

и. = | (x— my )* fy (х)ахХ. 
Oo 

Для нормального распределения непосредственно проверяется, что [y= 30%, а 

потому @х = 0. 
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Пусть сравниваемое с нормальным N(m, с) распределение — симметричное, 
одномодальное, имеет те же математическое ожидание m и дисперсию о” и, 
кроме того, визуально близко к нормальному (точный смысл этого требования 

выходит за рамки курса). Тогда можно утверждать, что если Ey >0, то вершина 

сравниваемой кривой плотности лежит выше вершины нормальной кривой 

если же @х <0, то ниже (рис. 8.4). 

} 
2 е. >0 

и ey =0 

Хх ey <0 

Хх 

О 

Рис. 8.4. Иллюстрация роли эксцесса в характеристике «островершинности» 

кривой плотности вблизи моды в сравнении со стандартной нормальной кривой 

(m =0,0= 1) 

В силу этого свойства эксцесс называется показателем «островершинности» 

кривой плотности в сравнении с соответствующей нормальной кривой. По бли- 

зости асимметрии Ах и эксцесса ех к нулю для произвольного распределения 

можно сделать суждение о некоторой близости его к нормальному распределе- 
HHO. 

Пример 8.1. Параметр детали Х при массовом производстве распределен 

нормально с тх=2 и oy =0.1. Найти процент деталей, отклоняющихся OT Mx по 

модулю не более, чем на 1% OT mx. 

> Применим формулу (8.10): Р (|X —т| < ho) =20,(A). Здесь 

ho =А.. 0.1 = 0.01.2 = 0.02. Отсюда A=0.02/01=0.2. Шо таблице находим 

2 9(A) =2Фо (0.2) =2.0.07926 = 0.15852 = 15.9%. < 

2. Показательное распределение. Плотность вероятности показательного 

закона распределения определяется формулой 

f(x)= tne (A >0). (8.12) 

График плотности F(x) приведён на рис. 8.5. 

Функция распределения для показательного закона выражается формулой 
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0, х< 0; F(x) {gh (8.13) 
График Р(х) изображён на рис. 8.5. 

> 
= 

X 

Рис. 8.5. Графики плотности f(x) и функции распределения F (x) для показательного 

распределения 

Числовые характеристики показательного распределения: 

my =Oy =I1/A; (8.14) 

Mo=0; Me=(In2)/A = 0.693/2. (8.15) 

Показательное распределение используется для описания распределения pe- 
альных случайных величин, таких как длительность работы прибора до первого 
отказа, длительность времени обслуживания в системе массового обслужива- 

ния, длительность жизни атома радиоактивного вещества и других. 
Пример 8.2. Средняя длительность Х телефонного разговора равна 5 мин. 

Найти вероятность, что произвольный телефонный разговор будет продолжать- 
ся от 5 до 10 мин. 

> Дано my =5. Тогда А, = Итх = 1/5; P(S< X <10) = Ех (10) - Fy (5) = 

= (1-е 9) - (1-е) =e |! —e* =0368—0135= 0.233 = 023.4 
3. Равномерное распределение. Случайная величина Х называется равно- 

мерно распределённой на отрезке [а, b], если её плотность вероятности задана 
формулой 

f= Fea хе, (8.16) 
0, ле [а,Б]. 

Функция распределения F(x) для равномерного закона на отрезке [a, 5] вы- 
ражается формулой 

0, x < 0; 
F(x) =4(x-a)/(b-a), aS xb; (8.17) 

l, х>1[. 
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а) KY¥Y= f(x) 6) A y=F(x) 

y=0 y=O _ y=0 > 
О a b Xx ОГ a b “x 

Рис. 8.6. Графики для равномерного закона на отрезке [a, b]: 

а) плотности y=f(x); 6) функции распределения y=F (x) 

График плотности вероятности изображён на рис. 8.6(a), а график функции 

распределения F(x) на рис. 8.6 (6). 

Доказательство формулы (8.17). 

№» Если х<а, то Е(х) = [04-0 

Ecnu a<x<b,10 F(x)= | + Г ош=х=а. 

а b x 

Боли x>b, то F(x)= | Odt+ [+ —dr+ [0% =0+1+0=1.< 
—oo a b 

Числовые характеристики равномерного распределения на [a,b]: 

= Ме= (а+Ь)/2; (8.18) 

D,, =(-а)? /12. (8.19) 

Доказательство формул (8.18), (8.19). 

| x у | b?-a* а-+Ь — \dy — - vb — — — mm, = J уф = [xpd х= 
a 2(-а) 2 

a+by x3 , (2+5)? _ 

2 ~ 36- a) 
В, =MX2-mi, ре 

a 4 

_b-a (at+by " peepee’ _a?+2ab+b? _b?-2ab+a* _(b-a) 
~ 3(b-a) 4 — 3 4 7 12 12 

Равномерное распределение применяется для описания ошибок округления, 
ошибок отсчёта по приборам стрелочного типа. 

Равномерное распределение на отрезке [0, 1] является стандартным. OHO за- 
ложено в компьютерах, которые по специальным программам производят псев- 

дослучайные числа, распределённые приближённо равномерно на отрезке 

(0, 1]. Есть формулы, программы, преобразующие равномерный закон распре- 
деления в другие законы, а также таблицы случайных чисел, распределённых 
равномерно на отрезке [0, 1] [6]. 

Пример 8.3. Случайная величина Х распределена равномерно на отрезке 

(a, 6]. Найти вероятность попадания X в отрезок [a, В] с[а, 6]. 
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В-@ _ длина[а,В] 
Ь-а длина[а,Ь]’ 

В В 
> Р(Хе[в,В]) = [/(х)&= о 4= 

Этот результат показывает, что возможность применения геометрического 
определения вероятности (гл. 2) означает, что соответствующая случайная точ- 
ка Х распределена равномерно на отрезке [а, 6]. < 

Глава 6. Двумерная случайная величина 

$ 1. Двумерная случайная величина. Функция распределения 

Определение 1.1. Двумерной случайной величиной называется упорядочен- 

ная пара (Х, 7) одномерных случайных величин Хи Y. При этом предполагают- 

ся определёнными вероятности произведения событий Х < хи У < у для любых 

вещественных X, у. Одномерные случайные величины X,Y называются компо- 

нентами двумерной случайной величины (Х, 7). 

Двумерную случайную величину называют также случайным двумерным 
вектором, случайной двумерной точкой, системой двух случайных величин. 

Примеры реальных двумерных случайных величин. 

1. Два размера детали в массовом производстве. 

2. Величина сигнала в управляющем устройстве в два момента времени. 

3. Абсцисса и ордината точки попадания снаряда. 

4. Количество бракованных деталей в двух выборках из партии деталей. 

Определение 1.2. Функцией распределения Еху(х, у) двумерной случайной 

величины (Х, У) называется вероятность произведения двух событий Х <х, 

У < у, определённая для любых вещественных x, у: 

Еху(х, у) = Р(Х<х,У<у. (1.1) 

Здесь произведение событий под знаком вероятности обозначено через запя- 

тую. Функцию Рху(х, у) для краткости будем называть двумерной функцией 

распределения. 

Свойства двумерной функции распределения 

1. Fyy(—00,—00) =0; так как Х< —-® и Y<—oo — невозможные события и сов- 

мещение (произведение) невозможного события с любым другим событием 

есть также невозможное событие. 

2. Fyy(t+o, +00) =1, (1.2) 

так как оба события Х< + и У< + являются достоверными. 

3. Fyy(x,+ 0) =F x(x); Еху(+ 0, у) =Ру(у), (1.3) 
> 1) Y¥<+00 — достоверное событие; ero совмещение с событием X< х есть TO 

же событие Х < х>, и потому 

Еху(х,+ со) = Р(Х<х, Y< о) =Р(Х<х)=РА(Х). 
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2) Х< 0 — достоверное событие; его совмещение с событием У<у есть 

то же событие 7 < у, и потому 

Еху(+ оо, у) = Р(Х<+, У<у) = Р(У<у) =Ру(у). 4 
4. Fy (x, у) не убывает по каждому из своих аргументов при фиксированном 

другом аргументе, что доказывается так же, как и для одномерной случайной 

величины. 
Замечание 1.1. Формулы (1.3) называются формулами согласованности 

(общего вида). Они означают, что из функции распределения двумерной слу- 
чайной величины (Х, У) можно получить функции распределения её одномер- 

ных компонент Х и 7, устремив один из аргументов к + 00, 

Обратное неверно, т. е. из одномерных функций распределения компонент в 
общем случае нельзя получить функцию распределения двумерной случайной 
величины. Таким образом, двумерная функция распределения несет суще- 

ственно больше информации, чем две одномерные функции распределения 
компонент X и 7. Рассматривая случайные величины Х, У порознь, а не в систе- 

ме, нельзя получить сведения об их зависимости. 
Различают дискретные и непрерывные двумерные случайные величины. 

$ 2. Дискретная двумерная случайная величина. 

Таблица распределения 

Определение 2.1. Двумерная случайная величина называется дискретной, 

если множество её значений (x, у) — конечное или счётное. 

Примеры реальных дискретных двумерных случайных величин 
1. (Х, У), где Х — число деталей, изготовленных за смену на первом станке, У 

— на втором. 
2. (Х, 7), где Х — число клиентов, поступивших за время 7 в первую систему 

массового обслуживания, Y — во вторую. 
Закон распределения вероятностей двумерной дискретной случайной вели- 

чины (Х, У) можно задать формулой 

P(X =x,Y=y)=p,(i=l,...,mjk=1,...,7). (2.1) 

Это вероятности совмещения событий X=xi, Y=yx. Так как события, означа- 

ющие одновременное выполнение равенств Х=хь У=ук, [=1,...,т; Е=1, ..., И, 

попарно несовместны и образуют полную группу, то 
т п 

Ур. =]. (2.2) 
i=l = 

Если множество значений двумерной дискретной случайной величины (Х, Y) 

конечно, то её можно задать таблицей распределения (таблица 2.1): 
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Габлица 2.1 

х- У | У 2 У Nn 

x | Ри | Pr Pin 

Хх, | Pa | Px Pon 

x т Pp т ] Pp т 2 Pp Ww 

Nn 

(2.3) 

Pu = У Pit: 
i=l 

Здесь Pp, =P(X =х,), 1=1,..., 1; p,, =P(Y=y,), k=1, ..., п, — одномерные 3a- 

коны распределения компонент случайной величины. Формулы согласованно- 

сти (2.3) позволяют из закона распределения двумерной случайной величины 

получить одномерные законы распределения ее компонент, которые, таким об- 
разом, не произвольные, а согласованы друг с другом. 

Функция распределения дискретной двумерной случайной величины по 

аналогии с одномерным случаем может быть записана в виде 

Fyy (x,y) = >. >, Pix 
х,<х у, <у 

Суммирование распространяется на значения Ги А, для которых х;<х, уху. 
Пример 2.1. Задана таблица распределения дискретной двумерной случай- 

ной величины (Табл. 2.2). Требуется найти одномерные законы распределения 
компонент. 

(2.4) 

Габлица 2.2 

Хи | v2 | 3 |] Die 
«тт 
"| 12 | 6 3 | 12 
x 1111115 

2 | 6 6 | 12 || 12 

11115351] 
Pex | 4 3 | 12 

> Применим формулы согласованности (2.3). Согласно этим формулам 
суммы вероятностей p, по строкам таблицы дают р,., а по столбцам — p,,. 

Эти суммы записаны в дополнительном столбце справа и в дополнительной 
строке внизу. 

р. =112+16+ 3 =7/12; р,. =1/6+1/6+1/12 = 5/12; 
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Py =Y12+1/6=1/4; p,, =1/6+1/6=1/3; p,, =1/3+1/12 = 5/12. 

$ 3. Непрерывная двумерная случайная величина. 

Плотность вероятности 

Определение 3.1. Двумерная случайная величина называется непрерывной, 

если существует неотрицательная функция fry (x, у), называемая двумерной 
лотностью вероятности, такая, что вероятность попадания случайной величи- 
ны (Х, 7) в область D равна двойному интегралу от плотности по области D 

P((X,Y)e D)=[[ fy (xy) dxdy. (3.1) 

Из приведённой формулы (3.1) следует выражение для функции распределе- 
ния двумерной непрерывной случайной величины: 

Fy (х, у) = P(e < Х<х, —<ю<У<у)= | | Лу» (х, у)ахау. (3.2) 
—со —со 

Это есть вероятность попадания случайной точки (Х, 7) в «юго-западный» 

квадрант с вершиной в точке (x, у (рис. 3.1). 

/ 
(x,y) 

Рис. 3.1. «Юго-западный» квадрант с вершиной в точке (x,y) 

N 

Из формулы (3.2) следует, что Fy (x, у) непрерывна на всей плоскости Oxy. 

Свойства двумерной плотности вероятности 
1. Определена на всей плоскости Оху. 

2. 07 F yy (x,y) _ 
yy (x, y) в каждой точке непрерывности плотности, что 

дхду 

следует из свойств интеграла с переменным верхним пределом. 
+co +co 

3. | Лу Су) ау = fy (x); | fy у) =f, ()- (3.3) 

Формулы (3.3) носят название формулы согласованности для плотностей. 

4. [ [хуи =1. (3.4) 
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Формула (3.4) есть иначе записанная формула (1.2) для непрерывного случая. 

Доказательство формул (3.3; 3.4)). 

» Докажем первую формулу. Вторая записывается по аналогии. Применим 

первую общую формулу согласованности (1.3): Еху(х,-+ с) =F y(x). Для непре- 

рывных случайных величин она записывается в виде 

| {ft vy (X, y)dxdy = [if „(х)ах. 
—00 —co 

Дифференцируем обе части этого равенства по x. Используем известный 

факт из математического анализа: значение производной интеграла с перемен- 
ным верхним пределом равно значению подынтегральной функции на верхнем 
пределе в любой точке непрерывности подынтегральной функции. Получаем 
oo 

| fv »)dy = fy (x). 

$ 4. Примеры двумерных непрерывных распределений 

1. Двумерное равномерное распределение в области D определяется плот- 

ностью 

_ /5р, (x,y) е В; 
Рабы) = 0, (x,y) ¢D. (4.1) 

Здесь Sp — площадь области D. 

Равномерное распределение применяется в так называемом методе стати- 

стических испытаний (метод Монте-Карло) для приближенного вычисления 

интегралов и других математических величин. 

2. Двумерное нормальное распределение определяется плотностью 

1 Fy Oy) = х 
“a 216,6,.J1-p? 

] (х— т)” _ (х-т)(у-ть) (y—m,)? 49 
EXP eal or P 0/9, у 05 | и” 

Она содержит 5 параметров 711, 1712, G1, 62, р. Точка (711, т2) называется цен- 

тром нормального распределения. Параметр р называется коэффициентом 

корреляции. 

Двумерное нормальное распределение применяется для описания: 

1. Абсциссы и ординаты точки попадания (Х, 7) при стрельбе; 

2. Двух параметров детали при массовом производстве; 

3. Двух результатов измерения. 
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Если применить формулы согласованности (3.3), то после взятия интегралов 

получим 

Ху (x)= 1 чер - (x= my" | > Sy QO) = —1 ежр - (y= ma)" | > (4.3) 
o,V2n 26; o,V2n 263 

откуда заключаем, что 711, m2 — математические ожидания компонент Х, Y, дву- 

мерной нормальной случайной величины (Х, 7), 61, 02 — средние квадратичные 

отклонения их компонент. 

> Для доказательства формул (4.3) используется табличный интеграл 
+ео 

| on (ax2+2brte)/2 р — Року (а > 0) , 

—6o 

+00 

который приводится к известному интегралу Эйлера — Пуассона | edt =J2n 
—oco 

выделением полного квадрата трёхчлена 
, 

by ac-b* 
ax? + 2bx-te=a{ x42 +—— 

и последующей подстановкой x+b/a=t/Ja.< 

/-(m,,m,) a 

Рис. 4.1. Сечения графика нормальной двумерной плотности 

Графиком двумерной нормальной плотности (4.2) является холмообразная 

поверхность, располагающаяся над всей плоскостью Оху, асимптотически при- 

ближающаяся к ней при удалении на бесконечность, симметричная относи- 

тельно вертикальной оси, проходящей через центр (ть 72), и с вершиной в 

этой точке (рис. 4.1). Любое сечение поверхности — графика нормальной 

плотности плоскостью, перпендикулярной Оху, является кривой Гаусса. 

$ 5. Зависимость и независимость двух случайных величин 

Определение 5.1. Случайные величины X, Y называются независимыми, ес- 

ли независимыми являются события Х<х и У<у для любых вещественных 

(x, vy). В противном случае случайные величины (X, У) называются зависимыми. 
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Теорема 5.1. Необходимым и достаточным условием независимости двух 

случайных величин в общем случае является равенство 

Еху (x, у) =Ех (х)-Еу(?) (5.1) 

для любых вещественных хи у. 

Это условие есть иначе записанное необходимое и достаточное условие не- 

зависимости двух событий: P(AB)=P(A) Р(В) (гл. 4, (3.2)) для случая событий 

A=(X<x), B=(Y<y). 

Теорема 5.2. Необходимым и достаточным условием независимости двух 

непрерывных случайных величин является равенство 

Sey (x, у) =x @) Sy 0) (5.2) 
для любых вещественных хи у. 

Формула (5.2) следует из (5.1) дифференцированием по хи y, а (5.1) из (5.2) 

интегрированием по хиу. 

Теорема 5.3. Необходимым и достаточным условием независимости двух 

дискретных случайных величин является равенство[4] 

Pik = Ра» ` Pek (5.3) 
для любых (=1,2,...,m;3 k=1,2,...,n. 

Пример 5.1. Дана таблица распределения дискретной случайной величины 

(Х, У) (табл. 5.1). Выяснить, зависимы или нет её компоненты. 

Таблица 5.1 

АУ yi у? 

x, | 1/12 | 1/4 

Xx? 1/6 1/2 

> Складывая вероятности по строкам и столбцам, находим законы распре- 

деления компонент: 

С lad 
PTT G3 227672 

_2. СЕТ. 
—3> 217127674’ Pe2 

Теперь проверяем условия (5.3): 

11 ] , 13 1 ; 
Pleo Pal 3° 4-777 Pl Plo Pe2 3°49 - Gq ~ Pl2> 

~2 1_1_ 2 3 _1_ 
Р2® Pel ~ 3° 4-6 Р21 P2e* Pe2 — 3° 4 -~ 5 ~ P22° 

Условия (5.3) выполнены, поэтому компоненты (X, Y) независимы. << 

Пример 5.2. Проверить, что равенство нулю коэффициента корреляции р 

является необходимым и достаточным условием независимости компонент Х, У 

двумерной нормальной случайной величины (Х, 7). 
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> Пусть р=0. Тогда формула (4.2) принимает вид: 

ехр 3] ors кои 5) |}- ty (x): ty (y)> где 

| 2 

(y- m3)? 
— — e A 

fy (х, 

д 1 (x- ue _ 
до —pevexp | -& eae )= <r 

Равенство (5.2) выполнено, следовательно, Х, У независимы. 

Обратно: пусть Х, У независимы, т. е. выполнено равенство (5.2): fry (х, у) = 

=fy (x):-fy (vy), где слева стоит двумерная нормальная плотность (4.2), а справа — 

произведение одномерных нормальных плотностей компонент Х, 7, представ- 

ленных формулами (5.4). Положим в этом равенстве (5.2) х=пи, у= то. Тогда 

1 __ | dl 

2n0,6,,J1-p2 6, V2n в 2. 

1-р2 =1. Отсюда p=0.<44 

OHO принимает вид: После упрощения получа- 

$ 6. Математическое ожидание функции двумерной 

случайной величины 

Рассмотрим случайную величину P(X, 7), являющуюся функцией компонент 

X, У двумерной случайной величины (Х, 7). Справедливы общие формулы: 

м[е(%, 7] = 7 [oy Sve y)dxdy (6.1) 
для непрерывного случая и 

т i 

M[9(X,Y)]= 2,2 009, ) Pin (6.2) 
i=] k=! 

для дискретного случая. 

Здесь /ху(х,у) — плотность вероятности случайной величины (Х, У), а 

р, =Р(Х =х,У=у,), Г=1,...тК=1,..., п — закон распределения дискрет- 

ной двумерной случайной величины. 

Доказательство формул (6.1), (6.2) выходит за рамки курса [7]. 

С помощью формул (6.1), (6.2) могут быть записаны и доказаны формулы 

для математического ожидания суммы и произведения двух случайных вели- 

чин, выражающие свойства 3 и 4 математического ожидания (гл. 5, формулы 

(3.4), (3.5)) и неравенство Коши — Буняковского для математических ожиданий 

(О. Коши — фр., 1789-1857; В. Я. Буняковский — poc., 1804—1889). 
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Например, для непрерывного случая имеем 
оо оо 

М[Х +7] = | | (х+ у) Г. (x, y)dxdy. (6.3) 
—оо —со 

Здесь M(x, у) =x + у. 

М[ХУ]= || | хуи.) аа». (6.4) 

Здесь ф(х, у) = xy. 

Основываясь на формуле (6.3), докажем, что M[X+Y]=MX+MY . 
со foo foo oo oo foo 

№» M[X+Y]= | | (х+ у) fy, (x, p)dxdy = | xdx | Fy Ou y)dy + | ydy | Foy (%,y)ax. 

По формулам согласованности: 

| Лоб = Ли, | Sry. y)dx = 1,0 › отсюда 

MUX +Y]= { xf, (ode | yf-(y)dy=MX +MY. 
—0o —<о 

Теорема 6.1. ( неравенство Коши — Буняковского). 

IMLXY]|<./M[X?]M[Y?]. (6.5) 

$7. Корреляционный момент и коэффициент корреляции 

В § 5 были сформулированы функциональные характеристики зависимости 

и независимости двух случайных величин (формулы (5.1) - (5.3)). Рассмотрим 

теперь числовые характеристики связи между случайными величинами. 

Определение 7.1. Корреляционным моментом Кху, иначе — ковариацией, 

двух случайных величин Х, Y называется математическое ожидание произведе- 

ния отклонений этих случайных величин от их математических ожиданий: 

Кху =M[(X—my) (7У—ту)]. (7.1) 

Очевидно, что Кху= Кух. На основании формул (6.1) и (6.2) получаем фор- 

мулы для вычисления Kyy. 

Для непрерывных случайных величин: 
+00 +00 

К „= | | (х-т,)(у-т,)Л у (х, у)ахау. (7.2) 
—_оо —ео 

Для дискретных случайных величин 

Mm ot 

Ky => >, -—m,)(y, — my) Py - (7.3) 
i=] k=] 
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Определение 7.2. Коэффициентом корреляции рху двух случайных величин 

X, У называется отношение их корреляционного момента к произведению их 

средних квадратичных отклонений: 

(7.4) 

Очевидно, что рху = рух. 

Корреляционный момент и коэффициент корреляции — это числовые харак- 

теристики двумерной случайной величины, причём рху — безразмерная характе- 

ристика. Из их свойств следует, что они характеризуют связь между случайны- 

ми величинами. 

Свойства корреляционного момента и коэффициента корреляции 

Свойство 1. 

Кху =M[XY]-my.my. (7.5) 

Эта формула удобна для вычисления Kyy. 

№ Кху=М[(А—тх) (Y—my)J=M[XY— myY — myX+ тхту= 

= МХУ]- mxM[Y] — myM[X]+ тхту= М[ХУ]- my my — тутх+ my my= 

= M[XY]- my my. < 

CBOHCTBO 2. 

—1$рху<1. (7.6) 

Формула (7.6) означает, что рху — нормированная характеристика. 

> По неравенству Коши — Буняковского (6.5): 

[К vy |=|M [(X¥ —my)(Y —my)]] < JM [(Х-тх)?]-М [(-т,)?] = /БхБ, =oy6y. 

К | бус _| AY |< OxOY _1 4 

|бхбу| OyOy 
Таким образом, P xy| 

Свойство 3. Для независимых случайных величин X, Y их корреляционный 

момент, следовательно, и коэффициент корреляции, равны нулю. 

> По свойству 1 (формула (7.5)): Кху =MLXY]-my.my. Далее по формулам 

(3.5) из гл. 5: MLXY]=M[X]M[Y]=my.my. Тогда Кху=тлту- тхту= 0. <4 

Замечание 7.1. Обратное предложение в общем случае неверно, т.е. суще- 

ствуют зависимые случайные величины (Х, 7) для которых Kyy = 0. 

Пример 7.1. Случайная величина Х имеет распределение М(0, 1). 

У=Х?. Тогда ХУ=Х3; f, (x)=he*h; 
/2п 

+ 9 

M[AY]=M[X°?]= oH | Be-*P2dx=0 как интеграл от нечётной функции по 

промежутку, симметричному относительно нуля. Далее 
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Kyy=M[XY]-nmymy = 0-0 =0. 

Свойство 3 и замечание 7.1 позволяют ввести новое понятие. 

Определение 7.3. Две случайные величины Х, У называются некоррелиро- 

ванными, если их корреляционный момент равен нулю. Если Кху #0, то гово- 

pat, что X, У коррелируют между собой. 

Замечание 7.2. Если Kyy#0, то случайные величины Х, У зависимы. Дей- 

ствительно, в противном случае по свойству 3 имели бы Кху= 0. 

Соотношение между независимыми и некоррелированными случайными 

величинами может быть представлено следующей таблицей. 

Независимые Зависимые | 

некоррелированные; Кху= 0 коррелированные; Kyy #0 | 

Свойство 4. Для случайных величин X, Y=aX +b, связанных линейной 3a- 

висимостью, коэффициент корреляции равен 1, если а>0, и —1, если а<0. 

> Используем свойства математического ожидания и дисперсии. Последо- 

вательно получаем 

Dy =М [(У-т,)?2 |= М [(У-М[ ах +6]? |=М [(аХ +b-amy -Ь)? ]= 

= M[(a°(X —m,)"] = ар, = ao’. , 

Отсюда су =|alo y . Далее, 

К» =M[(X —my)(¥ —my)]=M[(X — my) (aX + b-M[aX +]) |= 

=M[(X —m,)(aX¥ +b-am, -5) |=М[а(Х-т,) |=aDy = ас”; 
5 

_ Кл _ ay _ a =]! при а>0, 

GySy Oylaloy |а| [1 при а<0. 

Свойство 5. Если | рху 

зависимостью с вероятностью единица. 

= 1, то случайные величины Х, У связаны линейной 

Доказательство свойства 5 выходит за рамки книги [2]. 

Замечание 7.3. Величина M[XY] = 0.1 называется вторым смешанным 

начальным моментом двумерной случайной величины (Х, 7), а её корреляци- 

онный момент Кху — вторым смешанным центральным моментом. 

В пределах первых двух моментов двумерная случайная величина может 

быть охарактеризована центром — точкой (тх, ту) и корреляционной матрицей 

К =| Dy | . Заметим, 4TO Dy =Kyy, Dy = Kyy. 
“ 

Замечание 7.4. Из свойств | — 4 следует теорема. 

Теорема 7.1. Дисперсия суммы п попарно некоррелированных (в частности, 

попарно независимых) случайных величин равна сумме их дисперсий. 
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Пример 7.2. Закон распределения дискретной двумерной случайной величи- 

ны задан таблицей. Найти коэффициент корреляции рлху. 

AXSY |0 | 

0 1/2 1/4 

| 1/8 1/8 

» Последовательно находим законы распределения компонент, складывая 

вероятности таблицы по строкам и столбцам (формулы согласованности (2.3)). 

X| 0] I Y| 0} 1 
p |3/4|1/4 р|5/8 13/8 

Математические ожидания компонент: 

_a 3 1_1. 5 3_3 
ту =0 qt! дд; ту =0- &+1 828: 

Вторые начальные моменты компонент: 

{0 = 02. З+р. _1. a — 02.2412 3—3 
2744 4 27 8 8 8 

Дисперсии компонент: 

= — 2 11-3. ‚ = ‚ — 2-39 15 Dy =9>х — My 4 16 16° Dy =Qzy — my 8 64 64° 

Второй смешанный начальный момент: 

| 1 1_1 
0) =0-0-5:+0-1-1+1-0-5+1-1-5= 8. 

Корреляционный момент: 

] 
Kyy =O) - myMy з-д. 88 32 32° 

Средние квадратичные отклонения компонент: 

oy =/3/16=V3/4; oy =,/15/64 = V15/8. 

Коэффициент корреляции: 

р Kyy _ 1/32 _ Jt. 
AYO xOy — (¥3/4)(-¥15/8) 3/5 

Пример 7.3. Корреляционный момент двумерной нормальной случайной Be- 

личины вычисляется по формуле (7.2). Подынтегральная функция определяется 

формулой (4.2). Опуская вычисление интеграла, запишем результат: 

0.15. < 

Кху _ Кху 
бхбу 9102 

K yy =рб162. Отсюда руу = =p, т. е. пятый параметр P двумер- 

ной нормальной плотности является коэффициентом корреляции в соответ- 

ствии с его определением 7.2. 

Замечание 7.5. Для случая двумерной нормальной случайной величины по- 

нятия независимости и некоррелированности ее компонент совпадают (приме- 
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ры 5.2 и 7.2). 

Глава 7. и-мерная случайная величина 

Основные идеи о многомерных случайных величинах были изложены для 

случая двумерной случайной величины, поэтому в этой главе приводим обзор- 

ное изложение. 

$ 1. Основные определения 

Определение 1.1. л-мерной случайной величиной называется система п од- 

номерных случайных величин (X1, X2, ..., Xn). При этом предполагается, что 

определена вероятность произведения ип событий А!< хи, А2 <хо, ..., Xn <Xn ДЛЯ 

любых вещественных X1, ..., Хн. 

Вместо термина «п-мерная случайная величина» употребляют термины слу- 
чайная п-мерная точка, п-мерный случайный вектор. 

Примером реальной я-мерной случайной величины может служить я резуль- 

татов измерения какой-либо величины. Абсцисса, ордината, аппликата точки 

разрыва зенитного снаряда — пример трёхмерной случайной величины. 

Определение 1.2. n-atepHou функцией распределения называется вероятность 

произведения и событий А!<хи, ..., Хи <Xn для любых X1, ..., Хи: 

Fy ox, (X,, 1165 X,) = PCX, < Xi, ey Xy, <X,, . (1.1) 

Определение 1.3. Я-мерная случайная величина называется дискретной, ес- 

ли множество её значений конечное или счетное. Закон её распределения зада- 

ется формулой, определяющей вероятности отдельных значений. 

Определение 1.4. п-мерная случайная величина называется непрерывной, 
если существует неотрицательная функция fy y (^1,...,х,), называемая 

плотностью вероятности, такая, что вероятность попадания случайной ТОЧКИ 

(М, ..., Ха) в п-мерную область D равна я-кратному интегралу от плотности по 

области D: 

Р((Х,, 4X JE D) = |--- [хх (х»›....х, ах, ...АХ, (1.2) 
р п 

Из формулы (1.2) следует формула для функции распределения я-мерной 
непрерывной случайной величины: 

XG x, 

Fy x. (м, ... ,X,) — | ... | Fx... (t,, ve ай ... Ч, . (1.3) 

Определение 1.5. Случайные величины А\1, ... , Xn называются взаимно не- 

зависимыми, иначе — независимыми в совокупности, если взаимно независимы- 

ми являются события X1<N1, ..., Хи <Xn для любых X1, ..., Xn. 
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Теорема 1.1. Необходимым и достаточным условием взаимной независимо- 

сти п случайных величин в общем случае является равенство 

FY, ...X, (м, ....Хи)= Fy, (х): ... ‘Ех, (х„) (1.4) 

для любых вещественных хи, ..., Хи. Здесь РЕ х,(Хь) — одномерная функция рас- 

пределения случайной величины А\, А =1...., п. 

Теорема 1.2. Необходимым и достаточным условием взаимной независимо- 

сти п непрерывных случайных величин является равенство 

Лху...Х, Mo Жи) = Fx, OO) Sx, On) 
для любых вещественных x),...,x,- Здесь fy, (xz) — плотность вероятности 

? 

случайной величины Xk, A= 1,... , 7. 

$ 2. Числовые характеристики л-мерной случайной величины 

В пределах первых двух моментов числовыми характеристиками п-мерной 
случайной величины являются следующие: 

1. п математических ожиданий компонент Xi п-мерной случайной величи- 

ны: mi = MXi, i= 1, ... , п, образующих её центр распределения (711, ..., тн), т. е. 

точку я-мерного пространства, около которой группируются значения п-мерной 
случайной величины. 

2. п дисперсий компонент и-мерной случайной величины: 

Di= M[(%i-xi)*], j=1, ... п, 
характеризующих её рассеяние в направлениях координатных осей. 

3.п(п-1) корреляционных моментов всевозможных пар X;, А; компонент 
п -мерной случайной величины: 

Ky = M[(Xi-mi) OG —m,)], i, 7=1, ... , 0, FA. 
Эти корреляционные моменты характеризуют взаимную связь между KOM- 

понентами и-мерной случайной величины. Все корреляционные моменты и 

дисперсии удобно записать в виде матрицы: 

(Ки К»... Ка ) 
(К.)= Ky, Ky... Koy 

ij 9 

\*nl Ky ... Kun) 

которая называется ковариационной матрицей п-мерной случайной величины. 

На её главной диагонали находятся дисперсии компонент, так как 

Ки=рь i=1,..., 7. 

ковариационная матрица — симметрическая; её элементы, симметричные OTHO- 

сительно главной диагонали, равны: Ку = Kj, 1, J=1, ... , 1. 
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$ 3. Полиномиальное и й-мерное нормальное распределения 

1. Полиномиальное распределение задаётся формулой 
| 

P(X, =А,Х, =k,,...,.X, =k,)= ЕЕ. (Pr Dye... pe, (3.1) 

k +k, + ... +k =m; O<kjSm;p,t+p,t... tp. =1: O<p, <1; 7=1,2,...,n. 

Это распределение возникает в следующей полиномиальной схеме т неза- 

висимых испытаний с и исходами в каждом из них. 

Производится т независимых испытаний, в каждом из которых событие A; 

может появляться с вероятностью pi, i=l, ... , п. Все эти события попарно 

несовместны и составляют полную группу. Ставится задача — найти вероят- 

ность P(X, =4,,...,X, =,) ТОГО, что в этих т испытаниях событие Al появится 

точно ki раз ит. д. ‚событие An — точно Ки раз, безразлично в каком порядке. Ec- 

ли случайная величина YX, означает число появлений события Ai в этих т ис- 

пытаниях 1=1, ..., п, то приходим к формуле (3.1). Доказательство формулы 
(3.1) аналогично случаю биномиального распределения, в которое переходит 
полиномиальное распределение прия = 2. 

Полиномиальное распределение задаёт распределение т изделий по п сор- 

там, распределение частиц по зонам, распределение больных по группам ит. д. 
Пример 3.1. Вероятности производства на предприятии изделий 1, 2, 3 сор- 

тов соответственно равны 0.6; 0.3; 0.1. Найти вероятность того, что из 10 изде- 

лий, поступивших на контроль, будет 6 изделий первого сорта, 3 — второго и 
одно — первого. 

> По формуле (3.1) получим 

P(X, =6,X, =3,X, =1)=— 101 0.65 -0.3? -0.1! =84-0.0467-0.027 =0.106.< 

2. п-мерное нормальное распределение задается плотностью распределения 
вероятности 

Fy (x J}? °°"? x)= 

где квадратичный полином 

SUNG (x.—m JX, —т pp (3.2) 
2 

ony’ 

Nn i 

O(x,, -.-x,)= LLG, (x, —т,) (х, -т,), (3.3) 
i=l j=l 

коэффициенты которого удовлетворяют условию Cij= Ci, является положи- 
тельно определённым [1]. Это означает, что он всегда неотрицателен и обра- 

щается в нуль только в точке (771, ..., И). Знаком А обозначен симметрический 

определитель, составленный из коэффициентов полинома О: 
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oF Ci “* С, 

А = С С. ° С | (3.4) 

Ci Cio "о и 

Для прояснения сущности величин, входящих в формулы (3.2), (3.3), приве- 
дём результат, содержащийся в теореме Сильвестра (англ., 1814—1897), отно- 
сящийся к теории квадратичных форм алгебры [1].. 

Необходимыми и достаточными условиями положительной определенности 

квадратичного полинома (формы) O(x1, ..., Xn) являются неравенства 

С, С, -.. С, 
CL, С. ... С 

2k1>0,k =1,2,...,7. 

oF С, > ... Cy 

В частности, отсюда следует, что С, >0 HA>O. 

Можно доказать [7], что компоненты Х; нормальной я-мерной случайной ве- 

личины (АП, ... , Xn) распределены нормально с математическими ожиданиями 

MX; = т, ‚ 1=1,...., п, а параметры Су; образуют матрицу (Cij)nn, обратную по от- 

ношению к ковариационной матрице (Кули, т.е. (Сун = (Крим) |. 
Итак, я-мерное нормальное распределение полностью определяется её цен- 

тром (тт, ..., Тл) и корреляционной матрицей (Kij)nn. 

Глава 8. Предельные теоремы 

Предельные теоремы выясняют асимптотические свойства сумм и средних 

случайных величин, когда их число стремится к бесконечности. Суммы и сред- 
ние при этом теряют характер случайности; их поведение можно предсказать с 
вероятностью, близкой к единице. Предельные теоремы лежат в основе асимп- 
тотических методов математической статистики. 

$ 1. Неравенства Маркова и Чебышёва 

1. Неравенство А. А. Маркова. Если Х — неотрицательная случайная вели- 

чина, имеющая конечное математическое ожидание My, то для любого &>0 

имеет место неравенство 

P(X >=) <т, (Е. (1.1) 

Оно даёт оценку вероятности попадания случайной величины в промежуток 

[&, +00). 

|] при X 2€, 
> Введём дискретную случайную величину Y, = {0 при Х <. 
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Для неё M[Y,]=0-P(X <=)+1.Р(Х >=) =Р(Х >=). Далее, так как случайная 

величина Х — неотрицательная, то Х > X -Y, >eY,. Тогда 

M[X]2M[eY,]=eM[Y,]=e-PCX 26). 

Отсюда P(X 2e)<m,/e. 4 

Замечание 1.1. При доказательстве неравенства Маркова использовано 
свойство нестрогого возрастания оператора математического ожидания: 

если Х>7У, то МХ>МУ. 

> В самом деле, Х-У>0. Тогда М Х-У|=МХ-МУ>0, т. е. МХ> МУ. < 
2.Неравенство II. Л. Чебышеёва. Если случайная величина Х имеет конеч- 

ные математическое ожидание тх и дисперсию Dy, To для любого & > 0 имеет 

место неравенство 

P(|X -m,|2e)<D, /=?. (1.2) 

Оно следует из неравенства Маркова для случая неотрицательной случайной 
о 

величины | X — my |=| X |: 

‘P(X|2e)=PUXP > =2) < M[X?]/e? = Dy /e?- 
Неравенство (1.2) даёт оценку вероятности попадания случайной величины 

Х в область, лежащую вне промежутка [тх-&, тх + =]. 
Неравенство Чебышёва применяется непосредственно в математической 

статистике, а также для доказательства следующей теоремы Чебышёва. 

$ 2. Теоремы Чебышёва и Бернулли. 

Сходимость по вероятности 

Теорема 2.1 (II. Л. Чебышёв, 1886) для случая одинаково распределенных 

слагаемых. Пусть случайные величины А1,..., Хи попарно независимы, одинако- 

во распределены, имеют математическое ожидание т и дисперсию D. Тогда 

имеет место предельное соотношение 
Nl 

РУХ, -т>= | -> 0, Ve>0. (2.1) 
И bal N—oo 

Теорема Чебышеёва носит также название закона больших чисел. Вероят- 

ностный смысл её в том, что арифметическое среднее случайных величин с 

увеличением числа слагаемых все менее вероятно отклоняется по модулю от 

своего общего математического ожидания т на любую величину 5. 

> Рассмотрим случайную величину 7, =i) X, . По свойствам дисперсии: 
k=l 

DY =D|—)>_X, |=—D Ух = Урх = nD=— 
" Пу п [АН т “от п. 

Далее по свойствам математического ожидания находим 
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1 i 1 п 1 N 1 

MY =M => =„М Ух, = | МХ, = nm =т. 

Используем неравенство Чебышёва (1.2): 

Риму >=) < 2.1 
Е Е 

1 

i
 

li—00 

i 

Это означает, что P ТУ х, —т>=|->0 .< 
И k=l 

В математической статистике результаты измерения случайной величины Х 

рассматриваются как одинаково распределенные взаимно независимые случай- 
ные величины. Взяв их среднее арифметическое, можно сколь угодно близко 
приблизиться к искомому математическому ожиданию тх = т с вероятностью, 
сколь угодно близкой к единице. Теорема Чебышёва лежит в основе этого 

асимптотического метода математической статистики. 

Определение 2.1. Последовательность случайных величин X1, X2, ... , Хи, ... 

называется сходящейся по вероятности к величине А (случайной или нет), если 
для любого € > 0 имеет место предельное соотношение 

Р(|Х,-АР=Е)——>0. (2.2) 

Более короткая запись: 
Р 

Xx, — >A или limX =A. (2.3) 

Замечание 2.1. Результат теоремы Чебышёва удобно записать с помощью 

обозначений (2.3): 
1 i р | 

г) AX, am. (2.4) 

Теорема 2.2 (Я. Бернулли). Относительная частота Р*(А) события при л не- 
зависимых испытаниях по схеме Бернулли стремится по вероятности к вероят- 
ности события A при n—-ce: 

P*(A) > P(A). (2.5) 
N—oo 

» Теорема Бернулли есть следствие теоремы Чебышёва. Пусть и — число 
появлений события A в п независимых испытаниях, а Ху — число появлений со- 
бытия A в К-м испытании. Это дискретная случайная величина, принимающая 

два значения: 0 с вероятностью д4=1-р и 1 с вероятностью р=Р(А), 

al ‘ Ц 1 п 

МХ, =0:9+1-р=р. Очевидно, что p=> Xx, .Р (A)=—=—) Х, есть отно- 
k=l k=l 

сительная частота появления события А в н испытаниях. События Xx 
(k =1,...,) — независимые взаимно, тем более попарно, так как испытания — 

независимые. Они одинаково распределены, имеют конечное математическое 
ожидание р и конечную дисперсию 

ОХ, =(0- р)?4+(1- py p= pg +g? p= ра(р+а4) = р4. 
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Видим, что события X),..., X,, удовлетворяют всем условиям теоремы Че- 

. 1х , Р 
бышёва, а потому Р — x; -Р>Е > 0, или P (A) > P(A). < 

k=] co co 

Teopema Бернулли теоретически обосновывает возможность приближенного 

вычисления вероятности события с помощью его относительной частоты. 

$ 3. Центральная предельная теорема для случая 
одинаково распределённых слагаемых 

Определение 3.1. Случайная величина Х называется центрированной и нор- 
мированной, если её математическое ожидание равно нулю, а дисперсия равна 
единице. 

Любую случайную величину Х с конечной дисперсией с“, x 
ским ожиданием тх можно центрировать и нормировать с помощью операции 

(Х-тх)/сх, (3.1) 
что проверяется непосредственно. 

Теорема 3.1 (центральная предельная теорема для случая одинаково рас- 

пределенных слагаемых). Пусть случайные величины А1, ... , Хи, взаимно неза- 

висимы, одинаково распределены, имеют конечные математическое ожидание 
т и дисперсию о”. Тогда функция распределения центрированной и нормиро- 

ванной суммы этих случайных величин 

>.х,-М Ух, > x, ти 

Y = ^= 
Nn Nn oJn 

D Хх 

и математиче- 

(3.2) 

стремится при И —> © к функции распределения нормальной случайной величи- 

ны с параметрами 0 и 1 (при любом фиксированном х): 

fy (x)=P(Y <x) Gan P(x). (3.3) 

Здесь Ф(х)= — | edt (3.4) 
J27 2. 

— функция Лапласа. 

Доказательство теоремы приведено в [ 14, 7]. 
Замечание 3.1. Центральная предельная теорема, гарантирующая результат 

(3.3), доказана не только для одинаково распределённых слагаемых, но и при 

гораздо более общих предположениях, которые обеспечивают, в частности, вы- 
полнение требования малости дисперсий слагаемых суммы случайных величин 
по сравнению с дисперсией всей суммы. 

Из результата (3.3) следует, что при достаточно большом п сумма У, при- 

ближённо распределена нормально по закону № (0,1). Но тогда приближённо 
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Nn 

X, с параметрами > MX, 
rs 

распределена нормально и сама исходная сумма 
п 

А 

i 

u |) DX, . Это утверждение основывается на следующем простом факте: если 
fal 

закон распределения случайной величины (X -m)/o есть N(0,1), то закон 

распределения Х есть N(m,o). 

> По условию Р(х<х)=Р(Х=т < кт) -Ф(х=т).ч 
<] <] <] 

Нормальный закон широко распространён в природе. Приведём примеры. 

1. Ошибка измерения распределена нормально, так как является суммой 

большого числа малых ошибок, проистекающих из колебаний параметров сре- 
ды (температура, влажность, давление ит. д.), колебаний состояния меритель- 
ного инструмента, состояния измеряющего субъекта и т. д. 

2. По аналогичным причинам распределены нормально координаты точки 
падения снаряда. 

3. Нормально распределена шумовая помеха в управляющем устройстве. 
Теорема 3.2 (интегральная теорема Муавра — Лапласа). Пусть и — число по- 

явлений события A в пн независимых испытаниях по схеме Бернулли, в каждом 
из которых событие A появляется с вероятностью р (0<р<1; а=1-р). То- 

гда для любых a ub, a<b, имеет место предельное соотношение 
р 

P| as HP cb | > [2 = @(b)- O(a). (3.5) 
npq п—оо у 

Здесь Ф(х) — функция Лапласа (3.4). 

Интегральная теорема Муавра — Лапласа является следствием центральной 

предельной теоремы, хотя была доказана ранее независимо (А. Муавр — англ., 
1667—1754). На ней основана интегральная приближенная формула Муавра — 
Лапласа, применяемая для подсчета сумм биномиальных вероятностей: 

т 

> Ры(р)=Ф(т-пр)/ пра). (3.6) 
k=0 

Здесь Ф(х) — функция Лапласа (3.4). 

Действительно, 2 nd (р) =Р(и< т) = P(-o<p<m)= 
=0 

u—np = m—np т-— пр m—np 
Po <= | —— |-0(-0) =| ——£ 
Мира пра Мира Мира 

Формула (3.6) применяется при больших п и малых р таких, чтобы число 

=P —со< 

(m—np)/ \/пра было средним — в пределах таблицы значений аргумента для 

функции Лапласа, т. е. в пределах от 0 до 5. 
Пример 3.1. По каналу связи передано п = 10 000 символов. Вероятность 
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искажения каждого символа помехами р=0.001. Действие помех на каждый 
символ происходит независимо. Какова вероятность, что при передаче будет не 
более 15 искажений? 

» Применяем формулу (3.6): п= 10 000, р = 0.001, а = 0.999; И Лира = 0.316; 

т=15; (т- пр)/ ра = (15—10).0.316=1.58; Ф (1.58) = 0.943. Следовательно, 
15 

УР ‚ (0.001) =0.943. < 
k=0 

Глава 9*. Введение в теорию массового обслуживания 

$ 1. Системы массового обслуживания 

Всякая система массового обслуживания состоит из входящего потока заявок 
(вызовов, требований, клиентов), обслуживающих приборов (аппаратов, каналов, 

мастеров), дисциплины обслуживания и выходящего потока обслуженных заявок. 
Система массового обслуживания характеризуется структурой, представлен- 

ной на рис. 1.1. Основные элементы этой структуры: 

а 000 OOO e 

ooo OOO 
Ч 

. 
Рис. 1.1. Структура системы массового обслуживания 

Основные элементы этой структуры: 

а — входящий поток требований на обслуживание; 

b — очередь требований, ожидающих начала обслуживания; 
с — выходящий поток требований, получивших отказ; 

4— обслуживающие аппараты; 

е — выходящий поток обслуженных требований. 

Примерами таких систем являются телефонные станции, магазины, ремонт- 

ные мастерские, морские порты и аэропорты, учреждения, работающие с населе- 
нием, и т. д. В качестве обслуживающих приборов могут выступать физические 
устройства, люди, учреждения. 

Системы массового обслуживания классифицируются по свойствам входящего 
потока заявок, дисциплине обслуживания, свойствам и количеству приборов. Изу- 
чены системы с отказами, с очередью, ограниченной и неограниченной, с приори- 

тетами, со случайным и неслучайным временем обслуживания ит. д. 

Работа системы состоит в том, что в систему одна за другой в общем случае в 
случайные моменты времени поступают заявки на обслуживание. Поступившая 
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заявка занимает свободный прибор и обслуживается в общем случае за случайное 

время. Если все приборы(мастера) заняты, то заявка становится в очередь или по- 
лучает отказ в обслуживании. 

Рассмотрим систему, в которой входящий поток распределён по закону Пуас- 

сона (гл. 5) с параметром A> 0. Параметр 4 - среднее число заявок на обслужи- 
вание, поступающих в систему за единицу времени (например за час), X — число по- 
ступивших заявок 

k 

_p\— 2-2 P(X т ег”. 

Время 7 обслуживания каждым из п приборов — случайно и распределено по 
показательному закону (гл. 5) с параметром //, где Д-среднее число обслуженных 

заявок за единицу времени одним прибором (мастером). 

Замечание 1.1. Поток заявок, описываемый процессом Пуассона, в теории мас- 

сового обслуживания называется простейшим, а также пуассоновским потоком. 
Теорема 1.1. При показательном законе распределения времени обслуживания 

закон распределения оставшегося времени обслуживания не зависит от того, 

сколько времени обслуживание уже длилось, и потому он такой же, как закон рас- 
пределения полного времени обслуживания, то есть является показательным зако- 
ном с тем же самым параметром д. 

> Время обслуживания Т для всех { и а> 0 удовлетворяет соотношению 

{Т>1+а\ <1Т >a}, следовательно, 
—и(1+а) 

P(T>t+a/T>a)= PUT>t+a) _e ——=¢e"=P(T>t).4 
P(T >a) ef 

Так как M[T]=//u среднее время обслуживания одной заявки, TO Д есть среднее 

число обслуженных заявок в единицу времени одним прибором, т. е. интенсив- 
ность потока освобождений одного прибора. К приборов дают интенсивность по- 
тока освобождений KL. 

Системы массового обслуживания с простейшим потоком заявок и показатель- 
ным временем обслуживания называются марковскими. 

$ 2. Процесс рождения и гибели 

Прежде, чем изучать системы массового обслуживания, обратимся к pac- 

смотрению более общей физической системы. Элементы системы могут быть жи- 
выми организмами, приборами, станками, заявками ит. д. 

Если в системе в момент {находится К элементов, то будем говорить, что си- 
стема в момент {находится в состоянии £,. Из состояния Ё, система может пе- 

рейти в следующее соседнее состояние £,,, в результате поступления (рождения) 

нового элемента. Система может также перейти в предыдущее соседнее состояние 
Е,‚_, в результате убытия (гибели) одного элемента. 
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Обозначим через р, вероятность состояния Ё,. Рождение элементов создает 

поток рождений, а гибель элементов создаёт поток гибели элементов. Пусть 

Я, —число родившихся элементов за единицу времени, а д, -—число погибших 

элементов за единицу времени, если система находится в состоянии Ё,. Числа A, 

и Ll, называются интенсивностями рождений и гибели соответственно. 

Для каждого состояния в стационарном режиме поток рождений уравновешива- 
ется потоком гибели. Рассмотрим граф переходов системы из состояния в состоя- 
ние (рис. 4.1). 

№ A Aga Mi 
6208652080808 

Ly [2 My Mist 

Рис. 2.1. Граф интенсивностей переходов из состояния в состояние для системы, 

описываемой процессом рождения и гибели в стационарном режиме 

В состоянии Ё, количество входящих элементов в среднем за единицу времени 

равно Я, р, + М..Р,.. (Учитываются рождения в предыдущем состоянии и ги- 

бель в следующем). Количество уходящих элементов из состояния Ё, в среднем за 

единицу времени равно J, p, + д. р,. В каждом состоянии входящий поток должен 

быть равен исходящему. Это условие сохранения приводит к системе уравнений 

Ay ро =ИР, 

Акра НИьыРьы = 44 Pp FHP, (& = 1,2,...), (2.1) 

Ay Pu-\ =H, Pa 
` 

Последнее уравнение относится к случаю когда число состояний системы ко- 
нечно и равно я. Решим систему (2.1). 

Положим 2, =A, p, - Мир; (= 9,1,2,...) Тогда система (2.1) запишется в виде 

Z=0; 2.-2.=0; (k=1,2,...). Отсюда 2, =0; (К=0,1,...). Таким образом 

Ay. P, = р; (k=1,2...). 
A 

Последовательно находим р, _ 4 Ро; P> my р = А Pos 
д, д, MH, 

p, = parte p=, py; (k= 0,1,...). Здесь я, = AAA, дер (k=1,2,...) Be 
HM H,.--M, Mls. fy 

роятность р, находим из нормирующего условия >. p, =1. Получаем 
i=0 

“ 
Упр =Б Ppp=s— >. 

i=0 
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Hy rz, = AA, Ags. п. =1; (k = 1,2...) (2.2) Но тогда р. = ии 
"ЧА Sr 

i=0 

Здесь предполагалось, что Ул, < +00, 
i=0 

Замечание 2.1. Работу многих систем массового обслуживания можно опи- 
сать процессом рождения и гибели. 

$ 3. Система массового обслуживания с отказами 

Рассмотрим работу системы массового обслуживания с отказами в стационар- 
ном режиме. Она укладывается в схему для процесса рождения и гибели. В этом 
случае A, =A; д, =Кд. Как и для процесса рождения и гибели, составим уравне- 

ние, выражающее равенство в среднем входящего потока заявок и потока осво- 
бождений приборов за единицу времени для состояния ЕЁ, , воспользовавшись гра- 

фом интенсивностей переходов Ap,_,+H(k +1) p,,, =Ap, + Ukp, (puc.3.1): 

is A А А, А. 

ооо оно ло 
a 21 kw (А+ ny 

Рис. 3.1. Граф интенсивностей переходов системы массового обслуживания 
с отказами из состояния в состояние в стационарном режиме 

Для крайних состояний FE, и Ё, эти уравнения принимают вид Ap, = Lp, 

uAp_,=nUp,. В результате получаем систему уравнений 

Яро - Hp, =0; 

Яра -(Я+Ки) py +(K +1) Upp, = 0; (Е =1....п-1). (3.1) 

L Яр, NEP, = 0; 

Разделим все уравнения Ha Д и положим —=C, получим 

ср — P, =0; 

(р-р, )- (ср, —(K +1) Py) = 05 (A =1,..,п-1); (3.2) 

L CP, 7 Пр, = 0. 

Положим cp,_,—kp, =2Z,, (k=1,...,n). Система принимает вид 

z,=0; 2,-2,,,=0; 2, =0. 
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С 
Из нее находим 2 =2, =...=2, =0. Тогда р, =—p,_,. Последовательно полу- 

у k 

Cc Cc с? с" о. 
чаем р=-рур=-р=- Poses Pe =~ ро; (К =0,1....п). Ру найдём из 

] 2 21 К! 

и Л cf и cf -I 

нормирующего условия >. DP, =1: Pod =! . Отсюда Pp, = У — . Итак, 
k=0 К! К! 

ck п ck -! A 

=—D),3 DP) = — |; c=—; (k=],...,n). 3.3 Pr kl Po> Po >. Г Ul ( ) (3.3) 

Это так называемые формулы Эрланга для вероятностей состояний системы 
с отказами в стационарном режиме (Эрланг Агнер Kpapyn, (1878 — 1929), дат- 
ский учёный, занимавшийся вопросами телефонии). 

Из этих формул находим некоторые важные характеристики системы: 
— вероятность простоя системы (занято обслуживанием 0 приборов): 7, - 

— вероятность отказа в обслуживании (все приборы заняты): р,. 

Среднее число занятых приборов М =с(1-р,). Величина c=)/p называется 

приведённой плотностью потока заявок — это среднее число заявок, поступающих 
за среднее время обслуживания одной заявки. 

Приведённые формулы характеризуют систему массового обслуживания в так 

называемом стационарном режиме, когда затухли переходные процессы. Теорети- 
чески он возникает при времени ft coc. На практике стационарный (установив- 
шийся) режим возникает в конечное время (довольно быстро). 

Пример 3.1. Автоматическая телефонная станция (АТС) имеет 6 линий свя- 

зи. Поток вызовов, поступающих на АТС — пуассоновский с параметром A = 4 
вызова в минуту, а время каждого разговора распределено по показательному 

закону с параметром [= 2 мин '. Требование получает отказ, если в момент его 
поступления на АТС все 6 линий связи заняты. Требуется вычислить вероят- 
ность отказа. 

Для данной системы параметр с =Я/д=2. Вероятность отказа, т. е. вероят- 
26 6 9 

ность того, что разговор не состоится, р„=р, вт / 257 0,012, а данная си- 

стема загружена не полностью, вполне можно сократить общее число линий и 
увеличить поток вызовов. 4 

Пример 3.2. Телефонная система массового обслуживания с отказами. 
Фирма имеет п = 4 телефонных диспетчеров. Среднее число вызовов в тече- 

ние часа составляет 1 = 96. Среднее время телефонного разговора Г =2 мину- 
ты. Определить степень загрузки диспетчеров и вероятность отказа в обслужи- 
вании. 

393



1. Вероятность того, что все диспетчеры свободны 

| 
=— 5 7 =0,068. 

3,2 3,2 3,27 3,2 
+ + 

0! | 2! 3! 
2. Вероятность того, что все диспетчеры заняты (вероятность отказа) 

3,2“ 

Ро 

р. = - 0,068 =0,3, Т.е. клиент не может дозвониться с первого раза в 3 

случаях из 10. 

3. Среднее число занятых диспетчеров М, =3,2(1—0,3) =2,24. 

4. Коэффициент загрузки каналов 

К = 2,24 = 0,56. 

Следовательно, каждый диспетчер будет занят в среднем 0,56 рабочего дня. 4 

Замечание 3.1. Для данного класса систем массового обслуживания можно 

решать задачи выбора оптимального количества аппаратов, подбора парамет- 

ров обслуживающего комплекса, расчёта пропускной способности системы и 

др. 

Пример 3.3. Определить вероятность того, что изделие пройдет без кон- 
троля, если число контролёров ОТК п , проверяющих продукцию на конечном 

этапе сборочного конвейера, равно 4.. Статистическое обследование показало, 
что поток изделий на конвейере — простейший с параметром A=0,5 шт./мин, 

время контроля одного изделия — случайно и распределено по показательному 
закону с параметром Д=0,25 шт./мин. 

> Используя соотношении (3.3) при 4 =0,5 и £=0,25 получим, что вероят- 

ность отказа, т.е. вероятность, P= 0,66. 4 

$ 4. Система массового обслуживания с ожиданием и 

с неограниченной очередью 

Принимаем следующие исходные положения. Система состоит из и обслу- 
живающих приборов. На неё поступает простейший поток заявок с интенсивно- 

стью (параметром) А. Каждый прибор одновременно может обслуживать толь- 
ко одну заявку. Если в момент поступления очередной заявки в системе уже 

находится К>и заявок, то эта заявка становится в очередь и ждёт начала об- 
служивания в порядке очереди. Время обслуживания одной заявки подчинено 

показательному закону с параметром д. 

Работа системы укладывается в схему для процесса рождения и гибели. 
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В этом случае 

Я, =Й; (k =0,1,...); 

4 Ки; k =1,...,n; (4.1) 

Ms -| nu; k>n. 

Система (2.1) в этом случае принимает вид 

—Ap, + Ир, =0; 

Ар -(А+Ки) p, +(k +1) ира =O; 15k <7; (4.2) 

| АР —-(Я-+пи) py +пири=0; KEN. 

Решая эту систему так же, как и для системы с отказами, получаем следую- 
щие формулы: 

Pi (ay 
+{4) Ро; 1Sk<n; 

Py = (4.3) k ив 
[nin Li 

! - 4-1 
п-1 k " с k-n | nl k n 

P= i 4 +1 4 A = 1 4 i 4 пи | (4.4) 

АМД n\ Ww) Али ‘ok Д ni\ uw) nu-Aa 

где 

K-n 

= A 
Заметим, что ряд >=] сходится, если —<1, что и будем предпола- 

пи k=n 

гать. Если же 4 >1, то сумма ряда будет равна бесконечности и потому р, и 
пи 

все р,; (К>1) будут равны нулю. Система не перейдёт в стационарное состоя- 

ние, так как очередь будет бесконечно расти. Система не справляется с обслу- 
живанием. 

Отметим некоторые показатели эффективности. 

1. Вероятность того, что все обслуживающие приборы свободны равна ру. 

2. Вероятность ожидания равна 
k-n 

eo я" ео Я р 

= |” = — — = a e 4.5 Pose Pr — Ро. [ 1-A/(ny) ( ) 

k=n . k=n } ill 

3. Средняя длина очереди 



4. Среднее число приборов, свободных от обслуживания, 
п-1 n-| д Я k 

мии Po- (4.7) 

k=0 ko К. \H 

Пример 4.1. Определить число взлетно-посадочных полос на аэродроме, не- 
обходимое для того, чтобы вероятность ожидания посадки или взлета для само- 
лета была меньше 0,1. Статистическим исследованием установлено, что поток 
прибывающих и взлетающих самолетов — простейший с параметром д=27 

единиц / час, а время приземления или взлета распределено по показательному 

закону с параметром д=30 (час). 

» Воспользуемся формулами (4.3), (4.4), (4.5). Последовательно подбираем 
п число нужных полос. Проверяем п=3. 

Py Рь 
I-A/(npt) 0,7. 

Я/и=27/30=0,9. По условию р, = 

1fay 1 
Далее вычисляем р, -+(4) Po =—(0.9) Po = 0,1215 po. 

п!\ д 
— 5 3 =] 

в = 1+4] +44) 24] - [1+0,9+0,405+0,1736] =0,403. 
и Аи 6\ и) 3u-A 

Тогда р.» = ue a = 0,07 <0,1 .W3 проделанного расчёта убеждаемся, 

что п =3 достаточно. <4 

Первые основные результаты в теории массового обслуживания из области 

телефонии принадлежат датскому ученому Агнеру Крарупу Эрлангу (датчанин, 

1878 — 1929). Большой вклад в теорию массового обслуживания сделал совет- 
ский математик Александр Яковлевич Хинчин (1894 — 1959), который развивал 
ее также в связи с запросами телефонии. 

Глава 10. Задания для проверки качества усвоения 

раздела 10 

$1. Задачи для самостоятельной работы (по главам) 
(часть задач взята из | 8, 9, 14, 18 ]) 

Глава 1. Алгебра событий 

1. Если Ас В, то чему равно A+B? 
2. Если Ас В, то чему равно AB? 

3. Пусть 4,В,С-три призвольных события. Укажите выражение для события, 
состоящего в том, что : 

3—1. произошло только событие A. 
3—2. произошло одно и только одно из этих событий. 
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3—3. произошли только события А и В, но С не произошло. 
3—4. произошло лва и только два из этих событий. 
3—5. все три события произошли. 
3—6. произошло не более двух событий. 

4. Докажите формулу А+В=АВ+АВ+АВ. 
5. Букет составляется из нарциссов, тюльпанов и веток сирени, которые 6e- 

рутся влюбой комбинации. Событие А—для букета выбраны нарциссы, 

В — тюльпаны, С - ветки сирени. — Опишите следующие события: A+C +В, 

АС , ВС. Образуют ли они полную группу событий? 
6. При каких событиях A, Ви С возможно равенство A+B+C=A? 

7. Упростите выражение A=(B+C)(B+C )(B+C). 

Глава 2. Вероятность события 

1. Точка случайным образом бросается в квадрат 0<х<1, 0<у<1. Исполь- 

зуя геометрическое определение вероятности, найдите вероятность попадания 

случайной точки в часть квадрата, лежащую ниже параболы у = x. 

2. Брошены две игральные кости. Найти вероятность того, что сумма вы- 

павших очков будет равна 3. 

3. От каждой из двух групп людей путём жеребьёвки выбираются по одному 

представителю. В первой группе 4 женщины и 5 мужчин, а второй — 7 женщин 

и 3 мужчины. Найдите вероятность того,что представители будут разного пола. 
4. Монета бросается 3 раза. Найти вероятность, что орёл выпадет хотя бы 

раз. 
5. В урне 4 шара: 2 белых и 2 чёрных. Последовательно вынимаются 2 шара. 

Найти вероятность того, что они будут разного цвета. 

6. Из одного комплекта костей домино случайным образом подряд выбира- 

ются две кости. Найти вероятность того, что сумма очков на выбранных костях 
будет равна 3. 

Глава 3. Комбинаторика 

1. В лифте пятиэтажного дома находятся 3 человека, каждый из которых 

может выйти на любом из четырёх этажей. Найти вероятность, что все пасса- 

жиры выйдут на разных этажах. 
2. На полке 5 книг. Книги сняты с полки и после реставрации поставлены на 

полку в случайном порядке. Найти вероятность, что два тома № | и № 2 одного 

автора окажутся стоящими рядом в порядке возрастания номеров. 
3. В лотерейном билете «спортлото 6 из 49» нужно зачеркнуть 6 номеров из 

имеющихся 49. Выигрыш может быть получен на 3, 4, 5, 6 зачёркнутых 

выигрышных номера. Найти вероятность выигрыша на 6 произвольно 
зачёркнутых номеров. 
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4. Кнопочный замок из 10 кнопок открывается если одновременно 

правильно нажаты 3 кнопки. Найти вероятность, что при случайном наборе 

трёх одновременно нажатых кнопок замок откроется. 
5. На фондовую биржу в продажу поступили 52 акции Рамонского сахарного 

завода по номинальной стоимости, из них 15 акций являются привилегирован- 
ными. Организация приобрела 7 акций завода. Найти вероятность того, что 
среди них окажутся: 

а) 3 привилегированные акции; 
0) хотя бы 2 привилегированные акции. 

6. Генеральный директор фирмы едет в командировку и ему нужно зарезер- 

вировать номер в отеле. У него в блокноте в случайном порядке записано 15 

номеров отелей, причем 5 из этих отелей — пятизвездочные. Генеральный ди- 

ректор выбирает 3 номера наугад, по которым он хочет осведомиться, есть ли 
свободные места в этих отелях. Найти вероятность того, что хотя бы один отель 

окажется пятизвездочным. 

Глава 4. Алгебра вероятностей 

1. Независимо испытываются два прибора двух различных типов. Приборы 

первого типа выходят из строя при испытании с вероятностью 0.2, а второго 
типа — с вероятностью 0.3. Найдите вероятность того, что прибор первого типа 
выйдет из строя, а второй — нет. 

2. При сохранении условий задачи | найдите вероятность того, что при ис- 

пытании выйдет из строя хотя бы один прибор. 
3. К бензозаправочной станции для заправки проезжающая по шоссе легко- 

вая автомашина обращается с вероятностью 0.02, а грузовая — с вероятностью 
0.01. Легковых автомашин проезжает по шоссе вдвое больше, чем грузовых. 
Найдите вероятность того, что проезжающая по шоссе автомашина произволь- 

ного типа обратится на станцию для заправки. 
4. В компьютере находятся данные о зарплате 15 служащих банка, у троих 

из этих служащих зарплата | млн рублей. Начальник отдела труда и заработной 

платы вывел на экране дисплея данные о зарплате двух служащих. Найти веро- 

ятность того, что у обоих этих служащих зарплата | млн рублей. 
5. Вероятность своевременного прибытия каждого поезда дальнего следова- 

ния, проходящего через вокзал станции Бологое, равна 0,95. Определить веро- 
ятность того, что из 5 последовательно прибывших поездов 4 прибудут без 
опоздания. 

6. На фирме работают 13 менеджеров, из которых 3 — женщины. В выход- 
ной день занято 3 человека. Найти вероятность того, что в выходной день при 

случайном выборе, все работающие — мужчины. 
7. В тестировании, проведенном фирмой «ИНВЕСТ PLUS», участвовало 20 

бухгалтеров, 6 менеджеров и 4 специалиста по маркетингу. Вероятность вы- 
полнения теста для бухгалтеров — 0,9, для менеджеров - 0,8, для специалистов 
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маркетинга — 0,75. Найти вероятность того, что участник теста, вызванный 

наугад, выполнил норму. 
8. Среди шести акций некоторого акционерного общества, которыми обла- 

дает акционер, привилегированными являются только две. Вероятность полу- 

чения дивидендов от привилегированной акции равна 0,9, а с обычной — 0,2. Ha 

собрании акционеров владельцу сообщили о получении дивидендов. Опреде- 
лить вероятность того, что дивиденды получены: 

1) от обычной акции; 
2) от привилегированной акции. 

9. Орудие стреляет по цели 4 раза. Вероятность попадания в цель при одном 
выстреле равна 0.4. Найдите вероятность того, что произойдёт 2 попадания в 

цель. 
10. Монета бросается 3 раза. Найти вероятность того, что орёл выпадет хотя 

бы один раз. 
11. 4 сообщения посланы независимо по различным каналам связи. 

Вероятность того, что каждое сообщение дойдет до адресата, равна р=0.6. 

Найти вероятность того, что до адресата дойдет не менее трех сообщений. 

12. В партии п=100 изделий. Вероятность брака р=0.01. Используя 

приближенную формулу Пуассона, напишите формулу для вероятности 
события, означающего, что в партии не более одного бракованного изде- 

MA. 
13. Магазин получил 1000 бутылок минеральной воды. Вероятность того, что 

при перевозке бутылка окажется разбитой, равна 0,003. Найти вероятность то- 
го, что магазин получит разбитых бутылок: 

1) ровно две, 2) менее двух, 3) более двух, 4) хотя бы одну. 
14. Инвестиции в основной капитал составляют по источникам финансирова- 

ния 80% по внебюджетным средствам и 20% по бюджетным средствам. 

Определить вероятность того, что из 500 инвестиционных проектов инвестиро- 
вания по внебюджетным средствам будет от 390 до 420 проектов. 

15. Один из видов продукции производится на 3 фабриках, входящих в CO- 
став производственного объединения. Первая фабрика производит всего 40% 
всего выпуска продукции, вторая — 35%, третья — 25%. В продукции первой 
фабрики обнаружено 30% изделий 1-го сорта, продукции второй фабрики 20%, 
и в продукции третьей фабрики — 12%. Какова вероятность того, что среди 500 
изделий производственного объединения число изделий высшего качества от 

90 до 120. 

Глава 5. Одномерная случайная величина 

1. Дискретная случайная величина принимает значения 1, 2, 3 соответ- 

111 
273 6 

2. Вероятность брака изделия равна р=0.1. Из партии сделана выборка 
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трёх произвольных изделий. Пусть Х — число бракованных изделий в выборке. 

Составьте закон распределения X и найдите ту. 

Cx, при xe [0; 2], 

0, при хе [0;2]. 

4. Вероятность того, что безработный, обратившийся в службу занятости Oy- 

дет устроен на работу в течение первого месяца после регистрации на бирже 
труда, равна 0,5. Безработный обращается ежемесячно до тех пор, пока он не 
устроится на работу. Составьте ряд распределения дискретной случайной вели- 
чины Х — числа попыток, предоставленных безработному. 

5. Удельный вес вкладов населения в Сбербанк России и коммерческие бан- 

ки в общем объёме вкладов населения в банках в течение 20 подотчетных дней 

декабря задается непрерывной случайной величиной Х, распределенной равно- 

мерно в интервале (5; 25). 
Найти: 

а) плотность распределения и интегральную функцию распределения и 
построить их графики; 

0) вероятность попадания случайной величины в интервал (10; 15). 

6. Кредиты банков, предоставленные экономике (без долгосрочных кредитов 
на финансирование инвестиций в основной капитал) в течение некоторого под- 
отчетного периода задаётся непрерывной случайной величиной, распределен- 

3. Плотность вероятности f(x) -| Найдите С, F(x), ту. 

ной по показательному закону с параметром A=3., 
Найти: 

а) плотность распределения; 
0) интегральную функцию распределения и построить их графики; 
в) вероятность того, что в результате анализа случайная величина попа- 

дает в интервал (1; 5). 
7. Изменение розничного товарооборота по каналам реализации является 

случайной — величиной, распределенной по нормальному закону, 

4, = 0,01, т, = 12,5 триллиона рублей. В каких границах с вероятностью 0,9973 

можно гарантировать размер товарооборота? 
8. Случайная величина Х, описывающая динамику производства отдельных 

видов продукции металлургической промышленности, распределена по нор- 

мальному закону с параметрами 4. =4,m,=1. Определить вероятность того, что 

случайная величина Х окажется в интервале (2; 5). 

9. Функция распределения непрерывной СВ задана формулой 
ГО, ХЕ (—00, —1], 

А+х+х” [2 хе [--1, 0], 

В+х+Сх”,хЕ [0,1], 

1, ХЕ [1, +0]. 

F(x) =; Найдите A, В, С, f(x), m,, D,, P(X >1/2). 

Постройте графики функций F(x) и f(x). 
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10. Плотность распределения непрерывной СВ задана формулой 

x|-x? xe [-1, | ., poy =“ ХРЬЬ, найдите с, m,, F(x), D., P(X [l/2, 3/2). 
0, хе [-1, 1]. 

Постройте графики функций f(x) и F(x). 

Глава 6. Двумерная случайная величина 

1. Двумерная дискретная случайная величина (Х, У) имеет следующий закон 

распределения: Р(Х=0,У=0)=1; P(X =1Y=0) =3; P(X =0,Y=1) =i, 

PLY =1,Y=)N= ma Найдите коэффициент корреляции P yy. 

2. Двумерная непрерывная случайная величина имеет плотность вероятности 

уу у) =С@а-х)у при 0<х<1, 0<у<1 и fy(x%,y)=0 в остальных случа- 

ях. Найдите коэффициент С. 
3. Двумерная непрерывная случайная величина (Х, У) имеет плотность ве- 

роятности Ёуу(х, у) ту же, что и в задаче 15. Найдите плотности распределения 

компонент Хи 7. 

4. Двумерная непрерывная случайная величина имеет плотность вероятности 
Гуу(х, у) ту же, что и в задаче 15. Найдите коэффициент корреляции Pyy. 

5. Двумерная случайная величина (Х, Y ) задана таблицей. Построить законы 

распределения компонент. Являются ли Х, У зависимыми или независимыми? 
X/Y |0 | 

0 10.3 [0.1 

| 0.2 |0.4 

6. Найдите C и плотности вероятностей случайных величин Х, 7, если 

fey (%y) =| c(xty), xe[0,1], ye [0,1], 
вляются ли Х. Узависимыми или 

0, во всех остальных случаях. Являются ли X, У зависим Л 

независимыми? 

$ 2. Контрольные вопросы к разделу 10 

Глава |. Алгебра событий 

1. Что такое сумма событий? 
2. Дайте определение соотношения «событие А влечет событие В». 

3. Дайте определение события, противоположного событию A. 
4. Что называется произведением двух событий ? 

5. Запишите формулы, выражающие переместительные, сочета- 
тельные, распределительные свойства сложения и умножения событий. 

6. Какие события могут появиться в результате проведения 
эксперимента. Дайте их определения. 
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7. Что такое диаграммы Венна? 
8. Какие события называются несовместными? Как они изображаются на 

диаграмме Венна? 
9. Что такое полная группа событий? 

10. Что такое частный случай события? 
11. Какие события называются эквивалентными? 
12.Что такое событие в аксиоматической схеме? 

Глава 2. Вероятность события 

13. Сформулируйте классическое определение вероятности. 
14. Сформулируйте аксиоматическое определение вероятности. 
15. Сформулируйте статистическое определение вероятности. 

16. Сформулируйте геометрическое определение вероятности. 
17. Что такое относительная частота события? 
18. Укажите свойства относительной частоты события. 

19. В каких пределах заключена вероятность события? Каким событиям 

соответствуют крайние значения вероятности? 
20. Как связаны вероятности противоположных событий? 
21. Чему приближённо равна относительная частота события при боль- 

WOM числе п проведённых опытов? 
22. Запишите свойства вероятности. 

23. Чему равна вероятность суммы противоположных событий? 

Глава 3. Комбинаторика 

24. Сформулируйте основной комбинаторный принцип «умножения». 

25. Что такое размещения из п элементов по А элементам? 

26. Напишите формулу для вычисления Ak , 

27. Что такое перестановки из п элементов? 
28. Напишите формулу для Р. 

п 

29. Что такое сочетания из и элементов по k элементов? 

30. Напишите формулу для вычисления С*. 

31. Что такое размещения с повторениями из п элементов по К элементов? 

32. Напишите формулу для вычисления И». 

Глава 4. Алгебра вероятностей 

33. Сформулируйте определение условной вероятности. 

34. Сформулируйте правило умножения вероятностей двух любых 
событий. 

35. Сформулируйте теорему умножения вероятностей 71 любых событий. 

36. Какие два события называются независимыми? 

37. Сформулируйте определение взаимной независимости п событий. 
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38. Запишите формулу, выражающую правило умножения вероятностей п 
взаимно независимых событий. 

39. Сформулируйте аксиому сложения вероятностей для п событий. 
40. Сформулируйте теорему сложения вероятностей для двух любых 

событий. 

41.Сформулируйте теорему сложения вероятностей для п взаимно 
независимых событий. 

42.Запишите формулу полной вероятности. 
43.Запишите формулу Байеса. 
44.В чём состоит схема Бернулли проведения испытания? 
45. Запишите формулу для биномиальной вероятности. 
46. Запишите формулу Пуассона для приближённого вычисления би- 

номиальной вероятности. 

47.Сформулируйте теорему Пуассона асимптотического поведения бино- 
миальной вероятности. 

Глава 5. Одномерная случайная величина 

48. Сформулируйте определение случайной величины. 

49.Что такое закон распределения случайной величины? 

50. Сформулируйте определение функции распределения случайной вели 
чины и её свойства. 

51.Какая случайная величина называется дискретной? 

52.Что такое ряд и полигон распределения? 
53.Напишите формулу для функции распределения дискретной случайной 

величины. 

54.Что такое числовая характеристика случайной величины? 

55. Что такое математическое ожидание дискретной случайной величины? 

56. Укажите свойства математического ожидания. 

57. Что такое дисперсия и среднее квадратическое отклонение случайной ве- 

личины? 

58. Укажите свойства дисперсии. 
59.Что такое производящая функция дискретного распределения с целыми 

неотрицательными значениями? 

60. Запишите формулы, определяющие биномиальное, Пуассона, геометри- 

ческое распределения. 

61.Сформулируйте определение непрерывной случайной величины. 
62.Запишите формулу для математического ожидания непрерывной случай- 

ной величины. 

63. Что такое мода, медиана, асимметрия случайной величины? 

64.Запишите плотности вероятности нормального, показательного, равно- 
мерного распределений. 

65. Что такое правило трёх сигм для нормальной случайной величины? 
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Глава 6. Двумерная случайная величина 

66. Запишите функцию распределения двумерной случайной величины. 
67. Сформулируйте определение двумерной случайной величины. 

68.Запишите формулы согласованности двумерной дискретной случайной 
величины. 

69. Сформулируйте определение двумерной непрерывной случайной вели- 

ЧИНЫ. 
70. Запишите формулу для функции распределения непрерывной двумерной 

случайной величины. 

71.Запишите формулы согласованности для плотностей в случае двумерной 
случайной величины. 

72.Запишите формулы согласованности для функций распределения в слу- 
чае двумерной случайной величины общего вида. 

73.Запишите формулы, выражающие плотность вероятности через функцию 
распределения в случаях одномерной и двумерной случайных величин. 

74.Запишите формулы для плотностей двумерных равномерного и нормаль- 
ного распределении. 

75.Какие две случайные величины называются независимыми? 
76-Запишите формулы, выражающие необходимое и достаточное условие 

независимости двух случайных величин. ) 
77.Что такое корреляционный момент (ковариация) и коэффициент корреля- 

ции? 

78. Сформулируйте свойства коэффициента корреляции. 

Глава 7. я-мерная случайная величина 

79. Сформулируйте определение п-мерной случайной величины. 

80.Что такое п-мерная функция распределения? 

81.Какая п-мерная случайная величина называется непрерывной? 

82.Что означает, что случайные величины А|,..., X, являются взаимно- 
п 

независимыми? 

83.Запишите необходимое и достаточное условие взаимной независимости 
п случайных величин, выраженное через функции распределения. 

84.Запишите необходимое и достаточное условие взаимной независимости 

п непрерывных случайных величин, выраженное через их плотности вероятно- 

сти. 
85. Укажите числовые характеристики п-мерной случайной величины, ис- 

пользующие первые два момента. 
86. Приведите примеры реальных я-мерных случайных величин. 
87.Чему равно Руу„(х, у, +09)? 

88.Чему равно Ру у/(-—о, у, 2)? 
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Глава 8. Предельные теоремы 

89. Запишите неравенство Чебышёва. 
90. Сформулируйте теорему Чебышёва. 
91.Какое отношение имеет теорема Чебышёва к вопросам математической 

статистики? 

92. Сформулируйте определение сходимости последовательности случайных 

величин по вероятности. 
93. Сформулируйте теорему Я. Бернулли. 

94.Какая случайная величина называется центрированной и нормированной? 

95. Сформулируйте центральную предельную теорему для случая одинаково 

распределённых слагаемых. 
96. Сформулируйте интегральную теорему Муавра — Лапласа. 
97. Запишите интегральную приближённую формулу Муавра — Лапласа. 
98.С помощью неравенства Чебышёва оцените сверху вероятность 

P(Y ¢[m, —30,, my +30,]). 

99. BeposTHOCTb опечатки на странице книги равна 0.01. С помощью инте- 
гральной приближённой формулы Муавра-Лапласа найдите приближённо ве- 

роятность того, что во всей книге, имеющей п = 500 страниц, будет не более 

т = 10 опечаток. 

$ 3. Тесты по разделу 

| Вар № 1 | Тесты по разделу «Теория вероятностей» 

В урне лежат 2 белых и 8 чёрных шаров. Наугад один за другим вынимают 

1 2 шара (без возвращения). Какова вероятность того, что вынутые шары 

разного цвета? 

2 | Какова вероятность того, что при одном бросании игральной кости выпадет 

чётное число очков или число очков меньше 5? 

В первой урне 8 чёрных и 9 белых шаров, во второй — 2 чёрных и 2 белых. 
3 | Изодной из урн наугад достали шар. Найдите вероятность того, что этот 

шар — чёрный. 

4 | Монетку бросают 5 раз. Найдите вероятность того, что ровно 2 раза выпа- 
дет «орёл». 

Вероятность «сбоя» в работе телефонной станции при каждом вызове равна 

5 | 0,003. Поступило 1000 вызовов. Определите вероятность 6-ти «сбоев». 

Два стрелка поражают цель с вероятностями 0.6 и 0.3 соответственно. 

6 | Первый стрелок сделал 1, а второй — 2 выстрела. Определите вероятность 

того, что все выстрелы поразили цель. 

Дан закон распределения случайной величины: 

7 X13 1,4 /5]6] 8 

р |0.110.11 р, | 0.1] 0.1 

Найдите М[А], предварительно определив р. 
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Случайные величины Х и Y независимы и распределены по нормальному 

_ 6x46)" 1 _ 4-5. 

закону с плотностями f(x) = е 7? , f= е + . Найдите Da Tan 
M[-SX + 27+ 7XY - 2]. 

Случайные величины Хи У независимы и распределены по нормальному 
| _ (x=? i _ (v8)? 

закону с плотностями f(x)=———e " , f(y)= е ? . Найдите 
М0 J2n 

D[-X+ 5У- 4]. 

10 

0, х<2; 

При каком значении а функция Р(х)=3 4а(х-2)’, 2<х<3; будет функ- 

l, x>3 

цией распределения некоторой непрерывной случайной величины Х? 

11 

Пусть функция распределения случайной величины 

0, x <0; 

Fa)=43{1-4}, О<х< 2; 

I, x> 2. 
` 

Найдите вероятность Попадания значения случайной величины в интервал 

[/2; 1. 

12 

Пусть функция распределения случайной величины 

0, x < 0; 

F(x)=4sinx, 0<х<л/2; 

|, х>л/2. 

Найдите плотность распределения вероятностей f(x) случайной величины 

Х. В ответе укажите значение f(x) при x=n/3. 

Вар № 2 | Тесты по разделу «Теория вероятностей» 

В урне лежат 4 белых и 6 чёрных шаров. Наугад один за другим вынимают 2 

шара (без возвращения). Какова вероятность того, что вынутые шары — разного 

цвета? 

Какова вероятность того, что при одном бросании игральной кости выпадет 

чётное число очков или число очков меньше 4? 

В первой урне 2 чёрных и 7 белых шаров, во второй — 5 чёрных и 5 белых. Из 

одной из урн наугад достали шар. Найдите вероятность того, что этот шар — 
чёрный. 

Монетку бросают 7 раз. Найдите вероятность того, что ровно 3 раза выпадет 

«решка». 

Вероятность «сбоя» в работе телефонной станции при каждом вызове равна 
0,01. Поступило 600 вызовов. Определите вероятность 4-х «сбоев». 

Два стрелка поражают цель с вероятностями 0,6 и 0,3 соответственно. Первый 

стрелок сделал |, а второй — 2 выстрела. Определите вероятность того, что цель 

поражена вторым стрелком при одном выстреле. 
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Дан закон распределения случайной величины: 

X |-20|-19|-17]-16|1-И 

р| 0.2 | р, | 0.1 | 0.1 | 0.2 

Найдите M[X], предварительно определив р... 

Случайные величины Х и 7 независимы и распределены по нормальному за- 

(х+5)* (v-4)? 
| -—=T 5 кону с плотностями f(x) = Ton’ 6 * . Найдите = те ‚ SO) ad 

МИХ- 357+ 5XY +2]. 
Случайные величины Х и Y независимы и распределены по нормальному за- 

(x-10)" (v+6)" 
о 5. : : —— 7 

кону с плотностями f(x) = Ten e © , fO)= е ^ . Найдите 
67 20 

D[8X¥—5Y+ 11]. 

10 

0, х<-2; 

При каком значении а функция Р(х)=\ 2a (+ + 4) ‚ -2<х<2; будет функ- 

1, x>2 

цией распределения некоторой непрерывной случайной величины АХ’? 

11 

Пусть функция распределения случайной величины 
г 

0, х<-2; 

Род = [1+5 -2<х< 2; 

Найдите вероятность попадания значения случайной величины в интервал 

[1/2; 1. 

12 

Пусть функция распределения случайной величины 

0, х< 0; 
F(x) =4 (1-cosx), 0<х<л/2; 

1, х>л/2. 

Найдите плотность распределения вероятностей f(x) случайной величины Х. 

В ответе укажите значение f(x) при x=7/6. 

Ответы к заданиям теста 

Вариант 1 

1) 16/45. 2) 5/6. 3) 33/68. 4) 5/16. 

5) 1,0125e> . 6) 0,054. 7) 5,1. 8) - 172. 

9) 30. 10) 0,25. 11) 5/16. 12) 0,5. 

Вариант 2 

1) 8/15. 2) 5/6. 3) 13/36. 4) 35/126. 
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5) 54е°. 6) 0,168. 7) -17.1. — 8)-273. 
9) 217. 10) 0,5. 11) 1/8. 12) 0,5. 

$ 4. Ответы кзадачам для самостоятельной работы ( по главам) 

Глава 1. 

1.8.2.4. 
3. 3-1) А.В.С. 3-2). A-B-C+A-B-C+A-B-C . 3-3). A-B-C 

3-4) А.В.С+А.В.С+А.В.С. 3-5). A-B-C 3-6). A-B-C 

4. A+B=A(B+B)+B(A+A)=AB+AB+AB+ AB =(AB+ AB)+ AB + AB= 

= АВ+АВ+АВ. 

5. А+С+В=АСВ = АСВ — выбраны только нарциссы и тюльпаны; 

AC — в букете есть нарциссы и нет сирени; 
BC —B букете есть сирень и нет тюльпанов; нет, не образуют. 

6. В+С — частный случай события A. 

7. ВС. 

Глава 2. 

1. 1/4. Указание. Подсчитайте площадь 5 криволинейной трапеции, ограни- 
< v < v 3 

ченной осью Ox, прямой x= 1 и кубической параболой у=х’. 

2. 1/18. 

Решение. Общее число случаев равно 36, так как каждый из шести случаев 
выпадения грани на первой кости сочетается с таким же числом случаев выпа- 
дения грани на второй кости. Благоприятные случаи усматриваются непосред- 
ственно. Они следующие: (1;2) и (2;1). Их 2. Вероятность искомого события 
равна 2/36=1/18. 

3. 47/90. 4. 7/8. 5. 2/3. 6. 1/189. 

Глава 3. 

4.3.2 _3 1 ] _ 40-7 1 _ 1 
1 28 2 5. 3. 13983816 0.715-10°'. 4. C3 120: 

Cis C3, Су 15 Cy, 
5. По — — . Указание. Рекомендуется сначала найти 7 2) 7 7 

Cs, Cs, Cy, 

вероятность противоположного события. 

CsCio _|_ Cio _ 67 
6. 1— — =, . Указание. Рекомендуется сначала найти вероят- Cy С. 91 

ность противоположного события. 
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Глава 4. 

1. 0.2.0.7 =0.14. 2.1-0.8.0.7 = 0.44. 
3. (2/3).0.02 + (13). 0.01 = 0.05/3 = 0.017. 

32-1 5 5.495.095 0.208, ¢ 2.2.8. 
4. 1514 35 OO 7D EUAN. 6: 9 ОИ 143. 

43 4 2 42 2 7. - 50. & a) Tg: 6) 7g. 9. С4.0.4.0.6*=0.3456. 10. 7/8, 

11.4p°¢+ p* =0.48. 12. ~0,74. 
Pewenue. По условию задачи заключаем, что в парии должно быть либо 

одно, либо ни одного бракованного изделия. Применяем приближенную фор- 

мулу Пуассона для биномиальных вероятностей при к=0 и к=1. При этом a= 
пр=1. Тогда искомая вероятность равна 

0 ] 

P(A) = gt pti gt 4g =2¢1 = 0,74. 
0! l! 

13. 1) ровно две = 0,224. 2) менее двух = 0,199. 

3) более двух = 0,576. Указание. Рекомендуется сначала найти вероят- 

ность противоположного события. 
4) хотя бы одну & 0.95. Указание. Рекомендуется сначала найти веро- 

ятность противоположного события. 

14. Po B90 Sk < 420) = 0,851. Указание. Используйте интегральную тео- 

рему Лапласа. 

15. Ро(90< А £120) = 0,851. Указание. Используйте интегральную тео- 

рему Лапласа. 

10. 1.42.1 43.152. МХТ. 1+4. 1 +9.1 = 10 Глава 5. 1. my =1-—+2-—+3 5; MX") Lat4-a+9 63> 
2 3 6 

р, =MLX’]- ту =P -2 =2: Oy =>. 

2. PLY = 0) =0.729; P(X =1) =0.243; P(X =2)=0.027; P(X =3) =0.001: 
ту =03. 

3. C=0.5; F(x) =0 npu x <0; F(x) = х?/4 при 0 <х<2; F(x)=1 прих> 2; 

my =4/3. 

4. P(X =k)=0,5-0,5*", геометрическое распределение. 

| 
5. f(x)= 50 если хЕ [5,25] и 0, ecau x é [5,25]. 

| 
Е(х) = 50 5), если хЕ [5,25], равна 0, если x <5 и равна 1, если x > 25. 
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P(IO< X <15) = 0,25. 

6. a) f(x) = 0, если х < ди равна Зе", если x > 0; 

6) F(x) = 0, если x <0и равна 1- e** еслих > 0; 

в) P< X <5)=F(5)-F(l) =е*-е” = 0,049. 

7. 12,2 <Х <12,8.. Указание. Используйте правило трёх сигм. 

8. P(O< X <1)=F(1)—F(0)=®, (1-1 /2)-Ф, ((O-1)/2) = 

=0.341. 

9. A=1/2, B=1/2, C=-1/2, т, =0, D,=1/6, P(X > 2) =1/8; 

ГО, / XE ([—°, — |], +, xe [-1,0], 

1/2+x+x7/2, xe [-1, 0], F(x) =: )y=<I-x, xe [0,1 
(=) 1 /24y—x2/2, xe [0,1], 1х) =11-х, xe 0 

|1, ХЕ [1, +]. 0, хе [-1,1. 

0, х<-1, 

3 Е()= 73. -2х.)/2,-1<х50, 
10. c=3; т. =0; р, =5б; P(X Е [1/2, 3/2] =1/4, (1+ 3х2 — 2х3) /2,0<х<1, 

| х>1[. 

Глава 6. 

| l 4 1 2 | 

| . _ хе. 1. -——. 2. С а-ха| уау= С хе 2] =C—=1;C=4 

1 

3. f(x) =4|а-худ=2а-х) при хе [0,1]; f,(x)=0 при хе [0, 1]; 
0 

| 

fly) = 4| yd —x) de = 2y при уе [0,1]; fyv)=0 при ye [0, 1]. 
0 

| | 
1. 2 2 3 my = 2] y dy = 

2 3 
4. my = 2} x12) dr=2( 5-5] 4; 

0 
3 

| ! 
27 9f 2 — _ 1. agry21— of 37, —1- M[X"]=2] 0 x) dx с; М] 2 У 5; 

Dy =M[X2]-m2 =1-1= Г. 

= 2] — 2-1 4_1. = 1-х 2 _2. р, =M[Y*]- my 5-9 rg? MIAY] 40 9% dy о; 

ky =M[XY]-mym, =4-1.2 = . kyy 
= =0. 

933 -° Px Oy Oy 

5. Законы распределения Х и У: 
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х [0 | у |0 

р [0.4 [0.6 а 105 |05 

Случайные величины X, Y зависимы. 

_ _ [х+1/2, xe [0,1], _ [у+1/2, ye [0,1], 
6. с=1; fel)= 4), x¢ [0,1], HOD=1 y¢ [0,1], 

Лху (х, у) = Sy OD) Sy OO) > Случайные величины Х, У зависимы. 

Глава 7. 

9. Куу(х, У). 10.0. 

Глава 8. 

10. 1. 11. 0.5+0) “=P =0.5+ 64 HOS |-0.5+0(2.25)- 
9 npg 5.0.99 

= 0.5+ 0.488 = 0.988. 
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Раздел 11. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 

Краткая характеристика содержания раздела 

В этом разделе изучаются методы работы с числовыми данными, получен- 
ными в результате наблюдений и экспериментов с целью получения вероят- 
ностно-статистических моделей случайных явлений. 

1. Темы раздела. Описательная статистика. Точечное и интерваль- 
ное оценивание параметров распределения. Проверка статистических гипотез. 
Корреляционный и регрессионный анализ. 

2. Базисные понятия. Выборка. Оценка числовой характеристики. 

Доверительный интервал. Статистические модели распределения случайной 

величины и зависимости между случайными величинами. 

3. Основные задачи. Приближенное определение вероятности собы- 
тия по относительной частоте. Нахождение приближенного закона распределе- 

ния случайной величины по данным экспериментов. Оценивание числовых ха- 
рактеристик или параметров распределения случайной величины по данным 
экспериментов. Проверка статистических гипотез о свойствах изучаемого слу- 

чайного явления. Определение эмпирической (регрессионной) зависимости 
между переменными, описывающими случайное явление, на основе экспери- 

ментальных данных. 

ВВЕДЕНИЕ 

1. Предмет математической статистики. Раздел «Математическая стати- 

стика» общего курса математики обычно изучается последним, так как основы- 
вается на теории вероятностей и всех других ранее изученных математических 
разделах. Сами статистические данные и выводы, полученные на их основе, ис- 
пользуются в естественных и гуманитарных науках, в инженерной практике, 
экономике. Особенно велика роль статистики в решении задач управления про- 
изводством, социальными группами людей, ибо без знания состояния управля- 
емого объекта разумное управление этим объектом невозможно. Эти знания об 
объекте несут обработанные и осмысленные статистические данные. 

Слово «статистика» происходит от слова Status — состояние, государство. 
Статистика — одна из древнейших наук. Еще в глубокой древности люди накап- 
ливали и анализировали сведения о природных и общественных явлениях с це- 

лью их познания и прогноза. Существуют производственная, экономическая, 
социальная, медицинская, демографическая и другие отраслевые статистики. 
Математическая статистика изучает математическую сторону работы с число- 
выми данными независимо от конкретной отраслевой специфики. 

Определение. Математической статистикой называется наука, разраба- 
тывающая методы регистрации, описания и анализа данных наблюдений и экс- 
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периментов с целью получения вероятностно-статистических моделей случай- 

ных явлений. 

Математическая статистика — абстрактная наука. Её методы применимы для 
обработки данных наблюдений и экспериментов любой природы, поэтому ис- 

пользуются во всех конкретных естественных и гуманитарных науках, эконо- 
мике, технике, медицине и т. д., т. е. во всех отраслевых статистиках. 

Основными задачами математической статистики являются следующие: 

e Приближенное определение вероятности события по относительной ча- 
стоте. 

e Нахождение приближенного закона распределения случайной величины 

по данным экспериментов. 

e Оценивание числовых характеристик или параметров распределения слу- 
чайной величины по данным экспериментов. 

e Проверка статистических гипотез о свойствах изучаемого случайного яв- 

ления. 

e Определение эмпирической (регрессионной) зависимости между пере- 

менными, описывающими случайное явление, на основе экспериментальных 
данных. 

Рассмотрим типичную схему исследований при решении указанных задач. 
Эти исследования, естественно, делятся на две части. 

Сначала путём наблюдений и экспериментов собираются, регистрируются 
статистические данные, составляющие выборку, — это числа, называемые также 
выборочными элементами. Затем они упорядочиваются, представляются в 
компактной, наглядной или функциональной форме. Вычисляются различного 

рода средние величины, характеризующие выборку. Часть математической ста- 
тистики, обеспечивающая эту работу, называется описательной статистикой 
(descriptive statistics). 

Вторая часть работы исследователя состоит в получении на основе найден- 

ных сведений о выборке достаточно обоснованных выводов о свойствах иссле- 
дуемого случайного явления. Эта часть работы обеспечивается статистически- 
ми методами, составляющими статистику выводов (inferential statistics). 

2. Краткие исторические сведения. Несомненно, что создание теории ве- 

роятностей в ХУШ в. и ее развитие стимулировались требованиями улучшения 

статистической обработки данных экономики, демографии, страхового дела. 

Сам термин «статистика» возник в XVIII B. К этому же времени относится 

начало преподавания статистики в университетах Германии. 

Методы теории вероятностей стали оказывать влияние и на статистику. Она 

перестаёт быть чисто описательной и наполняется математическими моделями 

изучаемых случайных явлений. 

Рождение математической статистики как полноправной науки, ее выделе- 

ние из ряда отраслевых и хозяйственных статистик произошло после того, как 

она стала строиться на основе теории вероятностей. Это случилось в ХХ B., ко- 
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гда и сама теория вероятностей стала строиться на основе аксиоматики, теории 
множеств, функционального анализа. 

Основоположниками математической статистики были Я. Бернулли (1654— 
1705), К. Гаусс (1777-1855), П. Лаплас (1749-1827). В XIX в. большой вклад в 

нее сделали российские математики IT. Л. Чебышёв (1821-1894), А. А. Марков 
(1856-1922), А. М. Ляпунов (1857—1918). В ХХ в. важные результаты были по- 
лучены К. Пирсоном (1857-1936), Р. Фишером (1890-1962), Г. Kpamepom 
(1893—1985), Р. Мизесом (1883-1953), а также отечественными математиками 

А. H. Колмогоровым (1903-1987), Н. В. Смирновым (1900-1966) и др. 

Глава |. Описательная статистика 

$ 1. Генеральная совокупность. Выборка. Выбор 

В соответствии с поставленными основными задачами математической ста- 

тистики рассмотрим абстрактный эксперимент Ё. В результате его проведения 

мы измеряем (наблюдаем) значение х изучаемой случайной величины Х. 

В реальных условиях случайной величиной Х являются, например, параметр 

детали при массовом производстве, величина инфляции, любой общий количе- 

ственный признак определенного множества объектов. 
Определение 1.1. Генеральной совокупностью называется множество воз- 

можных значений изучаемой случайной величины Х с приписанным этому 

множеству законом распределения Х: Г(Х). 
Примеры. 

1. Х- число рождений в городе за рассматриваемый промежуток времени. 

Генеральной совокупностью здесь является множество чисел {0, 1, 2 ,..., №, 

ограниченное сверху каким-то числом Л. Так как заранее для всех случаев ука- 
зать какое-либо конкретное число N невозможно, то с целью упрощения мате- 
матической теории здесь удобно рассматривать идеализированную генераль- 
ную совокупность — все множество целых неотрицательных чисел {0, 1, 2, ...}, 

с некоторым законом распределения. 
2. Х — величина отклонения детали от заданного размера при массовом 

производстве. Для удобства исследований за генеральную совокупность здесь 
принимают всё множество вещественных чисел с некоторым законом распре- 
деления. 

3. Х — длительность обслуживания в системе массового обслуживания. 
Здесь генеральной совокупностью является множество неотрицательных веще- 
ственных чисел с некоторым законом распределения. 

Числа, составляющие генеральную совокупность, называются её элемента- 
ми. Закон L(X) распределения случайной величины Х называется генеральным 

законом распределения, а числовые характеристики X — генеральными числовы- 
ми характеристиками. 
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Так как генеральная совокупность — большая, то перебрать все её элементы 
невозможно, поэтому для изучения генеральной совокупности из нее делают 
выборку и по её свойствам судят о свойствах генеральной совокупности. 

Определение 1.2. Выборкой называется множество измеренных значений хи, 

X2,...,Xn случайной величины Х. 

Выборка записывается в виде п-мерной точки (X1, X2, ... , Xn). Числа, состав- 

ляющие выборку, называются её элементами; их количество п — объёмом вы- 
борки. Выборку нельзя составлять как попало. Иначе она не будет правильно 
характеризовать генеральную совокупность. 

Определение 1.3. Процесс составления выборки называется выбором. 
Различных типов выбора существует несколько. Будем, во-первых, разли- 

чать выбор с возвращением и без возвращения. Оба типа выбора имеют смысл 
для конечной перенумерованной генеральной совокупности. Их можно уподо- 

бить выбору шаров из урны. При выборе без возвращения шары выбираются 
последовательно и в урну не возвращаются. При выборе с возвращением шар 

вынимается из урны, запоминается его номер, а далее шар возвращается обрат- 
но в урну. Поэтому при последующих выборах он снова может быть извлечён. 

Кажущееся различие этих двух типов выбора на самом деле не меняет веро- 
ятности попадания каждого элемента в выборку при условии, что элемент по- 
падает в выборку только один раз в случае выбора с возвращением, хотя вы- 
бран может быть много раз (не будете же вы опрашивать одного и того же ре- 
спондента несколько раз при социологическом опросе или исследовать одну и 
ту же деталь при контроле на брак партии). 

Действительно, при выборе с возвращением вероятность вынуть конкретный 

шар из урны, содержащей N шаров, равна 1/М№ — одна и та же при каждом выбо- 
ре шара. При выборе без возвращения вероятность попадания меченого шара в 
выборку при k-m выеме (k=1, 2,..., №) равна 

N-1 N-2 N-3 N-(kK-)). | 1 
М N-1 N-2 ^^ N-(k-2) N-(k-1) М’ 

т. е. также одна и та же независимо от того, на каком этапе составления выбор- 
ки шар в ней появится. Это есть вероятность того, что при последнем k-M выеме 
меченый шар появился, а во всех предыдущих (k—1) выемах - нет. 

Во-вторых, будем различать выбор случайный, т. е. проводимый с помощью 
какого-либо случайного механизма, и неслучайный (пристрастный, по законо- 
мерности). В статистике применяется в основном случайный выбор как более 

надёжный в отражении свойств генеральной совокупности. 

Определение 1.4. //ростым случайным выбором называется выбор, удовле- 

творяющий следующим требованиям: 

1. Выбор является случайным. 
2. Каждый элемент генеральной совокупности может быть выбран. 
3. Каждый элемент выбирается независимо от остальных. 
4. Все элементы выборки получаются в равных условиях. 
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Реально такой выбор можно осуществить на основе урновой схемы из ко- 

нечной генеральной совокупности, перенумеровав все её элементы, а затем вы- 

бирая номера с помощью какого-либо случайного механизма: выбор карточек 
из колоды, чисел из таблицы равномерно распределенных случайных чисел 

(таблица VI приложения), одинаковых шаров из барабана и т. д. (выбор без воз- 
вращения или с возвращением). 

Так можно выбирать коллективы людей по перечню для обследования, ав- 
томашины партии для испытания, штуки товара из партии для контроля ит. д. 

В реальных условиях простой случайный выбор не всегда осуществим. Он 

является как бы эталонным идеальным выбором. Реальный выбор лишь при- 
ближённо можно считать простым случайным. Его нельзя, например, осуще- 

ствить из бесконечной генеральной совокупности (время обслуживания, откло- 
нение результата измерения от нормы), из генеральной совокупности, образо- 
вание которой не завершено и может продолжаться бесконечно долго (исследу- 
ется средняя температура июля в Санкт-Петербурге; июли могут продолжаться 
потенциально бесконечно долго). 

Виды реальных выборов. 

1. Механический выбор. В этом случае элементы генеральной совокупности 

выбираются по какой-либо закономерности. Например, измерения производят- 
ся через равные промежутки времени, контролируется каждая десятая деталь, 
сходящая с конвейера, каждый пятый человек по списку. Применяется для ав- 

томатизированного контроля. 
2. Серийный выбор. Элементы в этом случае выбираются не по одному, а се- 

риями. Например, контролю подвергается не одна таблетка лекарства, а упа- 
ковка, не один человек из какой-либо группы, а вся группа. Диктуется условия- 
ми производства и обследования. 

3. Tunuyeckuu выбор. В этом случае генеральная совокупность делится на 

непересекающиеся части. Из каждой части выбираются элементы в количестве, 
пропорциональном объёму части. 

Так можно получить сведения о средней зарплате в отрасли, об урожайности 

поля, о политических предпочтениях людей. Характерен для экономических и 
социологических исследований. 

4. Субъективный выбор — на основе какого-либо субъективного принципа. 
Так, обследуются не все партии продукции, а лишь одна, наиболее подозри- 
тельная на содержание брака, ведётся опрос по телефону, а не всех слоёв насе- 

ления. Он экономит время, средства, но может привести к большим ошибкам. 
5. Выбор с помощью случайных независимых измерений (температура среды, 

величина тока, загрязнённость реки). Характерен для инженерных и естествен- 

нонаучных исследований. 

Все типы выборов могут комбинироваться между собой. Существуют и дру- 
гие типы выборов. 

В математической статистике рассматривается только простой случайный 
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выбор. Отметим одно его важное свойство — случайность (рандомизирован- 
ность). Случайный выбор объективен, гарантирует от пропуска скрытых зако- 
номерностей в генеральной совокупности, поэтому реальный выбор следует ор- 

ганизовывать так, чтобы свойство случайности присутствовало. В механиче- 

ском и субъективном выборах случайность отсутствует, поэтому они менее 
надёжны. (Например, каждая десятая деталь, снимаемая с конвейера, может по- 

ставляться бракоделом. Такой контроль может исказить результаты. 

Обратимся снова к анализу выборки. Повторяя выборку (х1, X2, ... , Xn) не- 

сколько раз, мы будем в общем случае получать каждый раз новые элементы, 
поэтому элементы выборки рассматриваются как случайные величины. Так как 
они принимают значения из одной и той же генеральной совокупности, то рас- 
пределены одинаково — так же, как случайная величина Х, образующая рас- 

сматриваемую генеральную совокупность, X1, X2, ... , Xn — это п копий случай- 

ной величины X. Далее, так как каждый элемент выборки получен независимо 

от остальных, то все элементы выборки рассматриваются как взаимно незави- 
симые случайные величины. 

Итак, с теоретической точки зрения выборка (X1, ^2, ... , Xn) — это и-мерная 

случайная величина, все компоненты которой — взаимно независимые одинако- 
во распределенные случайные величины. Их закон распределения — такой же, 

как у изучаемой случайной величины Х. 

Такую теоретическую выборку следует отличать от её реализации, т. е. 

набора п чисел, полученных в конкретном выборе (в конкретных измерениях). 
Чтобы подчеркнуть это различие, теоретическую выборку, т. е. и-мерную слу- 

чайную величину, иногда обозначают символом (А1, А>, ... , Xn), составленным 

из прописных букв, а её реализацию — символом (x1, x2, ... , Xn), составленным 

из строчных букв. Далее с целью упрощения записей и теоретическую выборку, 

и ее реализацию будем обозначать одним и тем же символом (X1, X2, ... , Xn), 
так как из текста обычно ясно, о чем идет речь. 

Обсудим ещё последнее свойство простого случайного выбора — о том, что 
все элементы выборки получаются в равных условиях. 

Это свойство можно выразить, введя случайную величину Х”, принимаю- 

щую выборочные значения х1, X2, ... , Xn C ОДНОЙ и ТОЙ же вероятностью 1/и. 

Дискретное равномерное распределение с законом, заданным формулой 

P(X* =x,)=1/n,k =1,2,...,n, (1.1) 

называется выборочным распределением, а его числовые характеристики — вы- 
борочными числовыми характеристиками (иначе — числовыми характеристи- 
ками выборки). 

К выборкам, как и к выбору, предъявляется ряд требований. Важнейшим из 
них является требование репрезеитативности (представительности). Оно 
означает, что выборка должна хорошо представлять всю генеральную совокуп- 
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ность. Так, изучая среднюю зарплату отрасли, нельзя ограничиться данными 
одного завода, одного месяца и т. д. Для составления репрезентативной выбор- 
ки более всего подходит типический выбор. Простой случайный выбор тоже 
репрезентативен, ибо теоретически любой элемент генеральной совокупности 

может попасть в выборку, но менее надёжен, чем типический, так как в силу 
независимости и случайности выбора элементов возможна их концентрация, и 
поэтому недостаточно представительный охват генеральной совокупности. 

Другим требованием является требование однородности выборки. Это озна- 
чает, что условия проведения экспериментов для получения выборки не долж- 
ны меняться. Выборка должна быть получена из одной генеральной совокупно- 
сти, а не из нескольких. В ней должны отсутствовать выбросы. Неоднородная 

выборка не может дать правильного прогноза. 
Будем различать малые и большие выборки, ибо они отличаются методами 

обработки. Для обработки большой выборки привлекаются асимптотические 
методы, основанные на центральной предельной теореме. В статистической 

практике принято считать выборку с объёмом и >30 большой. 
Для изучения двумерной случайной величины (Х, У) создаётся двумерная 

выборка, представляющая таблицу пар чисел (xi,yi), 7=1,2,..., И. 

Существуют выборки любой размерности. 

$ 2. Вариационный и статистический ряды 

Выборка является труднообозримым множеством. Для дальнейшего изуче- 
ния выборку подвергают перегруппировке. 

Определение 2.1. Вариационным рядом называется последовательность 
всех элементов выборки, расположенных в неубывающем порядке. Одинаковые 
элементы повторяются. 

Запись вариационного ряда: X(1), ХО), ... 5 Х(л). 

Элементы вариационного ряда называются порядковыми статистиками. 

Минимальный и максимальный элементы называются крайними, иначе — экс- 
тремальными элементами вариационного ряда: 

Хтт = X(1), Хтах Хи. (2.1) 

Разность между максимальным и минимальным элементами называется 
размахом, или широтой, выборки: 

R=Xmax— Xmin. (2.2) 
Определение 2.2. Средний элемент вариационного ряда, если п — нечетное, 

или полусумма двух средних элементов, если п — чётное, называется медианой 
выборки и обозначается med : 

Х( 1+1) при n=2/+1, 
med = 

(X() + X41) /2 при n=2/. 
(2.3) 
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Определение 2.3. Элементы вариационного ряда, на четверть отстоящие от 

краев, называются соответственно нижней и верхней квартилями и обознача- 
ЮТСЯ 714 И 23/4. 

Математически точно квартили определяются по формулам: 

Zy4 = Xq); j= {i при n/4 дробном, 
п/4 при п/А целом. 

Здесь [а] — целая часть числа а, т.е. наибольшее целое число, не большее, 
чем а. 

(2.4) 

23,4 = X(n—i4l) (2.5) 

Числа Xmin), 214, med, 23, дают сжатую информацию о выборке и о ге- 
Х тах 

неральной совокупности. Их можно изобразить в виде так называемого «ящика 
с усами» ( рис. 2.1). 

и ПО ООО +4 
2:4 Med 234 x xX тт тах 

Рис. 2.1. Ящик с усами 

Пример 2.1. Рассмотрим выборку наименьших цен в долларах США за | м" 
на новое жилье в отдаленных районах следующих областных или столичных 
городов России в 1997—1998 гг.: 

Астрахань — 330, Барнаул — 340, Брянск — 360, Волгоград — 380, Екатерин- 
бург — 380, Иркутск — 450, Казань — 350, Москва — 900, Нижний Новгород — 350, 

Новосибирск — 400, Омск — 360, Пенза — 320, Петрозаводск — 360, Самара — 400, 

Санкт-Петербург — 500, Ставрополь — 360 (газета «Известия», 21.01.98). 
Построить вариационный ряд и «ящик с усами». 

> Заметим предварительно, что элемент выборки 900 аномален, что объяс- 
няется исключительным положением Москвы как столицы по отношению ко 
всей России. Его следует исключить из выборки, иначе она будет неоднород- 

ной. После исключения вариационный ряд получает вид: 

320, 330, 340, 350, 350, 360, 360, 360, 360, 380, 380, 400, 400, 450, 500. 

Из него находим хи =320; хх =500; med = х(7) =360; 21/4 = X(4)=3505 

23/4 = Х(12) =400; К =500- 320 = 180, так как 

= ["/4]+1= [15/4] +1=3+1=4; n-i+1=15-441=12. 

«Ящик с усами»: 

| | | | 4 
320 350 360 400 500 

Пенза Казань Брянск Новосибирск С.-Петербург 
Н. Новгород мск Самара 

Петрозаводск 
Ставрополь 
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Если в выборке много повторяющихся элементов, то вариационный ряд 
можно преобразовать в статистический ряд. 

Определение 2.4. Статистическим рядом называется последовательность 

различных элементов 2; вариационного ряда с указанием частот п; повторения 

элементов. 

В общем случае статистический ряд записывают в виде таблицы 

(И 2+ +... nk= п): 

Zk 
N; Ny Ny 

Пример 2.2. Преобразуем вариационный ряд из примера 2.1 в статистиче- 
ский ряд. 

> 320 330 340 350 360 380 400 450 500 

| | ] 2 4 2 2 ] | 

< 

Статистический ряд можно изобразить графически в виде полигона (много- 

угольника) частот, откладывая по оси абсцисс элементы статистического ря- 

да, 

И 
2, 2 

pf pf | 
320 340 360 380 400 450 

Рис. 2.2. Полигон частот к примеру 2.2 

| | Г 

а по оси ординат — частоты (или относительные частоты). Полученные точки 

плоскости соединяются отрезками. 
Полигон статистического ряда из примера 2.2 имеет вид (рис. 2.2). 
Полигон частот (или относительных частот) даёт хорошее представление о 

распределении частот в выборке. Элемент, отвечающий наибольшей частоте по 
сравнению с соседними элементами статистического ряда, называется выбо- 
рочной модой (mod ). Для рис. 2.2 mod = 360. 

$ 3. Выборочная функция распределения 

Рассмотрим функциональный способ описания выборки. 
Определение 3.1. Выборочной (эмпирической) функцией распределения 

называется относительная частота события Х<х, полученная по выборке: 

Е" (х)=Р*(Х<х). (3.1) 

Для получения относительной частоты Р”(Х<х) просуммируем в статистиче- 
ском ряде, построенном по данной выборке, все частоты 7, для которых эле- 
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менты 2; статистического ряда меньше x. Тогда Р"(Х < x)= 1 >. п;. Имеем 
n 

2;<X 

F*(x) =4 yn. (3.2) 

Это функция распределения дискретной случайной величины X*, заданной 
таблицей распределения. 

| X* 2 2 ... ... Zk 

| Р п/п | n/n ... ... | ayn 

Её графиком является восходящая ступенчатая линия, называемая кумулятой 

(линия накопленных относительных частот). 

Пример 3.1. Измеренные с точностью до одного грамма отклонения веса 

деталей от номинала составили следующую выборку объёма л = 16: 

(0, 1, 0, —2, 2, 3, 2, 0, 0, —1, 1,-1, 0, 1, -3, —2). 

Для этой выборки статистический ряд представлен следующей таблицей. 

Zi —-3 | -2 | -l 0 l 2 3 

Ni ] 2 2 5 3 2 l 

На основе этой таблицы строим выборочную функцию распределения. 

f 0 при х<-3, 
1/16 при -3<х<-2, 
3/16 при -2<х<-1 
5/16 при -—1<х<0, 
10/16 при 0<х<1|, 

13/16 при 1<х<2, 
15/16 при 2<х<3, 

| Г при x>3. 

* 

График этой функции (кумулята) представлен Ha рис. 3.1. 

AY = Fig (Хх) y=l 

< 

a 
г И 

w
t
-
-
-
 

e
e
e
 

e
e
 
e
e
e
 

р 

! 
! 
! 
р 

} 
2 3 2 | 4 

Рис. 3.1. Кумулята (график выборочной функции распределения) и 
аппроксимируемый ею график генеральной функции распределения F(x) 

Так как относительная частота события приближается к вероятности собы- 
тия при увеличении п, то выборочная функция распределения Е*(х) прибли- 
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жённо представляет функцию распределения F(x) генеральной совокупности, 

как говорят, является её оценкой: 

Fr (х) = F(x). (3.3) 
Точный математический смысл приближения Е*(х) к F(x) заключён в сле- 

дующей теореме. 

Теорема 3.1. Для любого фиксированного х выборочная функция распреде- 

ления Е*(х) при п -> ® стремится по вероятности к генеральной функции рас- 

пределения F(x): 

Fy (x) > F(x). (3.4) 
» По теореме Бернулли (разд. 8, гл. 8, $ 2) относительная частота события 

по вероятности стремится к вероятности этого события при п-› ©. В данном 
случае P*(X <х)=Е*(х), P(X <x)=F(x); получаем формулу (3.4). < 

$ 4. Выборочные числовые характеристики 

С помощью выборки образуются её числовые характеристики. Это число- 
вые характеристики случайной величины Х” с равномерным законом распреде- 

ления (1.1), который означает, что каждый элемент выборки x4, A=1, ... , 7, 

принимается с вероятностью 1/n, ибо предполагается, что выборка образована с 

помощью простого случайного выбора. 
Числовые характеристики случайной величины Х” называются выборочными 

числовыми характеристиками. Случайная величина Х” аппроксимирует изуча- 
емую случайную величину X в силу того, что Е*(х) по вероятности стремится к 

Ех(Х) при п > ©. Следует ожидать, что и выборочные числовые характеристи- 

ки будут аппроксимировать соответствующие генеральные характеристики, 
т.е. являться их оценками. Такой метод образования оценок генеральных чис- 

ловых характеристик называется методом аналогии (или подстановки). 
Вместо числовых характеристик X рассматриваются аналогичные числовые 
характеристики Х”. Это означает также, что во все формулы для генеральных 
числовых характеристик вместо Х подставляется случайная величина Х”, её ап- 

проксимирующая. 
Определение 4.1. Выборочной оценкой генеральной числовой характери- 

стики называется её приближенное значение, найденное по выборке. 

Одним из методов получения оценок является метод аналогии (подстанов- 
ки). Свойства оценок будут рассмотрены позднее. Рассмотрим сами оценки. 

1. Основные оценки. 

1. Выборочное среднее 

X=—>) xX, (4.1) 

является оценкой генерального математического ожидания m1 = MY. 
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2. Выборочный начальный момент порядка | 

a, = “12 xl. (4.2) 

является оценкой генерального начального момента порядка /: a, = М[Х!]. 

3. Выборочный центральный момеит порядка | 
] Nn _~ 

т, =— > (x,-X 4.3 [ р 2 i ) ( ) 

является оценкой генерального центрального момента порядка /: 

=м [(Х-т)!]. 
4. Выборочная дисперсия 

= ть = С: —x)? (4.4) 

является оценкой генеральной дисперсии о? =p, =M [(Х _ т)? | 

5. Выборочное среднее квадратичное отклонение 

s=Vs? (4.5) 

является оценкой генерального среднего квадратичного отклонения о = V2. 

Для выборочной дисперсии справедлива формула, аналогичная формуле для 
генеральной дисперсии: 

s*=a,-X?*= a, “ (4.6) 

2-1 , -2 — XX. x2 _1 . Ps > 2 (xp —2Xxx, +х-) . р, — 2X —- 2 x; +4 

=a, — 2х2 +х? =a, —х?.< 

Пример 4.1. Вычислим выборочные числовые характеристики Хх, а>, 5”, 5 для 

выборки из примера 3.1. 

№ х = (-3.1-2.2-1.2+0.5+1.3+2.2+3.1)/16 = 1/16 = 0.0625; 

а2=[(-3)?-1+(—2)?-2+(—1)2-2--02-5-12.3-22.2-32.1]/16=39/16=2/4375; 
52 =a, -х? =39/16-1/16? = 623/256 = 2.4336; 

= 2.4336 = 1.56. 
2*. Дополнительные оценки. 

Кроме основных выборочных числовых характеристик (4.1) — (4.5), рас- 
смотрим еще выборочные числовые характеристики, выраженные через поряд- 
ковые статистики. В этом случае будем предполагать, что случайная величина 
Х, образующая генеральную совокупность, непрерывна и имеет плотность ве- 
роятности f(x) непрерывную в окрестности рассматриваемых точек. Тогда: 

6*. Выборочная медиана med (2.3) является оценкой генеральной медианы 

Me=F (1/2) (в случае её однозначности). 
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7*. Выборочные квартили 214 и 2зщ (2.4), (2.5) являются оценками соответ- 

ствующих генеральных квартилей &4 = Ру (14), E34 = Fy (3/4) (в случае их 

однозначности). 

8*. Выборочное среднее абсолютное отклонение 

_ 1% d ==) |x; — те |. (4.7) 

является оценкой генерального среднего абсолютного отклонения 

5=М [| Х-Ме]]. (4.8) 

Здесь дополнительно предполагается существование конечного второго ге- 

нерального момента. 

9*. Полусумма выборочных квартилей 

| 
lg = 5 (21/4 + 23/4) . (4.9) 

10*. Полусумма экстремальных выборочных элементовб 

| 
Гр = 5 (ти + Xmax ) . (4. | 0) 

11*. Разность выборочных квартилей, называемая выборочной интерквар- 

тильной широтой 

4 = 23:4 — 21/4. (4.11) 
12*. Размах выборки R = (см. (2.2)). “тах — “min 

Четыре выборочные характеристики 

x, med, tg, tr (4.12) 

являются характеристиками положения выборки, а четыре выборочные харак- 
теристики 

5, 4, а, К (4.13) 

являются характеристиками рассеяния элементов выборки относительно цен- 

тров (4.12) соответственно. 
Для симметричного генерального распределения все выборочные характе- 

ристики (4.12) оценивают центр симметрии распределения. Свойства введён- 

ных выборочных числовых характеристик будут рассмотрены в главе 2. В силу 
различия этих свойств все рассмотренные величины (4.12), (4.13) характеризу- 
ют выборку, а потому и генеральную совокупность, системно. Недостатки од- 

них компенсируются другими. 
Пример 4.2. Вычислим выборочные числовые характеристики med, 214, 234, 

Xmin, Xmax, ty, tr, 4, К, d для выборки из примера 3.1. 
> Составим вариационный ряд на основе статистического ряда (3.3). 

—3, —2,—2, —1,—1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3 
Из него получаем: 

med = 0; 21/4 = X(4) =-1; 23,4 = (13) =|; Xmin = —35 X max = 35 

t, =(-1+1)/2=0; в=(-3+3)/2=0; qg=1-(-l)=2; R=3-(-3)=6; 
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А=(3-+2.2+1.2-+1.3+2-2+3)/16=(3+4+2-+3+4+3)/16=19/16=1.1875. 
Полезно сравнить полученные характеристики med, f,, в с X¥,ad CS. 

х = (-3+ (-2).2 + (-1).2+1.3+2.2+3)/16 =1/16 = 0.0625; 

med= {, = 12 =0 близки к х. Это говорит о том, что генеральное распределение 
предположительно симметрично относительно нуля и на это указывают все 
оценки. Далее 

ay = (9+4.2+1.2+1.3+4.2+9)/16 = (18+16+5)/16 = 39/16 = 2.4375; 

52 =2.4375 — 0.06252 = 2.4336; 5 = /2.4336 =1.56. 

Оценки 5 и 4 отличаются более сильно, так как оценивают различные гене- 
ральные характеристики с и 6. Если же предположить генеральное распределе- 
ние нормальным, на что есть теоретические основания, то 4 тоже можно счи- 
тать оценкой с, если предварительно эту выборочную оценку нормировать с 
помощью нормирующего коэффициента k,(16)=0.76 (см. табл. УП приложе- 

ния в [13]): 4" =d/k, (16) =1.1875/0.76 =1.56.< 

$ 5. Группированный статистический ряд. Гистограмма 

1. Группированный статистический ряд. Если выборка получена из не- 

прерывной генеральной совокупности и объём ее большой, то вариационный и 
статистический ряды, как и сама выборка, будут трудно обозримыми множе- 
ствами. Действительно, в этом случае при достаточно точном измерении прак- 
тически не будет равных элементов выборки, ибо вероятность равенства значе- 

ний непрерывной случайной величины равна нулю. Тогда прибегают к другому 

способу группирования элементов выборки. 
Промежуток [Xmin, Xmiax] Делится на некоторое число k равных по длине про- 

межутков. Обозначим их слева направо: Ду, Ao, ... , Ax. Если границы проме- 

жутков обозначить do, a1, ... , ak, то Al= [Xmin, a1), А2= [ai,a2), ... ‚ Ai= 

=[ai-1, ai), ... , Ak= [@k-1, Xmax]. Здесь ao = Xmin, @k= Xmax. Пусть ni — число эле- 

ментов выборки, попавших в промежуток A;. Числа пи, n2, ..., пк называются 

частотами попадания элементов выборки в данные промежутки. 

Определение 5.1. Совокупность промежутков Aj, Ao, ... , Ак и соответ- 

ствующих им частот называется группированным статистическим рядом. 
Естественно, возникает вопрос: как выбрать число k промежутков? 
При слишком большом К картина распределения будет искажена случайны- 

ми колебаниями частот. Отдельные промежутки даже могут оказаться пустыми. 
При слишком малом k будут сглажены и затушёваны характерные особенности 
распределения. 

Для отыскания А можно рекомендовать полуэмпирическую формулу ([4]): 

k =1.72n"3 , (5.1) 
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Здесь п — объём выборки; 30<n<1000. При п=40 >k=6; при n=100>k =8; 
при n=200>k=10; при n=400>k=12>k = 12; при n=1000>k=17. 

Применяется также формула Старджесса 
k= 1-+3.3 Пеп. (5.2) 

Длина промежутков Ду, Ao, ... , Ах определится по формуле 
H=R/k=( Xmax — Xmin)/k. (5.3) 

Вместо группы элементов, попавших в интервал Дь рассматривается один 

их представитель. В качестве такового обычно берут среднюю точку x* проме- 

жутка Aj. Группированный статистический ряд можно оформить в виде табли- 

цы. Технически при ручном счёте это делается так. Просматриваем выборку по 
порядку и каждый элемент относим в соответствующий промежуток, ставя при 
этом палочку в графе рядом. Когда накапливается четыре палочки |||], их пе- 
речёркиваем после появления в этом промежутке следующего элемента. Полу- 
чается пяток +HT . Затем образуем следующий пяток и т. д. Так находим часто- 

ты i, 1=1,2,..., К (табл. 5.2). 

При использовании компьютера частоты находятся автоматически по про- 
грамме после введения выборки в компьютер. 

Пример 5.1. Проведено 100 измерений веса os (грамм) единицы продукции, 

производимой фирмой. Данные помещены в таблицу 5.1. 

Из таблицы.5.1 находим Xmin= 24.7, Хшах = 39.9. Тогда 

К = Xmax — Xmin= 39.9 — 24.7 = 15.2; k = 8, й = ЮЖ =15.2/8 = 1.9. 
Делим промежуток [27.4; 39.9] на 8 равных частей и подсчитываем частоты. Ре- 

зультаты сведены в таблицу 5.2. 

Таблица 5.1 

Результаты измерений веса с, (грамм) единицы продукции 

26.7 37.0 30.5 28.1 27.4 25.4 36.1 33.4 29.7 

26.4 34.0 26.6 27.9 35.4 35.3 29.6 29.4 37.4 

37.0 28.7 33.7 31.2 34.5 31.8 25.5 30.2 32.7 

28.3 39.9 33.5 34.1 30.0 35.8 30.7 25.9 31.6 

34.4 31.5 31.8 27.4 30.7 33.4 33.1 33.2 30.3 

24.7 35.8 32.2 35.2 30.8 37.0 26.3 30.2 

32.5 29.7 28.0 32.4 32.3 31.9 26.7 34.7 33.6 

31.9 30.8 32.3 30.4 33.8 29.5 29.7 31.8 

30.1 32.4 30.6 28.1 32.2 30.5 30.8 33.4 28.7 

32.6 32.7 32.3 29.8 30.6 37.2 38.4 31,8 33.1 

30.6 35.4 25.6 33.5 32.0 31.6 26.1 29.4 36.4 
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Габлица 5.2 
Группированный статистический ряд для выборки из табл. 5.1 

№ Границы Подсчёт частот п; Средняя 

проме- | промежутков точка про- 
жутка межутка 

Qi-| а; 
| 24.7 26.6 ИИ 9 25.65 

2 26.6 28.5 УНР | 1] 27.55 

3 28.5 30.4 НН +H | 16 29.45 

4 30.4 |323 | det Her НН НН НН |127 31.35 
5 32.3 34.2 НТН НН 19 33.25 

6 34.2 36.1 dtr Lett | 1] 35.15 

7 36.1 38.0 НТ 5 37.05 

8 38.0 39.9 | 2 38.95 

100 

2. Оценивание генеральных числовых характеристик с помощью груп- 
пированного статистического ряда. С помощью группированного статисти- 

ческого ряда можно приближенно вычислить выборочные моменты. Tak как 
группа элементов выборки, входящих в промежуток Aj, заменяется средней 
точкой х’ промежутка, то следует считать, что элемент х/ встречается в выбор- 

кем; раз, т. е. имеет частоту и;. Получаем следующие формулы: 

(5.4) 

(5.5) 

Такое усреднение по промежуткам несколько искажает выборочные число- 
вые характеристики, но при болышом объёме выборки это искажение несуще- 
ственно. 

Габлица 5.3 
Подсчет первых двух выборочных моментов по формулам (5.3), (5.4) 

i Mi 2} 27 NZ; nz? 

| 9 25.65 657.9 230.85 5921.1 

2 1] 27.55 795.0 303.05 8349.0 

3 16 29.45 867.3 471.20 13876.8 

4 27 31.35 982.8 846.45 26535.6 

5 19 33.25 1105.6 631.75 21006.4 

6 1] 35.15 1235.5 386.65 13590.5 

7 5 37.05 1372.7 185.25 6863.5 

8 2 38.95 1517.1 77.90 3034.2 

У, 100 — — 3133.10 99177.1 
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Применение формул (5.4), (5.5) целесообразно при ручном счете. При счете 
на компьютере применяются точные формулы (4.1), (4.2). 

Пример 5.2. Найти выборочные числовые характеристики Х,52,5 для вы- 

борки из табл. 5.1, используя группированный статистический ряд (табл. 5.2). 
> Вычисления оформляются в виде таблицы (5.3). С помощью таблицы 5.3 

получаем: х= 3133.1 0/100 = 31.33; a, = 99177.1/100 = 991.77; 

52 =a, —X* =991.77 -— 31.33? =10.20; 5 = 10.20 =3.19. < 

3. Гистограмма. Группированный статистический ряд наглядно можно 

зобразить в виде гистограммы. 
Определение 5.2. Гистограммой выборки называется фигура, образованная 

прямоугольниками с основаниями A; и высотами я/(ий), i=1,..., К. 

Гистограмма изображена на рис. 5.1. Величины и/п называются относн- 

тельными, а ni/(nh) — приведёнными частотами группированного статистиче- 

ского ряда. 
С помощью гистограммы оценивается кривая плотности вероятности, так 

как ступенчатая ломаная, ограничивающая гистограмму сверху, близка к гра- 

фику плотности вероятности. В самом деле, площадь прямоугольника с основа- 

нием Aj; равна /ni/(nh)=ni/n, т.е. относительной частоте попадания элементов 

выборки в промежуток Aj. При большом п относительная частота близка к ве- 

роятности попадания значения случайной величины Х в промежуток Aj. Эта ве- 

роятность численно равна площади криволинейной трапеции с основанием A; и 

ограниченной графиком плотности. Итак, этот участок криволинейной трапе- 

ции, ограниченной графиком плотности, аппроксимируется прямоугольником 

гистограммы с основанием Aj, поэтому и вся рассматриваемая криволинейная 
трапеция аппроксимируется гистограммой. 

Обычно приведенные частоты очень малы, поэтому гистограмму строят, 
увеличивая масштаб по оси Оу, что равносильно тому, что при одинаковых 

масштабах по осям строят прямоугольники с высотами спь [=1, ..., К, где с 

надлежащий коэффициент пропорциональности. 
Сравнивая ступенчатую ломаную, ограничивающую гистограмму сверху, с 

известными графиками теоретических плотностей (нормальной, показательной 
и других), можно выдвинуть гипотезу о законе распределения генеральной со- 
вокупности (рис. 5.1). 

Другим наглядным изображением группированного статистического ряда 
является полигон приведенных частот — это ломаная с вершинами в точках 
(x?,n,;/nh). 
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у= /(х) плотность вероятности 

aN полигон 

/ Ne 

L ah ‘A nh NY 
о 

р 
— i |. 2}. xX 

O A, A> A, 

Puc. 5. I . Г] истограмма и полигон группированного статистического ряда 

С помощью полигона Также оценивается кривая плотности вероятности 

(рис. 5.1). 
Пример 5.3. Построим гистограмму и полигон приведённых частот для 

группированного статистического ряда (табл. 5.2). 
Из рис. 5.2 видим, что ломаная, ограничивающая гистограмму сверху, и по- 

лигон по очертаниям близки к графику нормальной плотности. Это позволяет 
выдвинуть гипотезу о нормальности распределения изучаемой генеральной со- 
вокупности. 

лм 
д № 

—” х 
9 1] 16 27 19 It 5 Щ` 

2 

24.7 2 2. 23 24 

группированного статистического ряда из табл. 5.2 

4*. Гистограммная и полигональная оценки плотности вероятности. 
Ступенчатая линия, ограничивающая гистограмму сверху, может быть 

описана аналитически функцией 
k * 

ил 1 XX; CO ker: dank 7 |. (5.6) 

Здесь К(и) — функция, называемая ядром, определяется формулой 

-1/2<и<1/2; I, 
Ka) = u<—1/2 или и> 2, (5.7) 
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п — объём выборки, 17; — число элементов выборки, попавших в промежуток Aj, 

х#— средняя точка промежутка Aj, h — длина Aj, 1=1, ..., К, k — число промежут- 

КОВ. 
При выполнении достаточно общих условий относительно генеральной 

плотности f(x) можно утверждать, что и гистограммная оценка f(x), и оценка 

Jf, (x) с помощью полигона приведенных частот сближаются с оцениваемой 

плотностью Хх), т. е. являются, как говорят, её состоятельными оценками: 

ДЕЛО, (о 
в точках х непрерывности плотности [2.4 ]. 

Глава 2. Точечное оценивание числовых характеристик 

и параметров распределения генеральной совокупности 

Одной из важнейших задач математической статистики является задача 

приближённого вычисления числовых характеристик и параметров закона рас- 

пределения изучаемой случайной величины. Эта задача называется задачей 

оценивания неизвестных величин. Сформировались два направления в теории 

оценивания — точечное и интервальное. В настоящей главе рассматривается 

теория точечного оценивания. 

$ 1. Понятие точечной статистической оценки. 

Требования к оценкам 

Определение 1.1. Гочечной статистической оценкой неизвестной числовой 

характеристики или параметра @ распределения называется функция 

9, (х,...,х„), зависящая от элементов выборки, приближённо равная 6: 

9 (х,....х,)=0. (1.1) 

Для каждой конкретной выборки — это число, т. е. точка на числовой OCH. 

Определение 1.2. Статистикой называется любая функция выборочных 
элементов (наблюдений). 

Итак, статистическая точечная оценка — это статистика, по значениям кото- 

рой можно судить о величине 0. Слова «точечная», «статистическая» в приме- 

нении к оценкам в пределах главы в дальнейшем для простоты опускаются. 

Для одной и той же неизвестной величины 0 можно составить бесконечно 

много различных оценок. Так, в качестве оценки математического ожидания т 

нормального распределения могут служить выборочное среднее х , выборочная 

медиана med, полусумма квартилей t,, полусумма крайних элементов fa. 
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В силу многообразия оценок, применяемых для оценивания одной и той же 

неизвестной величины, возникает задача выбора из них лучшей в определённом 

смысле. К оценкам предъявляется ряд требований. 
Заметим предварительно, что все статистические оценки являются случай- 

ными, так как случайными являются элементы выборки. 

Определение 1.3. Оценка 0, =0,(ж,..., х„) называется состоятельной 

оценкой 0 , если она стремится по вероятности к 0 с ростом п: 
^ _Р 
0, — 0. (1.2) 

n—oo 

Это означает, что для любого = > 0 выполняется соотношение 

lim P(|6, -0Р=)=0. (1.3) 
>= 

Это требование означает сближение 0, и 9 с ростом п в вероятностном 

смысле. В математической статистике, как правило, применяются только состо- 

ятельные оценки. 

Пример 1.1. Из предельной теоремы Бернулли теории вероятностей следу- 

ет, что относительная частота P*(A) события А является состоятельной оценкой 

вероятности P(A) этого события: P*(A) ›Р( А). "> 

Определение 1.4. Оценка 0, называется несмещенной оценкой 9, если 

Атематическое ожидание оценки равно 0: 

МО, =60. (1.4) 

В противном случае оценка называется смещеннои. 

Разность M6, —0 называется смещением оценки. 
aA 

Требование несмещённости означает, что выборочные значения O, ; оценок, 

получаемые при повторении выборок, группируются не только около их мате- 

матического ожидания, но и около оцениваемой величины 0 (рис. 1.1). 

6. М9, 0 

® oe ele. |. — 
| | = 

Рис. 1.1. Группировка выборочных значений 9, ; смещённой оценки около своего 
3 1 

математического ожидания МО,, а не около оцениваемой величины 0 
п’ 

Определение 1.5. Оценка 0, величины 0 называется робастной, если она 

устойчива по отношению к выбросам в статистических данных. 
Выбросы в выборке могут появиться вследствие сбоев регистрирующего 

прибора, грубых ошибок оператора. 
Выбросы группируются на концах вариационного ряда наблюдений. По- 

этому оценки, не имеющие в своём составе элементов, близких к концам вариа- 
ционного ряда, будут робастными. Это, например, выборочная медиана med и 

полусумма квартилей fy. 
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Замечание 1.1. Понятие робастности оценок понимается более широко, чем 
об этом сказано в определении 1.5, ибо нарушения в составлении выборки мо- 
гут происходить не только по причине появления выбросов. Например, выбор- 
ка может быть неоднородной вследствие примешивания элементов из другой 

генеральной совокупности. Ограничимся только случаем появления выбросов. 

Определение 1.6. Оценка 0" числовой характеристики или параметра 6 

распределения называется эффективной в рассматриваемом классе Т состоя- 
тельных и несмещенных оценок, если она имеет в этом классе минимальную 
дисперсию: 

р8* = min D6,. (1.5) 

Замечание 1.2. Для рассматриваемого распределения и рассматриваемого 
класса оценок 7 эффективная оценка может не существовать, а удаётся лишь 

определить нижнюю грань дисперсий оценок int DO,,. Тогда возникает задача 

построения оценок, дисперсии которых будут возможно ближе к этой грани. 

Определение 1.7. Из двух оценок ‚9, и 0.,, одной и той же числовой ха- In 

рактеристики или параметра 60 распределения в классе Т состоятельных и не- 
смещенных оценок более эффективной считается та, дисперсия которой мень- 
ше. 

Если имеет место неравенство 

D6,, < 26.,, (1.6) 

— более эффективная оценка 0 , чем 6.,. 

In 

то 0 In 

Отношение 26, / D0,,, называется относительной эффективностью оцен- 

ки 0, относительно оценки 8,,, а отношение inf DO, / DO0,,, = eff 0>,, назы- г 

вается эффективностью оценки 65, в рассматриваемом классе оценок T. 

Пример 1.2. Для нормального распределения N(m,o) оценкой математиче- 
ского ожидания 71 могут служить выборочное среднее х и выборочная медиана 

med в силу симметричности нормального распределения. 
2 

Доказано, что Dx =o?/n (для любого n) и Dmed = (при больших п). 
п 

Следовательно, при больших и относительной эффективностью выборочной 
медианы относительно х будет 

Dx /Dmed =2/л = 0.64. (1.7) 

Определение 1.8. Оценка 0, параметра 0 распределения называется асимп- 

тотически эффективной в классе T состоятельных и несмещенных оценок, ес- 
ли существует предел 

lim eff6,, =1. (1.8) 
">> 

Асимптотически эффективные оценки даёт метод максимального правдопо- 
добия получения оценок, который рассматривается далее в $ 5. 
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В более общем случае, если отказаться от требования несмещённости оцен- 
aA aA 

ки 9, параметра 0, то в качестве меры разброса значений 69, относительно 09 
п п 

вместо дисперсии DO, обычно выбирается величина среднего квадрата ошиб- 

ки, то есть второй момент вида М | (6, — 6)? |. Тогда оценка 0, называется эф- 

фективной в классе 7 состоятельных оценок, если выполняется равенство 

м | (6; - 6)2 |=inf M| (6, — 8)? |. (1.9) 
Отношение 

eff 6, = inf M[ 6, - 6)? | / M| (61, - 6)? |. (1.10) 

называется эффективностью оценки 6;, в классе 7 состоятельных оценок. 

$ 2. Свойства выборочного среднего и выборочной дисперсии 

1. Свойства выборочного среднего X | 

Свойство 1. Выборочное среднее X является состоятельной оценкой гене- 

рального математического ожидания т = МХ, что следует из предельной теоре- 
мы Чебышёва: 

Qe P \ Xe (2.1) 

Свойство 2. х является несмещенной оценкой т: 

Мх=»т. (2.2) 

a п 

> Mx=M “>, =-) Mx, =< MX =m, ибо выборочные элементы Xi 
i=] 1=1 

рассматриваются как экземпляры изучаемой случайной величины Х. Поэтому 

Mx; =MX=m, 1=1,..., п. < 

Свойство 3. Х не является робастной оценкой т, так как в своем составе 

имеет крайние элементы вариационного ряда. 
Свойство 4. Dx =062/n. (2.3) 

' 12 

_ 1% | ] 
> = — Хх. | = — Хх. = — 2=62 . < Dx =D nt >, Dx пб? = 62/n 

Этот результат означает, что с ростом п рассеяние X уменьшается обратно 
пропорционально п. 

Замечание 2.1. Аналогично доказывается, что выборочный начальный мо- 
мент а, порядка / также является состоятельной и несмещенной оценкой гене- 

рального начального момента 0.=МХ" порядка /: 
Ро. a, > OL) 5 (2.4) 

Ma; =а.. (2.5) 

2. Свойства выборочной дисперсии 5”. 
Свойство 1. Выборочная дисперсия является состоятельной оценкой гене- 

ральной дисперсии: 
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—~—>062=DX. (2.6) 

P s2 =a, -x? Гоа, -m? =DX, так как на предел по вероятности рас- 

пространяются известные теоремы о пределе суммы и произведения, известные 
из курса математического анализа, и a,——+—>0,, ¥ 

формул (2.1) и (2.4). < 
Свойство 2. Вспомогательная формула для выборочной дисперсии 

›_1 n _ dos , 

и, т) —-(х-т)-. (2.7) 

> 52 = —X)2 = x, (x, —m)-(x-m)] = 

1 Ш 

=> [и - т)? — 208 - т) (x; -т)+(х-т)]= 

$2 

P \ — > m вследствие 

_ 1х | 1 _ 5_ 
=> т)? —2(x —m) nent опт + a(x m) 

Vial 

п м7 — =+) x, -m)* —(x -m)*.< — DC —т)? —2(x —m)? +(x -— m)? nal m)* —(X —m) 

Свойство 3. Выборочная дисперсия s* — смещённая оценка генеральной 

дисперсии с? с отрицательным смещением — 07/7: 

Ms? =0* —о “Ин. (2.8) 
2 

> Применяя формулу (2.7), получаем Ms?= DX — Dx =0? _°" 4 
n 

Вследствие смещённости выборочной дисперсии возникает задача создания 

несмещенной оценки дисперсии. 

Так как Ms? =И 162, то смещение можно устранить, умножив 5* Ha MHO- 
n 

житель W/(n-1). Образуем 

ж2 И 52 _ 

eal ит (2.9) 

Ms? = “2 M2 = tele 2 
n—-| n-l oon 

В заключение заметим, что 5” не является робастной оценкой 5”. 

$ 3. Оценки для 71 и с в случае нормального распределения 

1. Свойства оценок математического ожидания т. 
Рассмотрим 4 выборочные характеристики x, med, &, tr. Нормальное рас- 

пределение №(т, с) — симметричное, поэтому эти выборочные характеристики 
X med, fy, tk являются оценками т. Действительно, выборочная медиана med 
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является оценкой генеральной медианы Ме, полусумма выборочных квартилей 

является оценкой полусуммы генеральных квартилей 090, а так как m= 

=Ме=6о, то все они оценивают т. Оценка tr=(Xmint Xmaxn)/2 в силу симметрич- 
ности конструкции также оценивает т [17]. Все эти оценки состоятельные и 

несмещенные. 
Оценки fy и med являются робастными, Х и №- нет. 

Относительная эффективность этих оценок различна. При n>4 имеют ме- 
сто неравенства 

Dx < Dt, < Dmed <Ра,. (3.1) 

Доказано, что для нормального распределения при известном с выборочное 
среднее х является эффективной оценкой параметра т [4]. 

2*. Свойства оценок среднего квадратичного отклонения д. 
п 

Рассмотрим 4 выборочные — характеристики:  5= LS (x — x)? 

» Ч= 23/4 — 2/4 — интерквартильная широта, Ё = Xmax — Xmin ~ 

_1 п _ 

d= Lb med 

размах. Все они характеризуют рассеяние, HO являются смещенными оценками 

с, выражаются через с, следовательно, после нормирования, означающего де- 
ление на соответствующий нормирующий коэффициент 

К, (п) = М5/с,К„(п)= Ма/с, А, (п) = Ма/с, К» (п) = МК/с, 

эти характеристики станут несмещенными оценками о. Таблица нормирующих 
коэффициентов приведена в [13, приложение (таблица УП))]. 

Образуем несмещенные оценки о: 
Нормированное среднее квадратичное отклонение 

$ =5/К, (п); К, (п) = f2/n Г (n/2)/T ((n —1)/2). (3.2) 

Нормированное среднее абсолютное отклонение 

d” =d/kq(n). (3.3) 
Нормированная интерквартильная широта 

4” =q/k, (п). (3.4) 

Нормированный размах 

К =R/kp(n). (3.5) 
Оценки (3.2) — (3.5) — состоятельные [17], 4 является робастной оценкой, 

остальные — нет. Относительная эффективность этих оценок различна, ибо раз- 
личны их дисперсии. При п>6 имеют место следующие неравенства [17]: 

Ds’ < Dd* < DR* < Dq*. (3.6) 
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$ 4. Метод моментов получения оценок 

параметров генерального распределения 

Пусть известен вид генеральн ого закона распределения, а его параметры 

0,,0,,...,0, неизвестны. Возникает задача их статистического оценивания. 

Метод моментов Пирсона (К. Пирсон — англ. математик, 1857—1936) — один из 

первых методов получения таких оценок, основанный на сравнении выбороч- 

ных и генеральных моментов распределения. Идейно он очень прост. 

Предполагается, что имеется выборка (X1,...,Xn) из исследуемой генеральной 

совокупности. На её основе вычисляются т начальных моментов а1,..., ам. Так 

как вид генерального закона известен, то, следовательно, можно найти т пер- 

вых начальных генеральных моментов 01(61,..., On), ... , а.(бу,..., 9»), которые 

выражаются через неизвестные параметры. Выборочные и генеральные момен- 

ты одинакового порядка приравниваются: 

ох (©,,...,0,)=а,, 
....... (4.1) 

0. „ (6, 2** 2 9,,) — Ч. 

Получили систему т уравнений с неизвестными величинами 6,,...,0„. Pe- 

шение (0,,...,9,,) этой системы даёт оценки 0; = O;(xX),...,X,,) неизвестных па- 

раметров 60; (/=1,..., т). 

Свойства оценок метода моментов 

При выполнении достаточно общих условий полученные оценки состоя- 

тельные: 

0,—^ 50; (i=1,...,m). (4.2) 
Среднее значение такой оценки отличается от истинного значения параметра 

на величину порядка 1/n [7]. В общем случае они — смещённые и не являются 

эффективными и асимптотически эффективными. 

Замечание 4.1. Вместо начальных моментов можно использовать централь- 

ные. 

Пример 4.1.» Для показательного закона с плотностью 

0, х<0; 
I (=| phe x>0 

nN 

известно, что с, =MX=1/i. Tak как a, =¥=1l)'x,, то система (4.1) в этом 
n i=l 

случае сводится к одному уравнению 1/). = х, из которого находим 
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А=Их. < (4.3) 

Пример 4.2. № Для нормального закона № т, 0) известно, что и =MX =m; 

и, =М[(Х-ту)?|=62. Для этого случая удобно взять первый начальный и 

второй центральный моменты. Имеем систему из двух уравнений: 

Q, =а,, > т = x, 

UU, =m, O- =s-. 

Находим оценки двух параметров по методу моментов: 

т=х; б=5. 4 (4.4) 

Пример 4.3. №» Для равномерного закона, определяемого плотностью 

_ ПУ -а), x €[a,b]; 
I (x)= 0, x é[a,b], 

неизвестными параметрами являются а, Р. 

Известно, что © =my = (а+5)/2; и. =ДО, =(Ь-а)? /12. Для нахождения 
A 

оценок а, b составляем систему уравнений: 

Ol, =a, (a+ b)/2=x, b+a=2x, 
ih =a ЙЕ b-a=2V3-s, 

из которой находим 

а=х-5\3; b=x+sv3.<4 (4.5) 

$ 5. Метод максимального правдоподобия получения оценок 

параметров генерального распределения 

Метод максимального правдоподобия, созданный Фишером (Р. Фишер — 

англ. математик, 1890-1962), является достаточно универсальным и плодотвор- 

ным методом оценивания. 

Пусть имеется выборка (х1,...,хи) из генеральной совокупности с плотностью 

вероятности /(х,09), содержащей один неизвестный параметр 0. 

Выборка является л-мерной случайной величиной, компоненты х; которой 

взаимно независимы, одинаково распределены с плотностью /(x,0). Тогда 

плотность распределения л-мерной случайной величины (х1,... Хи) равна 

(хх, ... >X,39) = f(x,,9) f(%,9)... f(x, ,8)- (5.1) 

Эта функция называется функцией правдоподобия для данной выборки. 

Будем считать 0 переменной неслучайной величиной, а элементы 

х|, Х›,...., X, Выборки фиксированными, так как выборка фактически осу- 

ществлена. Если придавать 0 различные значения, то естественно ожидать, что 
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плотность L(xX1, х2, ... Xn; 0) примет максимальное значение в случае, когда 0 

окажется равным истинному его значению, так как при других значениях 0 ме- 

нее вероятно за один раз получить именно данную выборку. 

Эти интуитивные соображения приводят к тому, что за оценку 0 берут такое 

значение 6, при котором функция правдоподобия достигает максимума. 

Технически (так как Г, состоит из произведений) удобнее искать max InL 

(точка 6, дающая максимум InZ, даёт и максимум Г). Итак, для отыскания 6 

имеем уравнение 

дп /. 
_ 90. 

называемое уравнением правдоподобия, а его решение 0 =6 (ху,... х„), зависящее 

=0, (5.2) 

от элементов выборки, оценкой максимального правдоподобия. 

Свойства оценок максимального правдоподобия 

При выполнении достаточно общих условий оценки максимального правдо- 

подобия являются состоятельными и асимптотически эффективными. В общем 

случае они являются смещёнными [13]. 

Если генеральная плотность вероятности f(x, 61, ... 8%) содержит А парамет- 

ров, вместо одного уравнения правдоподобия решается система уравнений 

ов “06, ©) 
Пример 5.1. Найти оценки максимального правдоподобия для показатель- 

ного закона с плотностью вероятности: 

0, х<0; 
Го.^) = фе, SO 

» Функция правдоподобия при х>0 имеет вид 

L(x, ... ХА) = AE... et =" exp [535 
i=l 

InL=nlInav- Dat dL 29x, =0. Отсюда 
ia 

~=—) x, =¥5 Д=ЫХ. (5.4) 

Оценки максимального правдоподобия и метода моментов (4.3) параметра 

показательного закона совпадают. 

Пример 5.2. Найти оценки максимального правдоподобия для нормального 

закона Nm, о). 

> Плотность вероятности для нормального закона №(т, о) имеет вид 
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l —(x-m)* {267 
f(x,m,o?) =————e (x-m)? {207 | 

oV2n 

Удобно считать, что здесь два параметра т и o*. Следовательно, функция 

правдоподобия равна 
2 2 

_ (x,;-m)° _ (х„-т)- 

ш А = (21) — > (0? y- L(x, —т)?. 
20° i=] 

Дифференцируя InZ по т и 67, получаем систему уравнений правдоподобия: 

| д Ink - gr ~m)=0, 55 

Из первого уравнения находим Ух — пт =0. Отсюда 
i=l 

т -15 x, =X. (5.6) 
n 

Из второго уравнения находим ar —X)? =n. Отсюда 

52 =1)\(x-x)2 = 52. (5.7) 

Эти оценки мы получили ранее методом моментов. < 

Пример 5.3. Найти оценки максимального правдоподобия для равномерно- 

го закона с плотностью вероятности: 

_ Уф-а), хе[а,6]; 
F(ab) =} 0, x €[a,b]. (5.8) 

» Функция правдоподобия для хе [a, b] имеет вид 

p=_! < (5.9) 
(Б 7 a)" (Xnax — Хит )" 

так как b—a> Xmax — Xmin. Из неравенства (5.9) следует, что функция L принимает 

наибольшее значение при [= хшах и A= Xmin. Таким образом, оценки максималь- 

ного правдоподобия в случае равномерного закона есть 
aA 

а=хшт, В =Xmax- (5.10) 

Они отличаются от оценок (4.5) метода моментов. <4 
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Замечание 5.1. В случае дискретного закона — распределения 

P(X =х,) = p(x;,0) функция правдоподобия определяется формулой 

=] [ рСх,0). (5.11) 
= 

Пример 5.4. Найти оценку максимального правдоподобия параметра а за- 

кона Пуассона P(X =k)=ate-4/k!. 

а 1 _ а n _ >. И 7 

pao ae a 7, 
i=] x,! n! 

шЁ=-па+ Ша: Ух, = Yin (x,1); + i 
i=] i= i=l 

Замечание 5.2. В $ 4,5 рассмотрены два наиболее употребительных на 
практике метода оценок параметров закона распределения — методы моментов 
и максимума правдоподобия. Есть и другие методы, рассмотренные в литерату- 
ре: методы квантилей, минимума хи-квадрат, наименьших квадратов, наимень- 

ших абсолютных отклонений, минимакса [17]. 

Глава 3. Интервальное оценивание числовых характеристик 
и параметров распределения генеральной совокупности 

Точечные оценки, рассмотренные в предыдущей главе, хотя и являются 

численными, не дают всей желательной информации об оцениваемых гене- 

ральных характеристиках. 

Если, например, х=10, то совершенно неясно, насколько точно число 10 

оценивает неизвестное математическое ожидание mm. Мы лишь знаем некоторые 

качественные свойства х, такие, как состоятельность и несмещённость, кото- 

рые дают уверенность, что х — хорошая оценка по сравнению с другими воз- 

можными. А следовало бы связать точечную оценку с объёмом выборки, выра- 

ботать показатели её точности и надёжности. Эти вопросы решаются в теории 

интервального оценивания. 

$ 1. Доверительный интервал. Точность и надёжность оценки 

Пусть 0 — неизвестная числовая характеристика или параметр генерального 

распределения. 

Определение 1.1. Если выполняется соотношение 
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P((01 < 9 < 02)=y, (1.1) 
то интервал (61, 0) называется доверительным интервалом, накрывающим не- 

известную генеральную характеристику 8 с доверительной вероятностью у. 

Здесь 9, =6,(ху,...,х,), 05 =6.(ж1,...,х„) — известные функции выбороч- 

ных элементов х|, ..., х, т. е. статистики. Они вычисляются по выборке. 

Число Y называется также надёжностью, с которой доверительный интер- 

вал накрывает 6. Число a=1—y называется уровнем значимости. 

Статистики 91, 82 в соотношении (1.1) являются точечными оценками 6. Од- 

на дает левую, а другая — правую границы, между которыми содержится 0 с 

надёжностью у. 

Половину длины доверительного интервала 

6 =(82 —601)/2 (1.2) 

назовем точностью интервального оценивания. 
aA 

Пусть теперь известна одна точечная оценка 9 генеральной числовой ха- 

рактеристики или параметра распределения 0. 
Определение 1.2. Если выполняется соотношение 

P(|0-6|<e)=y, (1.3) 
A 

то число € называется точностью, а число у — надёжностью оценки 0 гене- 
ральной числовой характеристики 6. 

Здесь 6 = A(x, ....Х,) — статистика, т. е. функция выборочных элементов. 

Если известны & и у, то легко построить доверительный интервал для 0 с 

помощью её точечной оценки 6. Действительно, 

0-6 <= «<> —~e<0-@O<e => 9-=<90<0+:. 

Тогда ©, = 09-=; 9, = 6+¢, иот (1.3) приходим к соотношению (1.1). 

Как находить &, у, строить доверительный интервал (61, 82) в конкретных 
случаях разбирается в следующих параграфах. Эти вопросы будут рассмотрены 
для практически наиболее важных случаев оценивания: вероятности события р, 
математического ожидания 11 и среднего квадратического отклонения о. 

$ 2. Точность и надёжность оценивания вероятности 

события с помощью его относительной частоты 

при большом объёме выборки 

Пусть р — вероятность события A, ар"= p/n — его относительная частота. По 

теореме Муавра — Лапласа теории вероятностей при больших п справедливо 

приближенное равенство 

Ро ИР <х|=Ф(х), (2.1) 
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Xv 

где Ф(х)= = | ew! Pay — функция Лапласа. (2.2) 

Из формулы (2.1) находим Р [ие < ы =Р |= < ПИР < ‚ = 
Мира 

= (x) - ®(-x) = ®(x)-[1- ®(x)]=2®(x)-1. Отсюда 

°( и а 59-1 (2.3) 
п 

Из формулы (2.3) видим, что в наших построениях р отличается от р”=у/и 

на величину порядка 1/./n . Так как р неизвестно, то его заменяем нар’, а g со- 

ответственно на 4"=1- р”. Это означает, что под корнем в формуле (2.3) мы 

пренебрегаем малыми слагаемыми порядка 1/(nJ/n). Получаем 

рр <* |= P))-20(0)-1 (2.4) 

Полагаем xf? cP ==; 20(x)-1=y. Отсюда 

O(x)=(1+7)2. (2.5) 

Решая уравнение (2.5), находим его корень 

U(1+y2=D '((1+9)/2) (2.6) 
— квантиль нормального распределения №(0,1) порядка (1-+у)/2. Тогда 

р-р”) == чае > (2.7) 

Формулы (2.5), (2.7) связывают три величины &, Y, п. Задавая две из них, 

можно найти третью. Тем самым будет построен доверительный интервал для 

неизвестной вероятности р: 

Р(р*-=<р<р*+=)=у. (2.8) 

Пример 2.1. Заданы n= 1600 и у=0.95. Требуется найти & и построить дове- 

рительный интервал для вероятности р при найденной по выборке относитель- 

ной частоте р”=0.2 

> Решая уравнение (2.5) Ф(х)=(1-+у)/2=(1+0.95)/2=0.975 с помощью таблицы 

квантилей нормального распределения, получим и(1+/)2=и0.975=1.96. Далее по 

формуле (2.7) находим 

& = Ио 975 т = Ио 975 я = 0.0140 975 = 0.01-1.96 = 0.02. 
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Получаем доверительный интервал для неизвестной вероятности р: 

0.18<р<0.22 с надёжностью 0.95. < (2.9) 

Замечание 2.1. Примеру 2.1 можно придать, например, следующее реальное 

содержание. В результате проведённого социологического опроса m=1600 че- 

ловек рейтинг кандидата N в президенты составляет 20%. Тогда доверительный 

интервал (2.9) позволяет утверждать, что с надёжностью у=0.95 действитель- 

ный рейтинг кандидата N заключён в пределах 18%—22%. Этот результат мож- 

но выразить и иначе: рейтинг М равен 20%+ 2% с 5% ошибкой. 

Замечание 2.2. Вероятность р, оцениваемая с помощью доверительного ин- 

тервала (2.8) и точечной оценки р”, есть параметр биномиального закона рас- 

пределения случайной величины А: P(X =К) = СА р*(1- p)-*, k=0, 1, 

$ 3. Доверительный интервал для математического ожидания 

нормальной генеральной совокупности 

Известно [4], что для выборки оъема п из нормальной генеральной сово- 

купности случайная величина ./n—1*—" распределена по закону Стьюдента с 
5 

п-1 степенями свободы. (О законе распределения Стьюдента см. в $ 5, гл. 4. 
Таблица квантилей распределения Стьюдента — таблица Ш приложения). Здесь 

$ — выборочное среднее квадратичное отклонение. Так как плотность м-1(х) это- 

го распределения — функция чётная, то получаем 

P(-*< их] =Р[-х< n-1——— me | f,_,(t)dt = 

=2/ да =2 | fy(Qat- 1=2F_,(x)- 
0 —со 

Здесь Fy-1(x) — функция распределения закона Стьюдента с n—1 степенями сво- 
боды. Отсюда находим 

Sx SX 
Pl xX — ——— <n < ¥ + —— ЗА (x)-1. 3.1 

( Vn-1 т ni) C1) 

Полагаем 2Fy-1(x)—1=y. Тогда 

Frn—-i(xy=U+y)22. (3.2) 

По таблице квантилей распределения Стьюдента с m—1 степенями свободы 
находим квантиль порядка (1+y)/2 

ну (п-1=Р_ (+ 7)/2), (3.3) 

и получаем искомый доверительный интервал для т: 

443



Р [= _ Sap <т<х+ Stosppa" — ”) =У. (3.4) 
уп -1 уп -—1 

Пример 3.1. По выборке объёма и=20 из нормальной генеральной совокуп- 
ности найдены х = 5.00 и 5= 0.25. Требуется построить доверительный интервал 

для т при у=0.95. Число т можно интерпретировать как среднее значение кон- 
тролируемого параметра производимого продукта. Контроль проводится по ре- 
зультатам 20 измерений. 

» С помощью таблицы квантилей распределения Стьюдента решаем урав- 

нение (3.2): Fio(x) = (1+0.95)/2 = 0.975. Получаем 10.975(19) = 2.09. Формула (3.4) 
.. 0.25.2.09 0.25.2.09 

дает 5.00-— <т<5.00+ < 488<т> 5.12. 
419 19 

Итак, 4.88 <т < 5.12 с надёжностью 0.95. <4 

$ 4. Доверительный интервал для среднего квадратичного 

отклонения с нормальной генеральной совокупности 

Известно [17], что для выборки объёма п из нормальной генеральной сово- 
купности случайная величина ns’/o” распределена по закону Y2 (хи-квадрат) с 
n—1 степенями свободы (о распределении хи-квадрат см. в § 7, гл. 4). Зададимся 

доверительной вероятностью у и по таблице ГУ приложения найдем квантили 
2 — 2 _ - — - Хи (п- и Хи+у)/2 (И 1) распределения хи-квадрат с и-1 степенями свобо 

ды соответственно порядков (1—y)/2 и (14+y)/2. 
Это значит, что для случайной величины “2 верны равенства 

P(X? < и» т-1)=@-1)/2;Р(х? < Xap (t-D)=(14 ¥)/2. Но тогда 

Р (пр <22 <" -1)=Р(2 < Xba -D)—P (x? < и(и-1))= 

= (1+7)/2- (1-7)/2=7. 
Отсюда 

ns? 
Р [9 в(п-1)< SP < Хант (п- о =Р | 

| 02 | 
5 > — > 5 = 

Xa-yy2@—D AS Xayela—V 

=P = svn <6<—= svn 

Vien (n—1) Хау (1-1 
Окончательно 

P| — 5 eg : у, (4.1) 
Хану (#1 VXii-n2@-D 

что и дает доверительный интервал для генерального среднего квадратичного 
отклонения с с доверительной вероятностью у. 
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Замечание 4.1. Любой доверительный интервал можно построить неодно- 
значно. Всегда применяется какой-нибудь дополнительный принцип его по- 
строения. При построении доверительного интервала (4.1) исходили из прин- 
ципа, что вероятности попадания у? в промежутки левее доверительного ин- 

тервала и правее его равны между собой (рис. 4.1). 

(1-7) /2 у (1—7)/2 

> | > I > x 
X(-y).2(7— 1) X+y) 2 (4 +1) 

Рис. 4.1. Положение доверительного интервала для ns?/62 на числовой оси 

Пример 4.1. Сделано п =20 измерений контролируемого параметра произ- 
водимого продукта. По полученной выборке найдено значение выборочного 

среднего квадратичного отклонения 5=0.25. Требуется построить доверитель- 

ный интервал для о с надёжностью y=0.95 (с характеризует разброс значений 
контролируемого параметра). 

> По таблице распределения хи-квадрат находим 

Xii-y/2 (2-1) =XG.025(19) =8.91; Xi+y/2 (1 — 1) =X 975 (19) = 32.9. 

Применяя формулу (4.1), получаем 

0.25.19 0.25-/19 
<< <> 019<0<0.36. 
/32.9 V8.91 

Итак, 0.19<0<0.36 с надёжностью 0.95. <4 

$ 5. Доверительный интервал для математического 

ожидания любой генеральной совокупности 

при большом объёме выборки 

1 Ш 

Выборочное среднее х ==) x; является суммой большого числа независи- 
n i=l 

мых одинаково распределенных слагаемых. В силу центральной предельной 

теоремы при большом объёме выборки (и >30) случайная величина 
х-Мх х-т 
БЕ = Jn (=m) распределена приблизительно нормально №0,1). Пусть 

Хх 
6) 

Ф(х) — функция Лапласа (2.2). Тогда имеем 

Р(-х< n=" <x] =P(-x< ИМ <x] Ф(х)-Ф(-х) = 

=Ф(х)- [1- Фо] =2@0(x) —1. Отсюда 

Ох OX 
P| X -—=<m<x+t+ =2Ф(х)-1. 5.1 

| Tr = ©) © 
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Полагаем 2Ф(х)- 1=y. Тогда 

(x)=(14y)/2). (5.2) 
Пусть u(i+y)y2 — квантиль нормального распределения М0, 1) порядка (1+ y)/2), 

т. е. решение уравнения (5.2): 

иа+ир=Ф ((1+у)/2). (5.3) 

В соотношении (5.1) с заменяем на 5, так как величина о неизвестна. Эта 

замена означает, что в этом соотношении под знаком вероятности мы пренебре- 
гаем слагаемыми порядка 1/1, ибо с той же надёжностью O отличается от 5 на 

величину порядка 1//n (см. формулу (6.9) в $6). В результате мы получаем 

доверительный интервал для т с надёжностью у: 

5.и 5 S-u 5 
P(x Sm SE + onl} (5.4) 

Пример 5.1. По выборке с объёмом 7 =100 вычислены выборочные харак- 

теристики х = 0.13; 5=1.05. Требуется построить доверительный интервал для 

т с надёжностью y=0.95. 

» По таблице П приложения для квантилей нормального распределения 

N(O, 1) находим квантиль И(+/)2= U0.9751=1.96. Тогда по формуле (5.4) получаем 

1.05. 1.96 1.05.1.96 
0.13 — <т< 0.13 + < -— 0.07 <т< 0.33. 

^/100 ^/100 

Таким образом, —0,07 < т< 0,33 с надёжностью 0,95. Этот результат можно 

записать также в виде т=0.13=0.2 с надёжностью 0.95. < 

$ 6*. Доверительный интервал для среднего квадратичного 

отклонения О любой генеральной совокупности при большом 

объёме выборки 
Nn 

Выборочная дисперсия 5? =1LS\(x, —х)? является суммой большого числа 
n4 i=] 

практически независимых одинаково распределенных слагаемых (имеется одна 
Ш 

СВЯЗЬ: УС: —х)=0). В силу центральной предельной теоремы случайная вели- 
i=! 

чина (52 — М5?) / Ds? распределена приблизительно нормально №0, 1). 

Пусть O(x) — функция Лапласа (2.2). Тогда при больших n получаем 
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P[ x GM < -Ф09- ® (—x) = B(x) —- [1- ®(x)]=2@(x)-1. (6.1) 

Положим 2Ф(х)-1=у. Отсюда Ф(х)=(-+у)/2. Пусть иа+у2 квантиль нормаль- 
ного распределения №0, 1) порядка (1+у)/2: 

иа+ир=Ф” '((1+y)/2). (6.2) 
Известно, что (гл. 2, (2.8)): 

Ms2 =02 -= = 02 (6.3) 

и [7] 
Ds? = (4. - 64) /п+о(Ип) = (т. — 54) /п (6.4) 

Здесь о (п) — бесконечно малая высшего порядка, чем п, ия =М[(Х—тх)] 

— 4-й генеральный центральный момент. Он заменён на выборочный 4-й цен- 

тральный момент 

тд =i 1G; —x)*, (6.5) 
i=l 

а с заменено на 5. Это означает, что в формуле (6.4) в среднем мы пренебрега- 

ем бесконечно малыми порядка выше, чем 1/n [17]. Вместо 74 удобно взять 
безразмерную выборочную числовую характеристику 

E=m,/s4 -3, (6.6) 

называемую выборочным эксцессом. Он является оценкой генерального эксцес- 
са 

В результате сделанных приближений находим 

> 54 [14 |) _ 54 [24 Ds Е у AG -3)+2)-5 S(E +2). 

Ds? = NE +2 (6.8) 

Преобразуем неравенства под знаком хе рожтности в формуле (6.1). учитывая, 
что х = M14) 

Итак, 

> 2 2 2 
5—9 eye -х< DT 

052 052 

<> s?—x./Ds? < 62 < $2+х./Ш)$? 

== — xX 2+2 \<o' <= (1+2 VE+2 | > 

<х <> 

Vn Jn 
1/2 _ 1/2 

= :(1- 5/2 <0<з[1+ 5 УЁ+2 
Уп Уп 

Разлагая функции в биномиальный ряд и оставляя первые два члена, полу- 
чим окончательно 
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Я <O< (1 + тиакив У 2)) =y. (6.9) 

Это и есть доверительный интервал для ов с доверительной вероятностью у. 
Пример 6.1. По выборке с объёмом п=100 вычислены 5=1.05; тд = 2.86, 

Е =-0.62. Построить доверительный интервал для с с надёжностью у=0.95. 

» По таблице I] приложения находим квантиль И(1+у/2= #0.9751=1.96 нор- 
мального распределения №0, 1) порядка 0.975. Применяем формулу (6.9): 

| 
105( _ 5619642 = 062] <O< 1.05( + 59 1b 96v2 — 062] < 0.93<0<121. 

Итак, 0.93 <с<1.21 с надёжностью 0.95. 

Глава 4. Проверка статистических гипотез 

При проведении статистических исследований возникают различные вопро- 
сы о свойствах генерального распределения и выборки. Для ответов на эти во- 

просы выдвигаются гипотезы, требующие статистической проверки на основе 
полученной выборки. 

Эти гипотезы могут быть выдвинуты непосредственно практикой, а могут 
возникнуть как дальнейший этап статистических исследований после разведоч- 

ного анализа, обеспеченного описательной статистикой. 

$ 1. Виды статистических гипотез 

Приведём примеры наиболее важных в практическом отношении гипотез. 

1. Гипотеза о равенстве математических ожиданий двух генеральных сово- 
купностей. 

Она возникает, когда нужно проверить, равны ли средние значения основ- 
ных параметров изделий, производимых двумя станками, участками, цехами. 

2. Гипотеза о равенстве дисперсий нескольких генеральных совокупностей. 

Например, следует сравнить точность двух измерительных приборов, раз- 

брос значений контролируемого параметра при массовом производстве продук- 
та на двух участках. 

3. Гипотеза о законе распределения генеральной совокупности. 

Эта гипотеза может возникнуть на основе теоретических соображений, 
имеющегося опыта исследований, на основе изучения гистограммы выборки. 

4. Гипотеза об однородности выборки, об отсутствии в ней выбросов. 

Определение 1.1. Статистической гипотезой называется предположение о 

виде или свойствах генерального или выборочного распределений, которое 

можно проверить статистическими методами на основе имеющейся выборки. 
Определение 1.2. Статистическая гипотеза о генеральном распределении 

называется простои, если она его полностью определяет. В противном случае 
гипотеза называется сложной. 
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Как правило, гипотезы о генеральном распределении — сложные. 

$ 2. Критерий значимости. 

Общая схема проверки статистических гипотез 

Для проверки любой статистической гипотезы выбирается какой-либо кри- 

терий, называемый критерием значимости. 
Определение 2.1. Критерием значимости называется правило проверки 

статистической гипотезы. 
Выдвинутую гипотезу проверяют на основе имеющейся выборки. Для этого 

конструируется функция выборочных элементов, называемая статистикой, по 
величине которой судят о справедливости гипотезы. 

Определение 2.2. Статистикой критерия значимости называется стати- 
стика, по значениям которой судят о справедливости статистической гипотезы. 

Часто её для простоты тоже называют критерием. Например, для проверки 
гипотезы о том, что вероятность интересующего нас события A равна р, можно 
взять статистику 

Z= w/n- р. (2.1) 
Она есть отклонение относительной частоты шли от вероятности события A. 

Если гипотеза верна, то при увеличении п относительная частота будет при- 

ближаться к р по вероятности, поэтому Z будет стремиться к нулю. При боль- 
шом я маловероятно, что Z будет сильно отличаться от нуля. В этом примере и 
в общем случае надо знать закон распределения статистики критерия, чтобы 
судить, какие её значения маловероятны, а какие - нет. 

В основе большинства критериев значимости лежит следующий простой 
принцип: если сделана гипотеза о том, что событие имеет очень малую вероят- 

ность, но в результате одного лишь испытания это событие произошло, то сле- 
дует подвергнуть сомнению справедливость выдвинутой гипотезы. 

События с малой вероятностью а будем называть практически невозмож- 
ными, а с вероятностью |—а, близкой к единице, — практически достоверными. 

Вероятности а и 1—а абстрактно выбрать нельзя. Их значения диктуются 

реальной ситуацией. Например, если а — вероятность нераскрытия парашюта 

или разрушения дорогостоящей плотины паводком, TO а должно быть десятич- 

ной дробью с большим числом нулей после запятой. Это число обычно стан- 
дартизируется мировой практикой. 

Определение 2.3. Уровнем значимости а называется столь малая вероят- 
ность, что событие с такой вероятностью является практически невозможным. 

Обычно проверяемая гипотеза обозначается Но, а ей альтернативная — HH). 
Например, если вероятность брака (событие A) равна р, а после усовершенство- 
вания технологического процесса ожидается, что она будет меньше, то в каче- 
стве Но можно взять гипотезу: P(A)= p,aB качестве HM: P(A)< p. 
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Если сформулированы гипотезы Ho и Я! и выбрана статистика критерия Z, 

то следует указать еще область Гх маловероятных значений 2, попадание в ко- 

торую статистики Z заставляет нас отвергнуть Но и принять AM). 
Определение 2.4. Критической областью критерия значимости называется 

подобласть Их области Г значений статистики Z, вероятность попадания в кото- 

рую для этой статистики при условии истинности проверяемой гипотезы Но 
равна уровню значимости а: 

P(ZeV,/H,)=a. (2.2) 

Дополнительная область И\И; называется областью допустимых значений 

статистики критерия. Если Се(Й\И»), то гипотеза Но при заданном уровне зна- 
чимости а принимается. Обычно говорят более осторожно: Но не противоречит 
имеющейся выборке, т. е. гипотеза Но правдоподобна. 

Область Г/х можно выбрать неоднозначно. Однако зная закон распределения 

случайной величины Z, хотя бы асимптотический, т.е. при большом объёме 

выборки п, и налагая на Г; дополнительные условия, можно критическую 00- 

ласть найти однозначно, задав величину а. 
Общая схема проверки статистических гипотез 
1. Выдвигаются проверяемая и альтернативная гипотезы Ho, A. 

2. Выбирается уровень значимости а (обычно 0.001; 0.01; 0.05; 0.1). 

3. Выбирается статистика Z критерия значимости и соответствующая ей, 

уровню значимости и проверяемым гипотезам Но и Л! критическая область Их, 

являющаяся частью области Г значений статистики Z. При этом И\И»х будет об- 
ластью допустимых значений Z. 

4. Вычисляется выборочное значение Zp статистики Z. 

5. Формулируется критерий проверки. Если Zge Vi, то гипотеза Но отверга- 

ется, так как в результате одного лишь испытания, получения выборки произо- 

шло практически невозможное событие Zpe Vk с вероятностью a. Если 

Zee (V\Vi), то гипотеза Но принимается. 

Определение 2.5. Критерием согласия называется критерий значимости, 

применяемый для проверки гипотезы о генеральном законе распределения. 
Заметим, что существуют и другие схемы проверки статистических гипотез. 

$ 3. Ошибки первого и второго рода. 

Односторонний и двусторонний критерии 

1. Ошибки первого и второго рода. Суждения о принятии или отвержении 

выдвинутой статистической гипотезы не являются абсолютными, а носят лишь 

вероятностный характер, т. е. являются правдоподобными. Принимая или от- 
вергая гипотезу, мы можем совершить ошибку. 
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Определение 3.1. Ошибкой первого рода называется ошибка отвержения 
правильной гипотезы. Ошибкой второго рода называется ошибка принятия не- 
верной гипотезы. 

Вероятность ошибки первого рода равна уровню значимости, т. е. 

а =P(Ze Vk /Но). (3.1) 
Эта формула означает, что гипотеза Но отвергается с вероятностью а, хотя эта 

гипотеза верна. 
Вероятность ошибки второго рода обозначается В: 

В =P(Ze(V\Vi.)/M). (3.2) 

Формула (3.2) означает, что принимается гипотеза Но, с вероятностью В, хотя 
верна альтернативная гипотеза Я\. 

При той схеме проверки гипотез, которая сформулирована в $ 2, вероят- 

ность а, задаётся. Вероятность же В приходится находить. Это удаётся в редких 

случаях, ибо для этого нужно знать распределение статистики Z для случая аль- 

тернативной гипотезы А1. 
Принципы назначения уровня значимости а при проверке статистической 

гипотезы согласуются с опасностью совершения ошибок первого и второго ро- 
да. Эти принципы находятся вне статистики. Они выдвигаются практикой. 

Для того чтобы проверяемая гипотеза была достаточно обоснованно отверг- 
нута, уровень значимости выбирают достаточно малым; в практике: 0.01; 0.001. 

Напротив, если делается вывод о принятии гипотезы, то уровень значимости не 
должен быть очень малым, ибо в этом случае расширяется область допустимых 

значений Й\Ир, и даже при неверной гипотезе статистика 2 критерия может по- 

пасть в эту область за счёт случайных колебаний. Будет совершена ошибка вто- 
рого рода. Уровень значимости в этом случае можно взять равным 0.05; 0.10. 
Чем меньше уровень значимости, тем меньше вероятность забраковать верную 
гипотезу, т. е. совершить ошибку первого рода, но при этом увеличивается ве- 
роятность принятия неверной гипотезы, т. е. совершения ошибки второго рода. 

2. Односторонний и двусторонний критерии. Пусть известен закон рас- 

пределения статистики критерия Z (хотя бы асимптотический). Будем предпо- 
лагать, что известна плотность вероятности /(2/Но) при условии, что справедли- 
ва проверяемая гипотеза Но. График плотности изображен на рис. 3.1. 

Пусть для простоты область значений 2 — вся вещественная ось. Если кри- 

тическая область Их представляет собой промежуток (-—°, а) или (b, +00), то со- 

ответствующий критерий называется односторонним (левосторонним или пра- 
восторонним).Если же критическая область является объединением этих полу- 

бесконечных промежутков: Vk = (—co, а) Ц (b, +00), то соответствующий крите- 
рий называется двусторонним. 
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Лу= Л(=/Но) 

ey ro? 
O a bw 

у Ve 
Рис. 3.1. Правосторонняя критическая область 

Пример 3.1. Проверяется гипотеза Но о том, что вероятность события 

Р(А)=р. Для статистики критерия (2.1): Z=p/n— р целесообразен двусто- 

ронний критерий, так как большие по модулю отклонения относительной ча- 

стоты и/и от вероятности р заставляют отвергнуть гипотезу Ho. 

$ 4. Проверка гипотезы о равенстве дисперсий 

двух нормальных генеральных совокупностей 

Напомним, эта гипотеза возникает при сравнении точности двух одинако- 
вых измерительных приборов, при сравнении разброса значений параметров 
продуктов массового производства двух станков, цехов, заводов. 

Математическая постановка задачи. Изучаются две генеральные сово- 

купности, распределенные нормально. Пусть (11, ..., Xm) — выборка объёма т из 

первой, а (j1, ..., Yn) — выборка объёма л из второй генеральной совокупности, 

полученной независимо от первой. Генеральные математические ожидания не- 

известны. Проверяется гипотеза Но о равенстве дисперсий: 07, =O} против ru- 

потезы 67, # су. Критерий проверки следующий. 

1. Вычисляются несмещенные оценки дисперсий 
1 т _ 5 1 И _ 

>, (х,-х)?;57 = D0) —y). (4.1) 
i=l i=l 

Здесь Х и у — выборочные средние, найденные заранее. 

9 

Sy 
x m-!l 

2. Статистикой критерия является отношение 
— 2 / 2 F=s}/s}. (4.2) 

В предположении справедливости гипотезы Но отношение (4.2) распределено 

по закону Фишера (Ё-распределение) с числами степеней свободы 
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Vu
 

О Fi_g, (А |» ky ) 

Puc. 4.1. График плотности вероятности F - распределения. 

Критическая область (Fi_g (А, Ко), + 00 } критерия 

ki =m—-1 и А =п-1. Закон обозначается символом F(k1, А2). Таблица квантилей 
Е-распределения приведена в конце книги в приложении (табл. У). График 

плотности вероятности Р-распределения показан на рис. 4.1. 
При отношении дисперсий 0} /o} =1 отношение оценок (4.2) должно быть 

близким к 1, поэтому гипотеза Но должна отвергаться при слишком малых или 
слишком больших значениях РГ. Это означает, что в общем случае критерий 

проверки должен быть двусторонним. 
Если проверяется гипотеза об уменьшении дисперсии (например, в резуль- 

тате нововведений), то неприемлемыми для справедливости гипотезы Но будут 
слишком большие значения РЁ. Таким образом, применяемый критерий будет 

правосторонним. В этом случае надо помещать в числитель Р-отношения 

большую дисперсию из двух Sy и Sp, вычисленных по формуле (4.1). 

Далее будем рассматривать общий случай двустороннего критерия. 
3. Выбираем уровень значимости @. Эту вероятность а разделяем на две 

равные половинки @/2, считая их вероятностями попадания статистики крите- 
рия в каждую из двух частей критической области. 

4. По таблице находим квантиль F,_,,,(k,,k,) распределения Фишера. 

5. Вычисляем выборочное значение Fy статистики критерия (4.2). 

6. Сравниваем Рв и Р!-а./2(1, №2). Если Рв<ЁР1-а./2(, k2), TO гипотеза Но на 
выбранном уровне значимости а принимается, в противном случае — отвергает- 
ся. На рис. 4.1 показана критическая область (Е_ а (А.А), +°°). 

$ 5. Проверка гипотезы о равенстве математических 

ожиданий двух генеральных совокупностей 

Эта гипотеза возникает на производстве при сравнении средних значений 

контролируемого параметра продукта, выпускаемого двумя станками, цехами, 
заводами. В экономике сравнивают средний уровень зарплаты, средний объём 

выпускаемой продукции в двух регионах, отраслях хозяйства. Эта задача может 
возникнуть в социальной сфере при сравнении социальных факторов, таких, 
как средний возраст, средний уровень обеспеченности жильём. 
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Имеются две независимые выборки (X11, ..., Xm) и (Ол, ..., Yn) из двух гене- 

ральных совокупностей. По этим выборкам найдены выборочные средние 

yal x,y=+)> у, (5.1) 

и выборочные дисперсии 

= (x; -¥)?,57 =ТУ(и-У). (5.2) 
i=l 

1. Случай нормальных генеральных совокупностей. 
Предположим, что предварительно была проверена гипотеза о равенстве 

дисперсий с>. и о; генеральных совокупностей, из которых были извлечены 

выборки, и можно утверждать, что 

бу =O; =0?. (5.3) 

Проверяется гипотеза Но о равенстве математических ожиданий тх=ту ге- 
неральных совокупностей, из которых извлечены выборки. Альтернативной ги- 
потезой НА! является гипотеза тх = ту. 

Критерий проверки 

1. Применяем статистику критерия 

_ Х-У jue +п-2) 

\(т- 152. + (п- 158 

Доказано [17], что статистика Г распределена по закону Стьюдента с 

к = т- п-1 степенями свободы. Таблица квантилей распределения Стьюдента 

приведена в конце книги в приложении (табл. Ш). Закон Стьюдента обознача- 
ется символом 7(k). 

Аналитическое выражение плотности распределения Стьюдента с А степе- 
нями свободы даётся формулой (5.5): 

f(xy=C(1 4 x2/ky Г. (5.5) 
Константа С, исходя из условия нормировки плотности, задаётся формулой 

ЕО] 9 
(здесь Г(х) — гамма-функция). График плотности вероятности распределения 

Стьюдента показан на рис. 5.1. 

(5.4) 
тп 

AY 

0/2 0/2 

О —П- 0:2 0:2 

Рис. 5.1. График плотности распределения Стьюдента. 
Площадь заитрихованных частей в сумме равна а 
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Если my = my, то х и у должны быть близкими, а следовательно, T — ма- 

лым. Если же х— У является большим числом, то это свидетельствует о невер- 

ности гипотезы Но. Отсюда следует, что критерий значимости должен быть 
двусторонним. Критическая область выбирается так, чтобы вероятности попа- 
дания в её левую и правую части были равны 0/2, где а — уровень значимости. 

2. Назначаем уровень значимости а.. 
3. По таблице находим квантиль 1(_о/2(т+п"-2)=И_о/› порядка 1-02 

для распределения Стьюдента с т+п-2 степенями свободы. Она показана на 
рис. 5.1. 

4. Вычисляем выборочное значение 7, статистики 7 по формуле (5.4). 

5. Сравниваем |7,| и |_о;2. Если выполняется неравенство |7,|<t\_q/7, то 

гипотеза Но принимается, так как J, попадает в область допустимых значений 

(-1-0/2,-а;2). Если же |1, | > 1\_и,2› то гипотеза Ну отвергается, так как 7, по- 

падает в критическую область |x| > (а. 

Пример 5.1. Сравнить процентное содержание контролируемой примеси в 
выпускаемом продукте на основе выборок из двух партий (для удобства все 
числа умножены на 100): 

х: (11, 14, 11, 11, 13, 16, 14, 19, 14, 18, 19, 19, 23, 22, 18); 
у: (19, 17, 18, 19, 17, 25, 19, 22, 13, 18, 21, 30, 21, 13, 10). 

Сравнение произвести по их выборочным средним X, у и выборочным диспер- 

сиям 5,57 на уровне значимости oO = 0.05. 

» Здесь объём выборок одинаков m=n=15. Путем непосредственных вы- 
числений по формулам (5.1), (5.2) получаем 

х = 242/15 =16.13;у = 282/15 =18.80;5% =14.4; 57 = 22.4. 

Сравним сначала выборочные дисперсии s+ и 5; по критерию Фишера 

($4). Еь=5у [5% =22.4/14.4 =1.56. По таблице У приложения находим квантиль 

распределения Фишера Ро; (14,14) = 2,5. Сравниваем Е, и Е, „1. (14,14): Е, <2,5. 

Согласно критерию равенства генеральных дисперсий можно считать, что 
обе выборки принадлежат генеральным совокупностям с равными дисперсия- 
МИ: 63, =o; =0?. Геперь можно приступить к сравнению выборочных средних 

x иу. Вычисляем Т, по формуле (5.4): 

7 | = 18.80-16.13 [52.28 
f14(14.44 22.4) \ 2.15 a 

По таблице находим квантиль распределения Стьюдента 

Пс !2 (т и — 2) = ty. 975(28) = 2.048 . Сравниваем |1 И 10975(28) : | 73|<2.048. 

Итак, расхождение между х и у незначимо. Гипотеза Но принимается. < 
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Пример 5.2. Цех в среднем выпускает n=100 единиц продукции в месяц. 

Затраты металла на | кг изготовленной продукции равны х=2.47кг. При этом 
sy = 1,2 кг. После усовершенствований в технологическом процессе в следую- 

щем месяце оказалось у=2.03кг; sy = 1.05 кг. Здесь Х, У — случайные величи- 

ны, равные весу металла, затрачиваемого на изготовление одного килограмма 

единицы продукции в рассматриваемых месяцах. 
Требуется установить, привели ли усовершенствования к уменьшению за- 

трат металла или различия объясняются естественным разбросом показателей. 
» Сначала проверяем гипотезу о равенстве дисперсий. Находим выбороч- 

ное значение статистики Фишера F, =s;/s; =1,27/1,05° =1,29. Берем уровень зна- 

чимости @£=0.05 и по таблице У приложения находим квантиль 

Е_„‚-(К-Кь) = Е, оз (99,99) =1.4 распределения Фишера (интерполируем соседние 

значения таблицы). Сравниваем Р, и 1.4: Е, <1.4. Гипотеза о равенстве диспер- 

сий принимается. Теперь проверяем гипотезу о равенстве математических ожи- 
даний ту и ту. Вычисляем Т, по формуле (5.4): 

Х-У |” +n—2) — 2,47 -— 2,03 , |100. 100(100+100-2) 

\/(т- 105% +(ns? m+n J99(1,2? + 1,057) \ 100 +100 

По таблице Ш находим квантиль f)_¢/ (m+n — 2) = to975(198) = 1.96 распре- 

= 2,75. 

деления Стьюдента. Так как Т, >1.96, то гипотеза Ну о равенстве математиче- 

ских ожиданий отвергается. Усовершенствования действительно привели к 

уменьшению затрат металла. << 

2. Случай больших выборок из любых генеральных совокупностей. 

Центрированная и нормированная случайная величина 

v=[(¥-y)-(my —my, 1/4. /т+сбу/н 

по центральной предельной теореме распределена приближённо нормально по 

закону №0, 1) как сумма большого числа взаимно независимых одинаково рас- 
пределённых случайных величин. Тогда имеем 

P(—x <v <x) =Ф(х)-Ф(-х)=Ф(х)-[1-Ф(х)|=2Ф(х)-1=1-а. 

Здесь D(x) — функция Лапласа, a — уровень значимости, 1-—а — доверитель- 
ная вероятность. Отсюда Ф(х) =1-а/2. Решая это уравнение с помощью табли- 
цы, найдём X = Uy_ 4/7 — квантиль порядка 1—o/2 распределения NO, 1). Далее 

Р (42/55 [т + 03 /п<т,-т,-(х-у)< Uy aif Ox /m+o}/n ) =1l-a/2. 

Преобразуем выражение под знаком вероятности, заменив G3. Ha 5 2 2 
NX И О у 

на 5%. Получим доверительный интервал для разности тх— ту: 

(Еф — 2 2 ит т 2 2 |, А= (x Уи (or [m+ 6} [n3X-Y+uy_gy {or /m+o;/n 

с доверительной вероятностью |-—@а. 

Критерий проверки гипотезы Но (mx = ту): если A накрывает нуль, то гипо- 
теза Но принимается, в противном случае — отвергается. 
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Пример 5.3. Требуется сравнить средние баллы х = 10.8 и у=11./7 резуль- 

татов входного тестирования по элементарной математике 168 только что за- 
численных студентов 1-го курса одного из факультетов СПОГПУ в сентябре 
2011 и 2012 года. Результаты оценивались по 20-балльной шкале. При этом 

были вычислены 52 =2.75 и 52 =1.57. 

> Выдвинута гипотеза Но: my = ту. Выбираем уровень значимости а=0.05. 
По таблице находим и1-олр =И0.975 =1.96. Строим доверительный интервал A: 

A = (108—117 -1.96./(2.75 + 157)/168; 108- 11.7 +1.96./(2.75+1.57)/168) = 

= (-121;- 0.59). 
Итак, интервал A не накрывает нуль. Гипотеза Но отвергается. Значит, раз- 

ница между х и у значима, т. е. студенты 1-го курса в 2012/2013 учебном году 

по элементарной математике были подготовлены лучше, чем в предыдущем го- 

ду. <4 

$ 6. Проверка гипотезы о равенстве вероятностей двух событий 

с помощью доверительного интервала при больших 
объёмах выборок 

Применим метод доверительных интервалов для проверки статистической 
гипотезы о равенстве вероятностей двух событий. По двум сериям независимых 

наблюдений с большими объёмами пл! и 2 найдены относительные частоты р» 

и pi, двух событий A и В, вероятности которых обозначим ра =P(A) и рв=Р(В). 

Построим доверительный интервал для вероятности ра: 

Р(9: < pa< 02) = (6.1) 
с доверительной вероятностью ‘7, которую выбираем заранее. Упрощённый 

критерий проверки: если доверительный интервал для pa (6.1) накрывает веро- 

ятность ра, то гипотеза Но о равенстве вероятностей ра = рв принимается с до- 

верительной вероятностью у (т. е. она правдоподобна). Если же рв оказывается 
вне интервала, то выдвинутую гипотезу Но о равенстве вероятностей следует 

отвергнуть. За pz принимается её оценка р». 

Более обоснованным, но более громоздким является следующий критерий. 
Строим доверительный интервал для разности вероятностей pa —рв. Если этот 

интервал накрывает нуль, то гипотеза Но принимается, в противном случае — 
отвергается. Таким интервалом будет интервал (р*-р+-в, р* — р® +=), где 

== Mary РМ —р*)/ п, + р. - р*)/п.; и .у/> — Квантиль нормального рас- 

пределения М0, 1) порядка (1+ )/2. 
Пример 6.1. В результате проведённого социологического опроса n= 1600 

человек рейтинг кандидата М в президенты составил 20%. После проведенных 
мероприятий по увеличению рейтинга был проведен повторный опрос такого 

же количества людей. Новый рейтинг оказался равным 21%. Ставится вопрос: 
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увеличился рейтинг или он остался прежним, а разницу в числах можно объяс- 
нить естественным разбросом данных? 

> Вводим два события: A — при первом опросе респондент поддерживает 
кандидата №, В — при втором опросе респондент поддерживает кандидата №: 

р* =0.2; р» =0.21. В примере 2.1 гл. 3 построен доверительный интервал для 

вероятности ра = P(A): 0.18 <p4 <0.22 с доверительной вероятностью y= 0.95 

(уровень значимости a= | -у= 0.05). Относительная частота р* = 0.21, которую 

мы принимаем за вероятность Pz, попадает в этот интервал, поэтому можно 
утверждать, что рейтинг кандидата № не увеличился. Гипотеза Но о 

равенстве вероятностей ра = рв принимается на уровне значимости а=0.05. 

Проверим теперь гипотезу Но по более обоснованному критерию. 

ly — P =0.2-0.21= —0.01; И(1+)/2 — Ио 975 = 1.96; 3 U(1+y) {2 = 0.975 = 1.96; 

= = 1.96./ (0.2.0.8 + 0.21-0.79)/1600 = 0.028. 

Интервал (p*,— рь-в, p*,— py, +=)=(- 0.038, 0.018) накрывает нуль, следо- 

вательно, гипотеза Но принимается. < 

$ 7. Проверка гипотезы о законе распределения 

генеральной совокупности 

1. Общие вопросы. Закон распределения случайной величины является ее 
полной вероятностной характеристикой. Естественно стремление исследовате- 

лей построить этот закон приближённо на основе статистических данных. 
Сначала выдвигается гипотеза о виде закона распределения, который может 

быть в одномерном случае нормальным, показательным, Пуассона и т. д. Такая 
гипотеза может возникнуть из теоретических соображений (например, на осно- 
ве центральной предельной теоремы), на основе анализа гистограммы, на осно- 

ве статистической практики. 
После того, как выбран вид закона распределения, возникает задача оцени- 

вания его параметров (она решалась ранее в гл. 2) и проверки закона в целом. 
Критериев проверки существует много. Рассмотрим наиболее обоснован- 

ный и наиболее часто используемый в практике — критерий x? (хи-квадрат), 
введённый английским статистиком К. Пирсоном (1900r.) для случая, когда па- 

раметры закона известны. Этот критерий был существенно уточнен английским 

математиком Р. Фишером (1924r.), когда параметры распределения оценивают- 

ся методом максимума правдоподобия по выборке, используемой для проверки. 
Ограничимся случаем одномерного распределения. 
Итак, выдвинута гипотеза Но о генеральном законе распределения с функ- 

цией распределения F(x). Конкурирующей гипотезой является гипотеза о спра- 

ведливости одного из конкурирующих распределений. Рассмотрим два различ- 

ных случая. 
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2. Параметры проверяемого закона полностью известны. Эти параметры 
могут быть оценены по независимой выборке. 

Разобьём генеральную совокупность, т.е. множество значений изучаемой 

случайной величины Х, на К непересекающихся промежутков Aj, Ao, ..., Ak. 

Пусть р, =Р(ХеАД,), 1=1....,^. Если генеральная совокупность — вся веще- 

ственная ось, то подмножества A; =[a;_|,a;) — полуоткрытые промежутки, 

i=2,...,k—1. Крайние промежутки будут полубесконечными: Лу = (-®,а1), 
k 

A, =[a,,+e), рис. 7.1. Отметим, что Ур, =1. Будем предполагать, что все 
i=] 

р;>0 (1=1,...,К).- 

Хх 
| | | | | | | > 

— 

ay a2 Ч: qj ak] 
Рис. 7.1. Разбиение вещественной оси Ha непересекающиеся промежутки 

при проверке гипотезы о законе распределения по методу хи-квадрат 

Пусть далее пи, M2, ..., Mk — частоты попадания выборочных элементов в 

промежутки Ду, Ao, ..., Ах соответственно. В случае справедливости гипотезы 

Но относительные частоты 7; /n при большом я должны быть близки к вероят- 

HOCTAM p;,i = 1, ..., К, поэтому за меру отклонения выборочного распределения 
от гипотетического с функцией А (x) естественно выбрать величину 

Ye (n,/n- pi) : (7.1) 

где ci — какие-нибудь положительные числа (веса). К. Пирсоном в качестве ве- 

сов выбраны числа с; = п/р, i = 1, ..., К. Тогда получается статистика критерия 
хи-квадрат К. Пирсона 

k (и; — np;)? 2 = _ п, 7.2 x an (n;/n Di) => nD, (7.2) 

которая обозначена тем же символом, что и закон распределения хи-квадрат. 
Закон распределения хи-квадрат появляется в теории вероятностей при изу- 

чении суммы квадратов k взаимно независимых случайных величин Х, ..., Ху, с 

одними и теми же параметрами т = Ono=1: 
L=XP+ XZ +... + XZ. (7.3) 

Случайная величина Z распределена по закону хи-квадрат с А степенями 

свободы. Этот закон обозначается у`(А). Плотность вероятности этого закона 
определяется формулой 

_ при х<0, 
k x 

I= 2 тг (&/2) хе? при х>0 

Здесь Г(х) — гамма-функция. График функции f(x) для различных k изобра- 
жен на рис. 7.2. 

>2). (7.4) 
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Рис. 7.2. График плотности вероятности распределения хи-квадрат 

при числе степеней свободы k = 2, 6,8 

К. Пирсоном доказана теорема об асимптотическом поведении статистики 
У? (7.2) при объёме выборки и стремящемся к бесконечности, которая указыва- 
ет путь её применения. 

Теорема К. Пирсона. Статистика (7.2) критерия y? асимптотически при 
И —> co распределена по закону y? с А-1 степенями свободы. 

Доказательство теоремы Пирсона приведено в [17]. 
Для прояснения сущности метода хи-квадрат сделаем ряд замечаний. 
Замечание 7.1 (о выборе числа №). Выбор подмножеств Ди, Д», ..., Дки их 

числа k в принципе ничем не регламентируется, так как п > < . Но так как чис- 
ло и хотя и очень большое, но конечное, то А и п должны быть согласованы. 
Обычно его берут таким же, как и для построения гистограммы, т. е. можно ру- 
ководствоваться формулой k =1.723/и или формулой Старджесса k =1+33lgn. 

При этом, если Aj, Ao, ..., Ax — промежутки, то их длины удобно сделать равны- 
ми, за исключением крайних — полубесконечных при числе степеней свободы 
k=2, 4, 6. 

Замечание 7.2 (о числе степеней свободы). Числом степеней свободы 

функции (по старой терминологии) называется число её независимых аргумен- 

ТОВ. Аргументами статистики у’ являются частоты 721, ..., Mk. Эти частоты связа- 

ны одним равенством п +... +n, =n, a в остальном независимы в силу незави- 

симости элементов выборки. Таким образом, функция y? имеет k—1 независи- 
мых аргументов: число частот минус одна связь. В силу теоремы Пирсона чис- 

ло степеней свободы статистики Y¥? отражается на виде асимптотической плот- 

ности f(x). 
Рассмотрим теперь второй и наиболее важный в практическом отношении 

случай. 

3. Параметры проверяемого закона неизвестны. Неизвестные параметры 

оцениваются по той же выборке, которая используется для проверки гипотезы о 
законе распределения. Если оценка произведена по методу максимума правдо- 
подобия, то справедлива теорема Р. Фишера, уточняющая теорему К. Пирсона. 

Теорема Р. Фишера. Статистика (7.2) критерия y? асимптотически при 
п — co распределена по закону хи-квадрат с числом степеней свободы, равным 
r=k—1/-— 1, где /— число параметров, оценённых по выборке. 

Доказательство теоремы приведено в [17]. 
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Заключение теоремы Фишера объясняется тем, что оценивание параметров 

накладывает дополнительные связи на частоты 71, ..., Wk, и поэтому уменьшает 
число степеней свободы статистики 7. 

Критерий проверки гипотезы сформулируем на основе теоремы Фишера, но 

предварительно сделаем некоторые комментарии. 
Замечание 7.3. Из вида (7.2) статистики критерия y? видим, что большие 

значения у’ неприемлемы для справедливости гипотезы Но. Отсюда следует, 
что применяемый критерий является правосторонним, а критической областью 

будет промежуток вида (y7_,(r), +o), где у? „(") — квантиль распределения 

порядка 1 — а распределения хи-квадрат с 7 степенями свободы. 
Из формулы (7.2) также видно, что веса с; = п/р; пропорциональны п, т. е. с 

ростом и увеличиваются. Итак, если выдвинутая гипотеза Но неверна, то отно- 

сительные частоты n/n не будут близки к вероятностям p;, и с ростом п вели- 

чина 7? будет увеличиваться. При фиксированном уровне значимости а будет 
фиксировано пороговое число x? (г). Поэтому, увеличивая п, приходим к не- 

равенству y2 >%2_(r), где x2 — выборочное значение статистики YX” (7.2), д? по- 

падёт в критическую область (рис. 7.3), и неверная гипотеза отвергается. 

AY 

` _* 

О \. Xtal") x 
YY 

критическая область 

Рис. 7.3. Критическая область критерия хи-квадрат 

Из этих рассуждений следует, что при сомнительной ситуации, когда 

2 =? „(г), следует увеличить объём выборки (например, в 2 раза), чтобы про- 

веряемое неравенство было более четким. 
Замечание 7.4. Теория и практика применения критерия 7? указывают, что 

если для каких-либо подмножеств Ai, 1=1,2,..., К, i=1,...,4, условие пр, >25 не 

выполняется, то надо объединить соседние подмножества (промежутки). Это 

Nh; — ПР; 

np; 
% <“ 

рых есть слагаемые у“, к нормальным №0, 1). Тогда случайная величина в фор- 

муле (7.2) будет распределена по закону, близкому к хи-квадрат. Такая бли- 
зость обеспечивается достаточной численностью элементов в подмножествах 
А; 

условие выдвигается требованием близости величин » квадраты KOTO- 
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Критерий проверки 

1. Выбираем уровень значимости 4. 

2. С помощью гипотетической функции распределения F(x) с / оцененными 
параметрами вычисляем оценки вероятностей р, =Р(ХЕД,),1=1,2,..., К. 

3. По таблице находим квантиль у, (г) распределения хи-квадрат с 

r=k—/—1 степенями свободы порядка |—“. 

4. Находим частоты п; попадания элементов выборки в подмножества A,, 

[=1,2,..., К, и вычисляем выборочное значение статистики критерия хи-квадрат 

к (п; — пр)? 
—_ 1 1 

Xt = 
| AP; 

2 2 . 5. Сравниваем у? и квантиль x7 (г). 
2 . 5.1.Если 72 <x; „(г), то гипотеза Но принимается. 

5.2.Если )д2>у, „(г), то гипотеза Но отвергается. Выбирается одно из аль- 

тернативных распределений, и процедура проверки повторяется. 
В заключение отметим, что, кроме критерия хи-квадрат, применяются кри- 

терии А. Н. Колмогорова, Н. В. Смирнова, Р. Мизеса и др. [17]. 

Пример 7.1. Проверить гипотезу о нормальном распределении генеральной 

совокупности по выборке, содержащей 100 измерений веса единицы продукции 

(пример 5.1, гл. 1). 
» По этой выборке был построен группированный статистический ряд 

(табл. 5.2, гл. 1) из 8 промежутков. На основе этого ряда были вычислены 

выборочные характеристики х = 31.3 и 5 = 3.19 (табл. 5.3, гл. 1). 
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Габлица 7.1 

2 
Вычисление Хв при проверке гипотезы о нормальности 

генерального распределения в примере 7.1 

nm» 

i | Границы A; | И; ах Фо(5;) Pj = пр; | 1p — Np; | (nj, — np) 
а;_| I 5 = Do(b;) - „р; 

а; —Do (4-1 ) 

] > 9 -> —0.5 0.0694 6.94 2.06 0.61 

26.6 —1.48 | —0.4306 

2 26.6 11 —1.48 | -0.4306 0.1200 12.00 | —1.00 0.08 

28.5 —0.88 | -0.3106 

3 28.5 16 | -0.88 | -0.3106 0.2003 20.03 | —4.03 0.81 
30.4 —0.28 | —0.1103 

4 30.4 27 | -0.28 | -0.1103 0.2320 23.20] 3.80 0.62 
32.3 0.31 0.1217 

5 32.3 19 0.31 0.1217 0.1969 19.69} -—0.69 0.02 
34.2 0.91 0.3186 

6 34.2 11 0.91 0.3186 0.1159 11.59| -0.59 0.03 
36.1 1.51 0.4345 

7 36.1 7 1.51 0.4345 0.0655 6.55 0.45 0.03 
+ со оо 0.5 

> — 100; — — 1.0000 100.00] 0.000 |570 42 

Tak как в последнем промежутке таблицы. 5.2 гл. 1 число элементов ng =2, 

то и соответствующее математическое ожидание должно быть близким. 
Просчитывая, находим np, = 1.39 <5. В соответствии с рекомендацией, сде- 

ланной в замечании 7.4, объединяем 8-й промежуток с 7-м. Число оцениваемых 
параметров в нормальном распределении равно 2, поэтому число степеней сво- 

боды асимптотического закона хи-квадрат равно г=А-/-1=7-2-1=4. Вы- 

бираем уровень значимости 0, = 0.05 и по таблице находим квантиль распреде- 
2 a — 2 — ления хи-квадрат ¥7_, (1) =X%595(4) = 9.49. 

Далее Ha основе группированного статистического ряда вычисляем 72 по 

формуле (7.6). Вычисления сведены в табл. 7.1. 
— 2 — 2 2 Сравнивая Хх? = 2.20 и y2,, =9.49, видим, что у? < хх. . Заключаем, что ги- 

потеза Но о нормальном распределении случайной величины, равной весу еди- 

ницы продукции, на уровне значимости с = 0.05 согласуется с данными изме- 
рений. <4 
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Глава 5. Корреляционный и регрессионный анализ 

В главе 5 исследуются вопросы зависимости между двумя случайными ве- 

личинами Хи Y на основе двумерной выборки (xX, y1), (X2, у), ..., (Xn, Уп). 

В корреляционном анализе зависимость оценивается с помощью выборочного 

коэффициента корреляции гху, а в регрессионном анализе зависимость между Х 
и У описывается функционально в среднем. Если зависимость обнаруживается, 

то её можно использовать в целях диагностики, прогнозирования и управления 
значениями одной величины по значениям другой в среднем. 

$ 1. Корреляционный анализ 

1. Выборочный коэффициент корреляции. 
Определение 1.1. Корреляционным анализом называется раздел математи- 

ческой статистики, исследующий зависимость между случайными величинами 
с помощью выборочных оценок генеральных коэффициентов корреляции. 

Ограничимся рассмотрением лишь парного коэффициента корреляции, ха- 
рактеризующего зависимость между двумя случайными величинами. Суще- 
ствуют и множественные коэффициенты корреляции, учитывающие связь трёх 
и более случайных величин. 

Пусть по выборке значений {(хь, yi)}, =1,2,...2, двумерной случайной вели- 

чины (Х, У) требуется оценить генеральный коэффициент корреляции 

K yy _ M [(Х-тх)-ть)] 
Pxy = = (1.1) 

бхбу /М[(Х-тх)?]М[(У-т,)? | 

Естественной оценкой рху служит выборочный коэффициент корреляции 

К 
г = Гху = AY 2 (1.2) Sy Sy 

который конструируется по методу аналогии (подстановки). Здесь 

КУ (их) (и-у)= хм, У (1.3) 

— выборочная ковариация (корреляционный момент), 
1 п _ 1 я _ 

8% ==) (x,-¥); 53 == (9, - PY (1.4) 
i=] i=] 

— выборочные дисперсии компонент. 

ryy — состоятельная оценка рлу. Легко доказываются (см. далее $ 4) следу- 

ющие свойства гху, аналогичные свойствам для рлу: 

1. —1< уу <1; 

2. если yi=ax; +b, 1=1,..., п, то гху=+1 при а>0 и гх,=-1 при а<0. 
2. Гипотеза о независимости случайных величин. 

Рассмотрим случай, когда генеральное распределение двумерной случайной 

величины — нормальное. Тогда, как известно из теории вероятностей, генераль- 
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ный коэффициент корреляции рлу равен нулю тогда и только тогда, когда ком- 

поненты Хи У независимы. 

Важнейшей задачей корреляционного анализа является задача определения 

наличия или отсутствия зависимости между компонентами двумерной нор- 

мальной случайной величины. Для этой цели проверяется статистическая гипо- 

теза Но: рху= 0 против альтернативы pxyF 0. 
Доказано [17], что при условии pyy= 0 случайная величина 

t= J/n-2 ‘yy | fl- ry (1.5) 

распределена по закону Стьюдента с n—2 степенями свободы, где п — объём 
двумерной выборки (0 законе Стьюдента см. гл. 4, $ 5). 

1. Взяв уровень значимости GO, находим квантиль Й-а2(п-2) распределения 

Стьюдента. 
2. По выборке вычисляем коэффициент корреляции г, пользуясь формулами 

(1.2) - (1.4). 
3. Критическую область задаем неравенством 

|{|> о (п-2). (1.6) 

Гипотеза Но отвергается, если выполнено это неравенство, и на уровне зна- 

чимости а принимается альтернативная гипотеза о наличии связи между Хи 7. 
Пример 1.1. На сталеплавильном заводе произведены измерения угара 

кремния в процентах (признак Х) и выхода стали в процентах (признак У) по 
результатам n=15 плавок определенного сорта стали. Получена следующая 

двумерная выборка: 
1) (7.9; 70.3), 2) (0.9; 85.0), 3) (3.7; 100.0), 4) (8.1; 78.1), 5) (6.9; 77.9), 
6) (0.8; 98.4), 7) (6.0; 59.2), 8) (7.2; 86.8), 9) (8.8; 70.1), 10) (10.2; 42.2), 

11) (11.2; 81.9), 12)(05;97.1), 13) (4.6; 68.2), 14) (9.7;92.1), 15) (1.0; 91.2). 

Требуется решить вопрос о наличии или отсутствии связи между Х и У. 
> Сначала нанесём на чертёж полученные экспериментальные точки (х,,у;) 

и визуально решим поставленный вопрос (рис. 1.1). 

1) Вычислим выборочный коэффициент корреляции по формулам 
(1.2) — (1.4). Получаем: 

х=5.83; у= 79.9; sy =356; sy =15.45; 

Kyy =-29.79; r=ryy =-0.542. 
2) Вычислим выборочное значение статистики # по формуле (1.5): 

t, = V13(-0.542) / Л- 0.5422 =-2.33. 

3) Выбираем уровень значимости Q&=0.05 и находим по таблице квантиль 
распределения Стьюдента ty_y/2 (7 — 2) = f9.975(13) =2.16. 

4) Сравниваем || и 10.975(13): || > 1.975(13), т.е. значение в попадает в 

критическую область, что на уровне значимости © = 0.05 означает отвержение 
гипотезы Но об отсутствии связи и принятие альтернативной гипотезы о нали- 
чии связи между Хи 7. 
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0] 12345678 9101112 х,,% 

Рис. 1.1. Экспериментальные точки (x,,y,), [=1,2,...,15, из примера 1.1 

Хотя формально гипотеза о наличии связи между Хи Ув примере 1.1 под- 

тверждена, однако малый объём выборки (7 =15) и близкие значения |fp| и 

[0.975(13) не позволяют достаточно уверенно утверждать о наличии этой связи. 

Следует увеличить объём выборки, взять меньший уровень значимости (напри- 
мер, а = 0.01) и вновь провести проверку. 

3. Грубая проверка зависимости компонент двумерной нормальной 

случайной величины. 

Существуют простые формулы для грубой проверки наличия зависимо- 
сти между случайными величинами Х и У. 

Если выполняется неравенство 

|хуми-1> 25, (1.7) 

то зависимость фиксируется с уровнем значимости а = 0.05. 

Если же 

“ху ми —1 >3, (1.8) 

то зависимость фиксируется с уровнем значимости а = 0.01 [4]. 

$ 2. Общие сведения о регрессионном анализе 

При решении многих задач физики, экономики, медицины, инженерии при- 

ходится экспериментально изучать зависимость наблюдаемой случайной вели- 

чины У OT одной или нескольких других случайных или неслучайных величин 

М, ... ‚ Ак. Случайная величина Y называется откликом, а величины А1, ... ,‚ X4 — 

факторами (иначе — предикторами). 

Например, изучается зависимость какого-либо свойства стали (прочность, 

хрупкость, вязкость) от процентного содержания компонент, от параметров 

технологического процесса; в экономике изучается величина валового продук- 

та, дохода, инфляции в зависимости от времени. 

Изучаемую — зависимость выражают функционально — уравнением 

у= ФОм, ... , Хк), естественно, лишь в среднем. Такое уравнение называется ре- 

грессионным, иначе — уравнением регрессии. 
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Детерминированной зависимости между откликом и факторами быть не 

может в силу их случайности. Кроме того, всегда существуют неконтро- 

лируемые случайные факторы, влияющие на отклик. Это в первую очередь из- 
менчивые параметры среды — температура, влажность, давление, а также ошиб- 

ки измерения. 

Неконтролируемые 
случайные факторы 

(шум 

Контролируемые 
факторы 

x| 
X Физическая Отклик 

; 
>Y система 

Ар 

Рис. 2.1. Схема функционирования абстрактной физической системы 

Отклик и факторы характеризуют состояние некоторой физической систе- 
мы, изучение которой можно представить схемой (рис. 2.1). 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением лишь одного фактора Х. Отме- 
тим, что между случайными величинами Х, У причинно-следственной связи 

может не быть, хотя вероятностная связь наблюдается, ибо на них влияют об- 
щие случайные факторы. Например, показатели урожая на разных полях при- 
чинно следственно не связаны, но вероятностная связь наблюдается, так как 
имеет место общий влияющий фактор — погода. 

Определение 2.1. Регрессионный анализ — это раздел математической ста- 

тистики, изучающий зависимость между случайными величинами с помощью 
уравнений регрессии. 

Регрессионная зависимость, выраженная уравнением регрессии, называется 
просто регрессиеи. Термин «регрессия» введён в науку английским антрополо- 
гом Гальтоном (1822-1911), открывшим регресс к середине размеров потомков 
по сравнению с отклонениями от средних размеров родителей. Эту зависимость 
можно выразить линейной функцией. Термин «регрессия» прижился и стал 
употребляться более широко 

Определение 2.2. Регрессией называется функциональная связь в среднем 

любых случайных величин. 
Теоретически уравнение регрессии, выражающее зависимость Y oT X в 

среднем, записывается уравнением 

y=MY, (2.1) 

rye MxY — условное математическое ожидание случайной величины Y при за- 

данном значении х случайной величины Х. Это некоторая функция у=у(х), вы- 
ражающая зависимость у от х. В частности, она может быть многочленом и да- 
же линейной функцией: у=Во- Вх. 
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По экспериментальным точкам (хи, у1), (X2, y2), ... 5 (Xn, Yn) теоретическое 

уравнение регрессии (2.1) можно построить лишь приближённо. Такое уравне- 
ние будем называть эмпирическим уравнением регрессии. Например, его можно 
построить в виде многочлена 

у=Во- Bix +...+Вьх, (2.2) 
в частности, в виде линейной функции 

y=Bort Bix. (2.3) 
Определение 2.3. Регрессия, выраженная линейной функцией (2.3), называ- 

ется эмпирической простой линейной регрессией. 

Слово «простая» употребляется потому, что рассматривается лишь один 
фактор. Соответствующая теоретическая простая линейная регрессия описы- 
вается уравнением 

у=Во-+ Bix. (2.4) 
Коэффициенты Во, Bi являются оценками соответствующих коэффициентов 

Bo, В! теоретической регрессии. 
Наиболее распространенным методом для построения эмпирического урав- 

нения регрессии является метод наименьших квадратов. 

$ 3. Метод наименьших квадратов 

Постановка задачи. Имеется п экспериментальных точек (x1, у!), ..., 

(xn, уп). Надо найти многочлен у(х) вида (2.2) так, чтобы сумма квадратов от- 

клонений многочлена в точках Xj от наблюденных значений ур, 1=1,... , п имела 

наименьшее значение: 

=> [и - эх] = Le? > min. 3.1) 
Определение 3.1. Метод нахождения коэффициентов многочлена (2.2) по 

экспериментальным данным на основе минимизации суммы квадратов откло- 

нений (3.1) называется методом наименьших квадратов. 

Мы рассмотрим этот метод для построения простой линейной регрессии. 

Графически выполнить условие (3.1) для линейной функции у=Во + Ви x 

означает провести прямую между экспериментальными точками так, чтобы 

сумма квадратов отклонений была минимальной (рис. 3.1). Пусть 

0=>.} =>. - Bo - Вых. (3.2) 
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O x 
Рис. 3.1. Экспериментальные точки и прямая регрессии 

Коэффициенты Во, В! рассматриваются как переменные, обращающие 

функцию в минимум. Используем необходимые условия экстремума 
Г Nn 7 

nBy + В, 2%; = 2. 
I= j= 

SO = 25° (y,— By В) =0, 
90 я Отсюда 4 и п и 

== =-2)'(y; — By — B,x;)x; =0. Bod Xj + BX? = VAY) 
| OB, i=l | isl i=l i=l 

Разделим оба уравнения Ha п 

| f i п В+ [1х |B, =13y, 
sl и (3.3) 4 = 

1 Nn . 1 Nn 5 _1 

[и =a Sa 
Используем известные статистические обозначения и формулы 

И 

=1 >. x, — выборочное среднее Х, 
1 j=] 

= => у, — выборочное среднее 7, y= 

5х = => х? — второй выборочный начальный момент Х, 

ау =— ls у у? — второй выборочный начальный момент 7, 
~ NM j=] 

ху = IS, у — второй выборочный смешанный начальный момент Хи 7 

2 _ 1 n _ _ _ 

=> (x,— xX)? =a,, —¥2— выборочная дисперсия Х, 

5 l N _ _ 
s2 =—> (у, — У)? =a,, — y2— выборочная дисперсия 7, 2 

Il j= 

y= ту (х-х)(»’-у)=ху-х.у- выборочная ковариация Х и 7, 
nor? i 

ryy = Kyy /(sysy)— выборочный коэффициент корреляции Хи У 

С помощью этих обозначений система (3.3) записывается в виде 
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В, +ХВ  =У, 
XB, +a,,B, =) (3.4) 0 T 4g y9, =AY- 

Неизвестный коэффициент В, находим по формулам Крамера 

ВТУ. x _ WAXY _ Ky _ Ky | Sy =} Sy 
1 |x ху "ха, _ > 2 XY у 2х| ах -х 5% SySy Sy Sy 

Коэффициент Во находим непосредственно из первого уравнения (3.4): 
Во = y — xB, . 

Таким образом, 
Sy 

B= hye 
Sy (3.5) 

В, =У-ХВ, 

Заметим, что определитель системы (3.4) равен 
a 

= (хх) >0, 

и если среди значений хи,...,хл есть различные, что и будем предполагать, 

определитель систем отличен от нуля. В этом случае система (3.4) имеет един- 

ственное решение. Можно доказать, что стационарная точка (3.5) даёт глобаль- 
ный минимум функции О (Т. е. наименьшее значение) [4]. 

$ 4. Статистический анализ 

эмпирической простой линейной регрессии 

1. Остаточная дисперсия. Степень приближения прямой у=Во + Bix экспе- 
риментальным данным будем характеризовать средним квадратичным откло- 
нением, рассчитанным на одну степень свободы (п точек минус две связи, ко- 
торые накладываются на экспериментальные данные двумя зависимостями для 
Во иВ! (3.5)): 

°=\ =. = sku, —-В№-Вх,)?. (4.1) 

Величина 5” называется остаточной дисперсией. Для 5 имеется более про- 

стая формула 

= и —r2,). 4.2 5 ИИ rey) (4.2) 

PO= 20 — By - Bx, = L(Y; —У+Вх- Bx)? = 

= 2 [01 -¥)- 8, -*)} = 20, - 7) + BPD, FP - 

—2В, > (x,-X)(y,-yY)= nS} + Bens, — 2nBryySySy = 
i=l 

ис? + и? 62 —Inp2. 62 = no2 — np2.92 = ne2(| — p2 = nS; + rgyS} — Wry Sy = NS} — ПГУ бу = NS} (1— yy )- 

Подставляя этот результат в (4.1), получим (4.2). < 
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2. Прямые регрессии «у нах» и «х нау ». Докажем сначала, что выбороч- 

ный коэффициент корреляции гуу = Кху/(5х5у) удовлетворяет условию 

Их < 1. (4.3) 
№ В силу неравенства Коши — Буняковского 

[К |= Dal —X)(y, —yyi< pee ae < 

И 

x; (9; =» 
<“ np =Sy\Sy- 

sysy) S14 

Запишем теперь полученное ранее уравнение регрессии у = Bot Bix в сим- 

метричной форме. Используем формулы (3.6): 

Отсюда |ryy|= IK yy 

y= J ЯВ + Byx= y+ Вх) Учи). 
— х-х Отсюда J ery. (4.4) 
Sy Sy 

Говорят, что это уравнение прямой регрессии у на x. Её угловой коэффици- 
ент: 

Кик = Иду (Sy [5х ). (4.5) 

Аналогично рассуждая, исходя из требования обращения в минимум функ- 
a 

ции О =2.0; —A,-A,y,)? (отклонения по абсциссам), можно построить урав- 

нение прямой регрессии х относительно у (говорят: «х нау»): 

ХХ. (4.6) 
Sy Sy 

Её угловой коэффициент: 
| Sy 

К, = ryy Sy . (4.7) 

Заметим, что Ky y| > Е rx 

(4.6) проходят через точку (х,у) — центр регрессии (рис. 4.1). 

AY 

, так как |ryy|<1. Обе прямые регрессии (4.4) и 

прямая регрессии х нау 

O 

Рис. 4.1. Прямые регрессии 
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3. Роль выборочного коэффициента корреляции. Если |Гху|=1, то из фор- 

мул (4.4), (4.6) заключаем, что обе прямые регрессии сливаются в одну прямую 

у = Bot Bix. Кроме того, из (4.1), (4.2) следует, что s=0, отсюда O=0, и поэтому 
yi=Bo + Вахь i=1, ..., n, т. е. все экспериментальные точки лежат на прямой ре- 

грессии. Это случай жесткой линейной зависимости У = Во + ВХ между слу- 

чайными величинами в пределах проведённых опытов (рис. 4.2). Если Клу = 0, 

то одна прямая регрессии горизонтальна, а другая — вертикальна (рис. 4.3). Та- 
кой случай означает, что в среднем на изменение Х случайная величина Y не pe- 

агирует и на изменение 7 случайная величина Х в среднем не реагирует. К. это- 

му случаю мы приходим, когда случайные величины независимы — экспери- 
ментальные точки расположены хаотично, но в среднем симметрично около 
прямых регрессии, либо когда в распределении экспериментальных точек име- 
ется строгая симметрия около какой-либо прямой регрессии. 

Ay Ay 
v= Bo + Bx x= X прямая 

. регрессии x на у 

e ® 

e У=у прямая 3 
© elt. регрессии у Ha x 

Ce 

Vu
e 0 : 

Рис. 4.2. Случай Invy| =1 Рис. 4.3. Случай ryy =0 

4*. Условия Гаусса — Маркова для экспериментальных данных. Для то- 

го чтобы сделать статистические выводы из полученных результатов по регрес- 

сии в части их точности и надёжности, необходимо сделать предположения о 
распределении экспериментальных данных. Такими предположениями являют- 
ся условия Гаусса — Маркова. (К. Ф. Гаусс — немецкий математик, 1777-1855; 

А.А. Марков — российский математик, 1856—1922): 
Отклонения =; = у, — у(х;), = 1, ..., п, наблюдаемых значений у. случайной 

величины 7 от значений функции регрессии y(x;)= Ву + B)x; нормально рас- 

пределены, независимы, имеют нулевые математические ожидания и равные 

дисперсии. Ошибки измерения Xi, {=1,...‚ п пренебрежимо малы по сравнению 

с ошибками измерения величин ур, [=1,..., п. 

Во многих случаях на практике эти предположения можно считать выпол- 

ненными. Мы будем предполагать, что величины Xi, / =1,..., И, измерены точно. 

Тогда 
De; = Dy, = DY =o? (4.8) 

Основанием для такого допущения является сама математическая модель 
у = Bot Bix, которая призвана описывать зависимость у только от одной пере- 

менной (фактора) х без учёта многих факторов, влияющих на у. Это влияние мы 

472



относим только к у, а некх, и весь разброс экспериментальных точек объясня- 
ем только погрешностью нахождения у. 

5*. Свойства оценок и доверительные интервалы регрессии. Приведем 

основные результаты для эмпирической простой линейной регрессии (доказа- 

тельство в [17]. 
Теорема 4.1. 

М5? = с", (4.9) 
т.е. остаточная дисперсия, вычисляемая по формулам (4.1) или (4.2), явля- 

ется несмещенной оценкой дисперсии отклика 6? =РУ. 

Теорема 4.2. 

М[Во+ Bix]= Во + Bix, (4.10) 
т.е. эмпирическая линейная регрессия, найденная по методу наименьших квад- 
ратов, является несмещенной оценкой соответствующей теоретической perpec- 

сии. 
Теорема 4.3. Границы доверительных интервалов для параметров Во, В! тео- 

ретической линейной регрессии с доверительной вероятностью |—G имеют вид 

Во, (п-2) 5/42 x /(5х т), (4.1 1) 

В £t_qj2(n—2)s/(syVn) (4.12) 
Здесь а — уровень значимости, #-/2(п-2) — квантиль распределения Стью- 

дента порядка 1-—0/2 с и-2 степенями свободы, величины Sy, алх определяются 
формулами (3.4), 5 — остаточная дисперсия (4.1) или (4.2). 

Теорема 4.4. Границы доверительного интервала для теоретической линей- 
ной регрессии y=8,+B,x с доверительной вероятностью |-а имеют вид 

Pth_op(n-2)- sf 1+ (x —¥)2/s% / Jn. (4.13) 

Здесь y= Ву + B,x — оценка теоретической регрессии y= Во + Bix. Остальные 

величины имеют тот же смысл, что и в теореме 4.3. 

AY 

O 
Рис. 4.4. Коридор ошибок auneunou регрессии 

Замечание 4.1. Формула (4.13), определяющая доверительный интервал для 
My =8,+ 6.x, определяет и коридор ошибок прогноза значений у= Bot Вах 
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с доверительной вероятностью |—a. Этот коридор ограничен двумя гипербола- 
ми с уравнениями 

y=Jtt_ap(n—2)-sJ1+(x—X)2/s% / Мп. (4.14) 
Осью этого коридора является прямая эмпирической регрессии y= Во + Bix 

(рис. 4.4). 

Ошибка прогноза значений у= Во + Вах является наименьшей при х=х и 
возрастает по мере удаления от центра. 

6*. Адекватность линейной модели регрессии данным эксперимента. 

Важным является вопрос, адекватна ли принятая линейная модель регрес- 
сии данным эксперимента, т. е. достаточно ли хорошо линейная функция у=Во + 
+ Bix аппроксимирует экспериментальные точки. Об этом можно судить по 

многим признакам. 
1. Достаточно хорошее представление о качестве аппроксимации дает чер- 

теж, на который нанесены экспериментальные точки и прямые регрессии. 
2. Величины выборочного коэффициента корреляции ryy и остаточного 

среднего квадратичного отклонения 5 также дают представление о качестве ап- 

проксимации. Если | Гху| близок к 1, а5 мало по сравнению с Sy и Sy, то каче- 

ство аппроксимации хорошее. 
3. Сравниваются две модели регрессии. Для этого выборка делится на две 

независимые части. Одна часть используется для построения линейной функ- 
ции регрессии и соответствующей остаточной дисперсии 57, другая часть явля- 

ется контрольной. С помощью контрольной части выборки строится другая 
функция регрессии, например квадратичная у = Ви + B\x+Box’, и для нее вычис- 
ляется остаточная дисперсия 5. Если 55 значимо меньше 52, то линейная мо- 

дель хуже, и следует принять на данном этапе квадратичную модель. Проверка 
неравенства 55<5’ также проводится с помощью критерия Фишера равенства 

дисперсий (гл. 4, $ 4). 
4. Существуют слабые критерии проверки адекватности линейной модели — 

критерии проверки наличия вероятностной зависимости между Х и Y. Если за- 

висимость есть, то её можно описать линейной регрессией (хотя, может быть, и 

не наилучшим образом). Если зависимости нет, то линейная модель (и никакая 
другая также) не адекватна эксперименту. 

Отсутствие зависимости между Х и Y можно проверить с помощью гипоте- 
зы В!=0. Эта гипотеза принимается, если доверительный интервал с границами 
(4.12) для В! при принятом уровне значимости накрывает нуль. Наличие или от- 
сутствие зависимости между Х и 7 можно также проверить с помощью гипоте- 
зы рху= 0 (см. гл. 5, $ 1). 

5. Наиболее надёжным и наиболее употребительным способом проверки 

адекватности модели регрессии данным эксперимента является способ сравне- 
ния дисперсии неадекватности 52 с дисперсией воспроизводимости 52, если 

имеются повторные опыты. Пусть в каждой точке Xj проведено п; опытов и при 
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этом наблюдались значения у; случайной величины 7, i=l, ..., т; j=l, ..., Mi. 

При этом общее число опытов равно 
т 

Уп, =n. (4.15) 
i=l 

Вычисляется выборочное среднее в каждой точке X;: 

УЕ Ху (1=1....т) (4.16) 
i и, ial ij 

и дисперсия воспроизводимости 

2 ] wo a \2 B 
3 — ~LO, — 7,2 = С (4.17) 
пт "7 

Здесь (п — т) — число степеней свободы статистики 52, равное общему чис- 

лу опытов я минус число связей т, которые накладываются равенствами (4.16). 

Далее вычисляется дисперсия неадекватности 

pet ОЛ 4.18 
т” i- I; m—2- (4.18) 

Здесь у, =Во+ Вых; —значение эмпирической функции регрессии в точке Xj. 

(m—2) — число степеней свободы статистики 52? (число абсцисс Xi минус число 

связей, накладываемых вычислением коэффициентов Во, B1). Доказано [17], 
что 

О=О,+О,, (4.19) 
где 

ш т a 

O=3(y,-5,2 (4.20) 
i=l j=! 

— иначе записанная остаточная сумма квадратов (3.1). 
Статистики 52 и 5? независимы [16] и их можно сравнить с помощью OTHO- 

шения Фишера 
— с2 /с2 Е=5? [52 , (4.21) 

которое распределено по закону Фишера Е(т-2,п-—т) с т-2 и п-т степеня- 

ми свободы. Проверяем гипотезу о равенстве двух дисперсий 52 и 5? (ru. 4, § 4). 

Задаёмся уровнем значимости а и по таблице находим квантиль Р\-а (1—2, 

п-т) распределения Фишера. Пусть F, — выборочное значение статистики 

Фишера (4.21). Если 

F, <Е1-а (т-2, п-т), (4.22) 

то гипотеза адекватности принимается. В этом случае дисперсия неадекватно- 
сти 5? находится на уровне дисперсии воспроизводимости, не зависящей от вы- 

бранной модели, поэтому величину 5? можно объяснить естественным разбро- 

сом данных. Если 52 значительно меньше, чем 52 (в этом случае неравенство 

(4.22) тоже выполняется), то это говорит об очень хорошем соответствии моде- 
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ли опытным данным. Если гипотеза адекватности не принимается, то нужно 

искать другую модель, например квадратичную у = Bot Bix + Box’. 

Пример 4.1. Имеются 20 экспериментальных точек (м, у"), и, у”), ..., 

(x10, Y'10), (X10, У”ю) — значений двумерной случайной величины (Х, 7), где 

X=Os (млн. руб.) — текущие расходы( зарплата, сырье, реклама и т. д.) фирмы 

(в месяц), Y= св (млн. руб.) — доход фирмы (в месяц),. Здесь каждому из 10 зна- 

чений Xj; случайной величины Х соответствуют два значения yi, у’; случайной 

величины У, 7=1, ..., 10, — результат повторных измерений. Данные помещены в 

табл. 4.1. 

Таблица 4.1 

Экспериментальные данные о расходах и доходах фирмы 

j | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

x; 45 54 63 74 85 93 104 | 111 123 135 

У 52 70 74 87 92 117 123 | 121 133 157 

yj 65 82 83 94 105 125 132 | 134 142 180 

Требуется построить уравнения прямых регрессии и сделать их статистиче- 
ский анализ. 

» Для построения уравнений прямых регрессии требуется вычислить чис- 

ловые характеристики (3.4). Для этого составляем таблицу 4.2. 

С помощью таблицы 4.2 находим 

х = 887/10 =88.7; y= 2168/20 = 108.4; 

ay y =86751/10 =8675.1; а›у=256178/20 = 12808.9; 
10 10 

xp = ¥ xi(yf + 2) /20 = ¥ xiyi /10 =105077/10 =10507.7; 
i=] i=] 

Sy = 8675.1—88.72 = 28.415; sy = 128089 — 108.42 = 32.532: 
K yy = 10507.7 — 88.7 -108.4 = 892.62; 

ryy =892.62/(28.415- 32.532) = 0.96562 ; 
By =ryy ‘Sy /5х = 0.96562 .32.532/28.415 = 1.1055; 
Bo =У- ХВ, =108.4 — 88.7 .1.1055 = 10.342. 
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Габлица 4.2 

Расчет характеристик эмпирической линейной регрессии 

ря |9 = (5-7) 
я у"? = Bot Bix 

г [45 | 52 | 2025 | 2704 | 58.5 | 26325 | 169 60.1 2.56 
65 4225 

2 | 54] 70 | 2916 4900 76 4104 144 70.0 36 

82 6724 
3 | 63 | 74 | 3969 | 5476 [78.5 | 4945.5 | 81 80.0 2.25 

83 6889 

4 [74] 87 | 5476 | 7569 | 90.5] 6697 49 92.1 2.56 
94 8836 

5 | 85 | 92 | 7225 | 8464 | 98.5 | 83725 | 169 1043 | 33.64 
105 11025 

6 | 93 | 117 | 8649 | 13689 | 121 | 11253 64 113.2 60.84 

125 15625 
7 | 104| 123 | 10816 | 15129 [127.5| 13260 | 81 125.3 4.84 

132 17424 
8 [ai] 121 | 12321 | 14641 |127.5| 14152.5 | 169 1331 | 31.36 

134 17956 

9 |123| 133 | 15129 | 17689 | 137.5 | 16912.5 81 146.3 77.44 

142 20164 
10 [135] 157 | 18225 | 24649 [168.5 | 22747.5| 529 159.6 | 79.21 

180 32400 
xX | 887 | 2168 | 86751 | 256178 | 1084 | 105077 1536 — 330.7 

Уравнение прямой регрессии у нах: 

у = Во + Bx = 10.342 + 1.1055х = 10.3+1.Их. 

Уравнение прямой регрессии х на у: 

ХХ — 10-7) 45 х-0844у-27 &% yH=324119x. 
Sy Sy 

Построим прямые регрессии и экспериментальные точки (рис. 4.5). 

Статистический анализ результатов, полученных в примере 4.1 
1. Вычисляем остаточную дисперсию и остаточное среднее 

квадратичное отклонение. 
т Ш 10 10 

O, = > > (¥j — Fi? => +079} ]=0.52. 07 yi? = 0.5.1536 = 768 
i=] j=l 

O,=dn,(y,-5,)2 =2 (Y¥, — y,)? =2-330.7 = 661.4. 
i=] 

O = 0, +0, = 768 + 661.4 = 1429.4. 

t
M
s
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AY x на УВ 
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|.-
 

О 20 40 60 80 100 120 140 16 150 20 

Рис. 4.5. Экспериментальные точки и прямые регрессии в примере 4.1 

По формуле (4.1): 

5=./О/(п-2) = ./1429.4/18 = 8.911 = 8.91. 

По формуле (4.2) вычисляем 5 для контроля: 

s= sy | BUI _r2,) = 32.532,/70 ~ 0.965622) =8.914=8.91. 

2. Суждение об адекватности линейной модели по чертежу, остаточ- 
ной дисперсии и коэффициенту корреляции. 

Экспериментальные точки достаточно хорошо группируются около прямых 
регрессии. Остаточная дисперсия 5 мала по сравнению с Sy и Sy. Коэффициент 

корреляции Гху близок к 1. Вывод: линейная модель регрессии адекватна экспе- 

риментальным данным. 
Тангенс угла между прямыми регрессии равен 0.035 — очень мал — прямые 

почти сливаются, т. е. экспериментальные точки связаны зависимостью, близ- 
кой к линейной — очень сильной зависимостью. 

3*. Проверка адекватности линейной модели с помощью критерия Фи- 
2 шера. Находим отношение Фишера F, = 52/52 = (9.093/8.764) =1.076. Выбира- 

ем уровень значимости с = 0.05 и по таблице находим квантиль распределения 
Фишера Fo о5 (8,10) = 3.07. Видим, что F, < А о5(8, 10) . Это неравенство означа- 

ет, что линейная модель адекватна опытным данным с доверительной вероят- 

ностью 0.95. 

4*. Границы доверительных интервалов для коэффициентов P,,f, ли- 

нейной модели регрессии при доверительной вероятности 1—4. 
Применяем формулы (4.11), (4.12) для В: 

By 10915 (18)5 [5х /(5х Уп) =10.34+2.101.8.91./8675-1/(28.42.-/20) =10.3+13.7; 

и для В: В 10915(18)5/(5х п) = 1.11+2.101-8.91/(28.42- -/20) = 1114015. 

5*. Границы доверительного интервала для функции регрессии 

у=В,+Вх © доверительной вероятностью |-а =0.95. 

В силу формулы (4.13) имеем: 

У-+1 о (18) -5- fl + (х- )? /52 / Ш = 9+2.101.8.91\/1+(х- 88.7)? /28.42? / 20 = 
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=}+4.19./1+(х-887)2 /3074. — Здесь $= Во + Bix =10.3+1.1х. 
Применим полученные формулы для прогноза у при х =100. Тогда 

}(100) = 10.3+111= 1213; 

74.19. 1+ (100-88.7)?2 /807.4 =121.3+4.5. 

Таким образом, у = 121.3 (+4.5), или иначе: 116.8 < у<125.8. < 

Глава 6. Задания для проверки качества усвоения 

раздела 11 

$ 1. Задачи для самостоятельной работы (по главам) 

Глава |1. Описательная статистика 

1. Взята выборка первых 15 чисел из первой строки таблицы УГ равномерно 

распределенных случайных чисел на промежутке 

(98, 52, 01, 77, 67, 14, 90, 56, 86, 07, 22, 10, 94, 05, 58). 
Постройте вариационный ряд. 

2. В вариационном ряде, построенном в задаче 1, найдите хи, хи 2» 23/4 - 

3. С помощью вариационного ряда, построенного в задаче 1, и величин, 
найденных в задаче 2, вычислите med, ¢,, t,, х. Убедитесь, что все они близки 

к середине промежутка [4; 12]. 

4. Выборка задана в виде ряда распределения частот: 
x, 4 7 8 12 

п, 6 2 3 10 

Найти распределение относительных частот. 

5. Построить полигон относительных частот по данному распределению вы- 

борки: (@, -относительные частоты) 

x, |2 4 5 7 10 

@. |0,15 |0,2 0,1 0,1 0,45 
i 

6. Результаты анализа рынка труда по профессии менеджер приведены в 

виде таблицы, отражающей зависимость числа кандидатов, желающих работать 
менеджером, от предлагаемой заработной платы (в тыс. рублей). 

x, |40 100 |140 |160 

п, 10 30 20 40 

Найти эмпирическую (выборочную) функцию распределения и построить 
график полученной функции. 

479



7. В итоге пяти измерений одним прибором (весами без систематической 
ошибки ) веса контейнера с продукцией, поступившей в магазин, получены 

следующие результаты (в кг): 92;94;103;105;106; 

Найти: 

1). выборочный средний вес контейнера X. 
2 

2). выборочную дисперсию 5. 

Глава 2. Точечное оценивание числовых характеристик 

и параметров распределения генеральной совокупности 

1. Найдите выборочную дисперсию по данному распределению выборки 

объема л = 10: 
xX, -5 | 3 

п; 2 5 3 
oe ss 2 < 

2. По выборке объёма n=41 найдена смещенная оценка 5’ = 3 генеральной 

дисперсии. Найдите несмещенную оценку дисперсии S ; генеральной совокуп- 
ности. 

3. Распределение Парето применяется для описания величины доходов 

населения выше фиксированного уровня. Плотность распределения Парето за- 
дается формулой 

0, 
Ty (x) = a -a-l| 

OX, Xx 9х, XX, 

Вычислите математическое ожидание 17 и с его помощью по методу MO- 

ментов найдите оценку параметра @ (Хх — фиксировано). 

4. Найдите оценку параметра @ распределения Парето из задачи 3 по 

методу максимума правдоподобия (№ — фиксировано). 

Глава 3. Интервальное оценивание числовых характеристик 

и параметров распределения генеральной совокупности 

1. Найдите квантили распределения Стьюдента (по таблице Ш) порядка 0.9 
и 0.99 с 10 степенями свободы. 

2. Изготовлен экспериментальный игровой автомат, который должен обес- 

печить появление выигрыша в одном случае из 100 бросаний монеты в автомат. 
Для проверки пригодности автомата произведено 400 испытаний [8], 

при этом выигрыш появился 5 раз, Найдите доверительный интервал покры- 

вающий неизвестную вероятность выигрыша с надёжностью 0,999. Указание. 
Еще раз внимательно прочтите $2 этой главы. 

3. Найдите доверительный интервал с надёжностью 0,95 неизвестного ма- 
тематического ожидания нормально распределенного признака генеральной со- 
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2 
BOKYNHOCTH, если генеральное среднее квадратическое отклонение 5 = 3 вы- 

борочное среднее х = 14 и обьём выборки п =25. 
4. Найдите точность оценки х=10 при выборке объёма n=400 с надёжно- 

стью у=0.95, если s=2. Указание. Еще раз внимательно прочтите $ 5 этой гла- 

ВЫ. 

Глава 4. Проверка статистических гипотез 

1. Проверьте гипотезу H, о равенстве математических ожиданий двух нор- 

мальных генеральных совокупностей по двум независимым выборкам объёма 

п=60, для которых вычислены х=5.2; s, =1.3; у=5.1; 5, =1.4. Возьмите уро- 

вень значимости = 0.05. 

2.Даны две выборки [9] распределения (по обьёму закупок) банков- 
покупателей иностранной валюты на двух валютных биржах: 

(х,, у, - обьём покупки ( в тыс. долларов), ,,k,- количество банков). 

Биржа № 1 Биржа № 2 

x. | 18,55 | 16,48 15,16 | 15,02 y 25,02 | 21,86 | 18,4 | 15,6 
1 i 

И, 34 31 36 21 k, 20 22 30 15 

Проверьте гипотезу (при уровне значимости @=0,01) о равенстве матема- 

тических ожиданий т, =т, генеральных средних двух совокупностей, из ко- 

торых извлечены выборки. Альтернативная гипотеза m, *т,. 

3. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости 0,05 проверить, со- 
гласуется ли гипотеза о нормальном распределении генеральной совокупности 

Х сэмпирическим распределением выборки объёма п=200: 

х,| 0,3 10,5 |0,7 [0,9 111 113 11,5 [1,7 11,9 12,1 12,3 

26 |25 30 126 [21 24 |20 8 5 п, | 6 9 

4. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости 0,05 проверить, со- 

гласуется ли гипотеза о нормальном распределении генеральной совокупности 
Х с эмпирическим распределением выборки объёма п=200: 

5 7 9 11 13 15 17 19 21 

Nn. 15 26 25 30 26 21 24 20 13 
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Глава 5. Корреляционный и регрессионный анализ 

1. По опытным данным объёма п=26 найден эмпирический коэффициент 

корреляции 1r,, =0.6. Проверьте наличие вероятностной зависимости между 

случайными величинами Х и У с помощью формул (1.7), (1.8). 
2. Составьте уравнение прямых регрессии по следующим опытным данным: 

х=1.2; у=0.8; 5, =2.1; $, =1.3; ry, =0.6. Вычислите тангенс угла между прямы- 

ми регрессии по формуле tgg=(k, -А)/(1+АА,), где ky =k, ky =А 
xfy 2 

и построй- 
хх? 

те эти прямые на плоскости. 
3. Зависимость между месячной выработкой продукции У (в тыс. руб.) и ве- 

личиной основных производственных фондов Х (в млн. руб.) для 50 однотип- 
ных предприятий приведена в табл.1. Найти выборочные уравнения прямых 

линий регрессии у нах. их на у по приведённым данным. 
Таблица I. 

Хх 

у 18 123 28 33 38 43 48 п, 

125 - | - - - - - 1 

150 | 2 5 - - - - 8 

175 - 3 2 12 - - - 17 

200 - - | 8 7 - - 16 

225 - - - - 3 3 - 6 

250 - - - - - | | 2 

п, | 6 8 20 10 4 | n= 50 

$ 2. Контрольные вопросы по разделу 11 

Глава 1. Описательная статистика 

1. Что такое генеральная совокупность, выборка, выбор? 
2. Сформулируйте определение простого случайного выбора. 
3. Какая выборка называется репрезентативной, однородной? 

4. Что такое вариационный, статистический ряд? 
5. Дайте определения крайних элементов вариационного ряда, размаха, ме- 

дианы, квартилей. 

6. Что такое полигон частот? 
7. Дайте определение выборочной функции распределения. 
8. Что такое оценка генеральной числовой характеристики? 

9. Перечислите основные выборочные оценки генеральных числовых харак- 
теристик. 

10.Что такое группированный статистический ряд? 

11.Что такое гистограмма выборки? 

Глава 2. Точечное оценивание числовых характеристик 
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и параметров распределения генеральной совокупности 

12. Дайте определение точечной статистической оценки. 
13.Какая оценка называется состоятельной, несмещенной, робастной, эф- 

фективной? 
14.Какая из двух оценок считается более эффективной? 
15.Что такое относительная эффективность, эффективность, асимптотиче- 

ская эффективность оценки? 
16.Какими свойствами обладает выборочное среднее? 

17.Какие свойства имеет выборочная дисперсия? 

18. Укажите статистические оценки математического ожидания для случая 

нормального распределения. 
19. Укажите статистические оценки среднего квадратического отклонения 

для случая нормального распределения. 
20.Опишите метод моментов получения оценок. 

21.Опишите метод максимального правдоподобия получения оценок. 

Глава 3. Интервальное оценивание числовых характеристик 

и параметров распределения генеральной совокупности 

22. Дайте определение доверительного интервала. 

23.Что такое точность и надёжность оценки? 

24.Как определяется точность и надёжность оценки вероятности события по 
относительной частоте? 

25.Постройте доверительный интервал для математического ожидания 

нормальной генеральной совокупности. 

26. Постройте доверительный интервал для математического ожидания 

любой генеральной совокупности при большом объёме выборки. 

Глава 4. Проверка статистических гипотез 

27.Что такое статистическая гипотеза? 

28. Какая гипотеза называется простой? 
29.Что такое критерий значимости, статистика критерия значимости? 

30. Что такое уровень значимости? Как он связан с доверительной вероятно- 

стью? 
31.Что такое критическая область критерия? 
32.Изложите общую схему проверки статистических гипотез. 
33.Что такое критерий согласия? 
34.Какие ошибки называются ошибками первого и второго рода? 
35.Какие критерии называют односторонними и двусторонними? 

36. Какая статистика применяется при проверке гипотезы о равенстве двух 
дисперсии? 
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37.В каких реальных задачах возникает гипотеза о равенстве математичес- 
ких ожиданий двух генеральных совокупностей? 

38. Как с помощью доверительного интервала проверяется гипотеза о равен- 
стве вероятностей двух событий? 

39.Как формулируются теоремы Пирсона и Фишера об асимптотическом 
поведении статистик критерия хи-квадрат? 

40.Как формулируется критерий хи-квадрат для проверки гипотезы о законе 

распределения генеральной совокупности с неизвестными параметрами? 

Глава 5. Корреляционный и регрессионный анализ 

41.Что такое регрессионный анализ? 
42.Напишите формулу для вычисления выборочного коэффициента корре- 

ляЦии. 
43.Как проверяется статистическая гипотеза о равенстве нулю коэффициен- 

та корреляции? 
44.Что такое эмпирическая простая линейная регрессия? 
45.В чем состоит метод наименьших квадратов? 

46. Выведите формулы для нахождения параметров В,,В, эмпирической про- 

стой линейной регрессии по экспериментальным данным. 

47.Что такое остаточная дисперсия? 
48. Выведите формулу, выражающую остаточное среднее квадратическое от- 

клонение через выборочный коэффициент корреляции. 

49.Запишите уравнения прямых регрессии «У на X»u «xX на У» в сим- 

метричной форме. 

50.Как ведут себя прямые регрессии при Nyy 20 и ху 21? 

51.Какая регрессия называется адекватной опытным данным? 

52.Как проверить адекватность простой линейной регрессии опытным дан- 
ным с помощью чертежа, остаточной дисперсии и выборочного коэффициента 
корреляции? 

53. Как проверить адекватность простой линейной регрессии опытным дан- 

ным с помощью двух независимых выборок? 
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53. Тесты по разделу 11 

Вар. №1 | Тест по разделу «Математическая статистика» 

Выборка задана в виде распределения частот: 

1 x 25 7 1 

n, 1 3 6 

Найти распределение относительных частот. 
Найти эмпирическую функцию распределения по данным выборки: 

2 x, | 4 6 

n 10 15 25 
Построить полигон относительных частот по данному распределению выборки: 

3 x | 4 5 в 9 
1 

@ 0,15 0,25 0,3 0,2 0,1 

Построить гистограмму частот по данному распределению выборки. 

Номер Частичный Сумма частот Л. по Плотность частоты 
иптервала | интервал | 

Ш вариантам интервалов | /4; Ih, (и — число 
И 

интервалов) 

3—5 4 

5—7 6 2 
3 7—9 20 
4 9—1 40 

п! — 13 20 

13 — 15 

|
 

“м
 

un
 

15 — 17 

По выборке объёма 1 = 83 найдена смещенная оценка D, =3 генеральной диспер- 

5 сии. Найти несмещенную оценку дисперсии генеральной совокупности. 

6 Случайная величина Х (число нестандартных изделий в партии изделий) распреде- 
лена по закону Пуассона. Ниже приведено распределение нестандартных изделий 

в И=200 партиях (в первой строке указано количество Xx, нестандартных изде- 

ЛИЙ В ОДНОЙ партии, во второй строке указана частота п; — число партий, содер- 

жащих Хх, нестандартных изделий): 

x, 0 1 2 3 4 
i 

n, 132 43 20 3 2 
1 

Найти методом моментов точечную оценку неизвестного параметра 4 рас- 

пределения Пуассона 

Из генеральной совокупности произведена выборка объёмом И = 60: 

x, 1 3 6 26 

п 8 40 10 2 

Найти несмещенную оценку выборочной средней. 
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Найти выборочную дисперсию по данному распределению выборки объёмом 

n=100: 

X, 340 360 375 380 

п, 20 50 18 12 

Найти доверительный интервал для оценки с надёжностью 0,99 неизвестного Ma- 

тематического ожидания A нормально распределенного признака Х генеральной 

совокупности, если известны генеральное среднее квадратическое отклонение 

Oo = 4 , выборочная средняя х=10,2 и объём выборки п=16 

10 

Используя критерий Пуассона, при уровне значимости 0,05 установить случайно 

или значимо расхождение между эмпирическими частотами 7, и теоретическими 
0 

частотами л, , которые вычислены исходя из гипотезы о нормальном распределе- 

нии генеральной совокупности X: 

п, 8 16 40 72 36 18 10 

n 6 18 36 76 39 18 7 

Вар. №2 Тест по разделу «Математическая статистика» 

Выборка задана в виде распределения частот: 
x 47 8 12 

1 

n5 2 3 10 
Найти распределение относительных частот 

Найти эмпирическую функцию распределения по данным выборки: 

х25 7 8 

"1 3 2 4 
Построить полигон относительных частот по данным выборки: 

x, 2 4 5 7 10 
1 

@ 0,15 0,2 0,1 0,1 0,45 

Построить гистограмму частот по данному распределению выборки: 
Номер Частичный Сумма частот Л. по Плотность частоты 

. f иптервала Г | нитервал oe 
р : и вариаитам интервалов n/N 4 (И — число 

71 ws +! интервалов) 

| 2—7 5 

2 7— 12 10 

3 12—17 25 

4 17 — 22 6 

5 22—27 4 

По выборке объёма п=5]1 найдена смещённая оценка D, = 5 генеральной 

дисперсии. Найти несмещенную оценку дисперсии генеральной COBOKYIIHO- 

CTH 
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Случайная величина Х (число семян сорняков в пробе зерна) распределена 

по закону Пуассона. Р’(х,) = 1“е^ /х,!, где т - число испытаний, произве- 

денных в одном опыте, х,- число появлений событий в 1-м опы- 

te P (х,) = Я“е“ /х,!,. Ниже приведено распределение семян сорняков в 

n=1000 пробах зерна (в первой строке указано количество х, сорняков в 

одной пробе; во второй строке указана частота п, — число проб, содержа- 

щих х, семян сорняков): 

x, 0 | 2 3 4 5 6 

п, 405 366 175 40 8 4 2 

Найти методом моментов точечную оценку неизвестного параметра распре- 
деления Пуассона 

Из генеральной совокупности произведена выборка объёмом 77 = 60: 

x, 1 3 6 26 
1 

8 40 10 2 

Найти несмещенную оценку выборочной средней. 

Найти выборочную дисперсию по данному распределению выборки объё- 

MOM 7=10: 

x, 186 192 194 

nm 2 5 3 

Найти доверительный интервал для оценки с надёжностью 0,99 неизвестно- 
го математического ожидания A нормально распределенного признака Х 

генеральной совокупности, если известны генеральное среднее квадратиче- 

ское отклонение O=5, выборочная средняя x = 16,8 и объём выборки 

n=25. 

10 

Используя критерий Пуассона, при уровне значимости 0,05 установить слу- 

чайно или значимо расхождение между эмпирическими частотами пл; и тео- 
0 

ретическими частотами п; которые вычислены, исходя из гипотезы о нор- 

мальном распределении генеральной совокупности X: 

n, 14 18 32 70 20 36 10 
1 

п’ 10 24 340 18 22 12 

ОТВЕТЫ К ЗАДАНИЯМ ТЕСТОВ 

Вариант 1 

1) 0,1; 0,3; 0,6. 

2) F(x)=0 при х<1|, 

Е(х) =0,2 при 1<х<4, 

Е(х) = 0,5 при 4<х<6, 

Е(х)=1 при x>6. 
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3) Решение. Отложим на оси абсцисс варианты х,, а на оси ординат — со- 

ответствующие относительные частоты @. Соединив точки (x,,@) отрезками 

прямых, получим полигон относительных частот. 
4) Указание. Найти предварительно плотность частоты л‚/й (й- число ин- 

тервалов) для каждого интервала и заполнить последний столбец таблицы. За- 

тем построить на оси абсцисс заданные интервалами длины й=5 и провести 

над этими интервалами отрезки, параллельные оси абсцисс и находящихся от 

нее на расстояниях равным соответствующим плотностям частоты 1,/h . 

5) 3,075 6) 4, =х=0,05. 

7) 5,76 8) 167,29 9) 7,63<a<12,77. 
10) ^=4, у», =3,061, д. (0,01;4) = 1363. Расхождение между эмпирическими и 

теоретическими частотами незначимо (случайно), так как Хи, < Дет. 

Вариант 2 

1) 0,25; 0,10; 0,15; 0,50. 
2) F(x)=0 при х<2, 

F(x) =0,1 при 2<х<5, 

F(x) = 0,4 при 5<х<$7, 

F(x) =0,6 при 7<x $8, 

F(x)=l при x>8. 

3) Решение. Отложим на оси абсцисс варианты x,, а на оси ординат — COOT- 

ветствующие относительные частоты @. Соединив точки (x,,@) отрезками 

прямых, получим полигон относительных частот. 
4) Указание. Найти предварительно плотность частоты л,/й (Й-число интер- 

валов) для каждого интервала и заполнить последний столбец таблицы. Затем 
построить на оси абсцисс заданные интервалами длины Й=5 и провести над 
этими интервалами отрезки, параллельные оси абсцисс и находящихся от нее 
на расстояниях, равным соответствующим плотностям частоты n,/h . 

5) S?=5,1. 6) A=¥ =0,021. 7) 4. 
8) 8,04. 9) 14,23 <а<19,37. 

10) ^=4, у... =13,93, ЯД. (0,05;4) =9,5. Расхождение между эмпирическими и 

теоретическими частотами значимо (неслучайно), так как Ти, > Дет. 

$4. Ответы к задачам для самостоятельной работы (по главам) 

Глава 1. 

1.01, 05, 07, 10, 14,22, 52, 56, 58, 67, 77, 86, 90, 94, 98; 
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2. хи = 0.1; хх =98; 2: =10; 2,.=86. 

3. тед=56; 1, =48; 1, =49.5; х= 49.13. 
4. 

x, |4 7 8 12 

@O, | 0,25 | 0,10 | 0,15 | 0,50 

5. Указание. Отложите на оси абсцисс значения х, , а на оси ординат — со- 

ответствующие относительные частоты @. Соединив точки (x,,@) отрезками 

прямых, получим полигон относительных частот. 

6. F(x)=0 при x <40, 

F(x) =0, при 40<x<100, F(x)=0,4 при 100<х <140, 

F(x) =0,6 при 140<x<160, F(x)=1 при х>160. 

7. 1. Х=100. 2.5*=343. 

Глава 2. 

n 4] 
2 — 5? = 5 =—.3= 3,075. 1.5 =8,04 2. ие A0 

+> +00 

3. m= [xanga 'dx = ON [x "dx = ant хи" (a —-1) = ax, /(a-1); 
№ о Xy 

m=X3;X=0n,/(a-1) > G=x/(x-X). 

4. L=a'"xt*(x,...x,)7"5 InL=nina+nalnx, -(@+1)) Inx, ; 
k=] 

Эт п . 1 Ix 
=—+нпх. — Inx,. =0; —=— > Inx, -Inx 5 

Ja at ° 2. : a и у ; 
и -! п -1 п 

a-(2¥ Ins и») =4-(15 Ins, -In ло. 
Я &= Й = 

k=l Xo 

Глава 3. 

1. 1,,(10) =1.3725 (10) = 2.764. 

2. 0<р<0,0308. Указание. За оценку р принимается относительная частота 

появления выигрыша p*=5/400=0,0125. 

3. 12,04 < т < 15,96. Указание. См. 53, формула 3.4. 
4. По формуле (5.4) находим 

= Sty р [Vn =2-из /\/400 = 2-1.96/20 =0.196 = 0.2. 

Глава 4. 

1. Гипотеза H, о равенстве математических ожиданий принимается. 
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Решение. Проверяем сначала гипотезу о равенстве дисперсий. Находим вы- 
борочное значение статистики Фишера F, =1.4/1.3 =1.08. По таблице У находим 

квантиль Р_„(А,^,) = Fyo,(60,60) = 1.5 распределения Фишера. Видим, что F, <1.5. 

гипотеза о равенстве дисперсий принимается. Сравниваем математические 

ожидания. Вычисляем выборочное значение — по формуле (5.4). 

_ Х-У Ce _ 52-51 Peer) 
= Tomas +(n—Ds2 m+n 7 591,37 +1,4? 59 + 59 

По таблице Ш находим квантиль 1_„„(т+п-2)= 10-5 (118) =1.98. Видим, что 

T, = 0,40. 

1-а72 

I7,| <1.98. Расхождение между и незначимо. Гипотеза о равенстве ма- 

тематических ожиданий принимается. 
2. Гипотеза H,0 равенстве математических ожиданий не принимается. 

Обьёмы продаж на двух биржах неравнозначны. 

3. К=8:х. =7,71: x,(0,05;8) =15,5. Нет оснований отвергнуть гипоте- >“ ниол 

зу о нормальном распределении генеральной совокупности. 

4. Ответ: k=6, x2... =22,2.,х- (0,05;6) =12,6. 
— набл 2 ap 

Так как x° 
пабз 

> х„, - гипотезу о нормальном распределении генеральной сово- 

купности отвергаем. Другими словами, эмпирические и теоретические частоты 

различаются значимо. 

Глава 5. 

1. | |Уи-1 =0.6./25 =3>2.5. Зависимость фиксируется на уровне значимо- 

сти а = 0,05. 
2. Уравнение прямой регрессии « Y на Х »: 

(»-0.8)/1.3 = 0.6(х-1.2)/2.1; К =А,, =0.6.1.3/2.1= 0.37. 

Уравнение прямой регрессии «Х на У»: 

(х- 1.2)/2.1 = 0.6(у- 0.8) /1.3; № =ky, =1 .3/(0.6- 2.1) =1.03; 

tg@ = (1.03 — 0.37) /(1 + 1.03.0.37) = 0.48. 

3. у. =3,69x+66, x, =0,19y—3,1. 
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17. 

18. 

19. 

20. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Справочник по одномерным непрерывным распределениям 

Приведённые 25 наиболее употребительных распределений разбиты на 3 груп- 

пы по виду областей, где плотность отлична от нуля: на всей оси, на правой полу- 
оси и на ограниченном промежутке. 

Для распределений указаны математические ожидания тх, дисперсии Dy, если 
они существуют, моды Мо, типовые графики плотностей, а также применения 
при моделировании реальных распределений. Справочник полезен при решении 
учебных задач, а также при выборе альтернатив для моделирования. 

$ 1. Распределения с плотностью, отличной от нуля на всей оси 

1. Нормальное распределение: /f (x)= Еее [- (х-т)? / 20? |, meR, 

o>0; my =m; Dy =0o?; Mo=m. Типовой график — на рис. 1.1. Является пре- 

дельным для распределения суммы независимых случайных величин, рассматри- 

ваемых в центральной предельной теореме. Описывает распределение различных 

выборочных средних, ошибок измерения, параметров деталей, координат точки 

падения снаряда, величины шума в управляющем устройстве. 

АУ KY 

| 
| 
| 

О Мо i O - 

Рис. 1.1. Типовой график плотности Рис. 1.2. График плотности 
для распределении I, 2, 3, 4, 5 распределения Стьюдента 

2. Логистическое распределение: 

[(x)= go'e-™ (l+e7 Чу -2 — Ч си-2 9 Ч , y= (х-т)/с, Я = t//3 = 1.8138; meR, 
4o 2 

2 
б>0; my =m; Dy =o"; Mo=m. График — на рис. 1.1. Mano отличается от нор- 

мального распределения. Применяется в экономических, социологических, эколо- 
гических, медико-биологических исследованиях. 

3. Распределение Коши: /(х)= [а + (х —т)? | ‚ ЕВ, а>0; my, Dy не 

существуют; Мо = Ме= т; вероятное отклонение (половина расстояния между 

квартилями) — мера рассеяния ЕЁ =a. График — на рис. 1.1. Является распределе- 

нием отношения двух нормальных случайных величин с нулевыми математиче- 

скими ожиданиями. 
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4. Трехпараметрическое распределение Коши: 

До) = С[1+0(х-т], a>0, A>l, meR, C=|ro!*/(2n)|sinF; my =m 

(при A>2); Dy = Qo 2/4 sin /sin3™ (при ^.>3); Mo=m. График — на рис. 1.1. 

При Л.=2 получаем распределение Коши. Применяется при моделировании ре- 

альных распределений. 

5. Трехпараметрическое распределение, близкое к нормальному: 

f (x) = Сехр(-ацх — т”), meR, a>O0, A>0, села гул), T(x) - ram- 

ма-функция; my =m; Dy = o 2/7 (3/ A) (и i); Мо=т. График при А.>1 - на 

рис. 1.1. При A=1 получаем распределение Лапласа, при A=2 — нормальное. 
Применяется при моделировании реальных распределений. 

| 2 —(n+1)/2 

6. граспределение Стьюдента: f(x) = ег Ge ‚ ПЕМ 
Jan 2 2 n 

(число степеней свободы), Г(х) — гамма-функция. my =0 (M22); Dy =n/(n-2) 

(123); Мо =0. График - на рис. 1.2. Применяется в математической статистике. 

7. Распределение Лапласа (двустороннее показательное): 

] х-т 2 
ЛО.) = exp —— J mER,o>0; my =m; Dy =20°; Мо=т. График - на 

рис. 1.3. Является распределением случайной величины X = X,— X,+m, где 

X,, Х> - независимые показательно распределенные случайные величины с па- 

раметром 1/с. 

AY AY 

! 

| ! 
| р 

— 1 x ВР $ x 

O т O| Мо 
Рис. 1.3. График плотности Рис. 1.4. График плотности двой- 

распределения Лапласа ного показательного распределе- 
ния 

8. Двойное показательное распределение: 

f(x) =Текр(-Х=") exp] —exp(-*=) | meR, ©>0: My =m-+co, 

c=05772; Dy =0?n?/6; Мо=т; асимметрия A ~1.1395. График — на рис. 1.4. 

Является распределением экстремальных элементов выборки. 
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$ 2. Распределения с плотностью, отличной от нуля на полуоси 

1. Распределения с плотностью показательного тина 
—hx 1.1. Показательное (экспоненциальное) распределение: f(x)=Ae ™, 

^.>0, x20; my =1/A; Dy = 1/22 ‚ Mo=0. График — на рис. 2.1. Описывает pac- 

пределение времени обслуживания, времени безотказной работы прибора. 

АУ YA УЛ 

№ ЖЕ 
| | 

| | 

х ! х ' x 

O = О а “~  O| Mo a 
Рис. 2.1. График плотно- Puc. 2.2. График плотно- Рис. 2.3. Типовой 2pa- 
сти показательного рас- — CMU смещенного показа- фик плотности распре- 

пределения тельного распределения делений 1.3, 1.4-1.6, 

1.9—1.11, 2.1, 2.2 

1.2. Смещённое показательное распределение: f(x) = ле (ха) ‚ A>O, 

а>0, х2а; ту =а+ И^А; Dy = 1/22 ‚ Мо=а. График - на рис. 2.2. Применяется 

для описания распределения времени обслуживания, заведомо не меньшего, чем а. 

1.3. Гамма-распределение: f(x) = схем , C= А /T(k) , ^>0, k2), 

x20, T(x) — гамма-функция; my =k/A; Dy = k/ 22 ; Mo=(k -1)/А. График при 

К >2 - на рис. 2.3. Применяется в теории надёжности для моделирования времени 

безотказной работы приборов, материалов, времени обслуживания. При К=| 

гамма-распределение переходит в показательное. При k натуральном распределе- 

ние называется распределением Эрланга порядка А. Оно используется в теории 

массового обслуживания. 
—п/2 ‘2)-1 —х! 

1.4. Хи-квадрат распределение (x2): Х(х)=2” Г '(п/2)х ei? 

x20, nEN; my =n; Dy =2n; Мо=п-2 при n23. График при n25 - на 

рис. 2.3. Является частным случаем гамма-распределения при k=n/2 и A=1/2. 

Применяется в математической статистике. Параметр n называется числом степе- 

ней свободы. 

1.5. Модифицированное хи-распределение (7 ): 

f(x)=2!7 Ут! (n/2) ony le-¥ 120°) ‚ ПЕМ, x20; 

My = с” + ‘ r-(2) ; Dy=0? р —2Г? (AS |r В] ; Mo=ovn-1. 
2 2 ‘ 2 2 

График при n23 - на рис. 2.3. Является распределением случайной величины 
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7 » THe X\,..., Х„ - нормальные взаимно независимые одинако- 2 X= JX? +...4x? 
во распределенные случайные величины с параметрами 0 и ©. При o=1 перехо- 
ДИТ В обычное хи-распределение. Применяется в математической статистике. 

x2 
>=] , o>0, x > 0: 

my =02V2/Vn; Dy =о? (3-8/п); Мо=с-/2. График - на рис. 2.3. Является 

частным случаем модифицированного хи-распределения при n=3. Описывает 
распределение длины вектора скорости молекулы газа. 

2 
1.6. Распределение Максвелла: /(х) д? ехр - 

P 03\/2л 

1.7. Распределение  Pevies: f(x)= exp (—x? / 207 ) , o>0O, x20; 
б 

my =0./T/2 = 1.25336; Dy =5?(2-п/2) = 0.429202; Mo=o. График — на 

рис. 2.4. Является частным случаем модифицированного хи-распределения при 

n=2. Описывает распределение длины случайного плоского вектора УХ2+У?, 

где Х, Y — независимые нормальные случайные величины, одинаково распреде- 

ленные с параметрами 0 и ©. Применяется в артиллерии, теории связи, теории 

надёжности. 

x 

207 

x20; my =0.,/2/n; Dy =07(1 -2)/п; Mo=0. График - на рис. 2.5. Применяется 

в теории надёжности для моделирования времени безотказной работы приборов, 
материалов. Является частным случаем модифицированного хи-распределения 
при n=l. 

1.9. Распределение Вейбулла: /(х)=АКх“Техр (-Ax*), A>0, k>0, x20; 

my = ИГН); Dy =a-7/*[T(1+2/k)-T2 (14+ /k) |; Мо=л и (1-1/k)". 
График при k>2 - на рис. 2.3. При k=1 распределение Вейбулла переходит в 

показательное. Применяется для моделирования распределения времени безотказ- 

ной работы приборов, материалов. 

2 2 

1.8. Усечённое нормальное распределение: /(х)=— —=ехр - ,o>0, 
oV2n 

AY AY YA 

2 2 
ove | o/2n oor 7 

) . x . | 
о] и > О Го] п ° 

Рис. 2.4. График плотно- Рис. 2.5. График плотно- Рис. 2.6. График 
сти распределения Penea Сти усеченного нормально- плотности распреде- 

го распределения ления Парето 

1.10. Трехпараметрическое гамма-распределение: 

До = С Г ехр(-Хх"), К>1, 4>0, п>0, x20, СЕПАГ (п), T(x) - 
гамма-функция; тх = grimy (Eh) r-(4) : 

Я И 
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И И И 

„алия 

Ру = ray) 14 (+2) - г2(* + 4) Mo= (A= о . При n=1 по- 

лучаем обычное гамма-распределение, при и=К — распределение Вейбулла. Гра- 

фик при А>2 - на рис. 2.3. Применяется для моделирования распределения вели- 

чины стока и загрязнения рек. 

1.11. Логарифмически-нормальное распределение: 

_ (шх- т)” | 
x) =———ех , T(x) oxo p 562 

2 2 2 

Dy =e7""° (еб —1); Мо=е" 6’. График — на рис. 2.3. Применяется для моде- 

., 
+o° /2 

с>0, тЕВ, х>0; ту=е""® М, 

лирования распределения продолжительности жизни, величины доходов населе- 

ния, размеров частиц при дроблении, в теории надёжности. 

2. Р аспределения с плотностью алгебраического тина. 

2.1. F -распределение Фишера: 
—(tn) {2 

f(x) =(m/ п)" * Bo! (m/2,n/2) x"? (1+ (m/n)x) ‚ т, п — натуральные чис- 

ла — степени свободы; х>0, В(р,4) - бета-функция; ту =п/(п-2) при n23; 

Dy = 2n? (m+n—- 2)m! (п- 2)? (п- 4)! при n25; Mo=n(m—2)ar'(n +2)! 

при т>22. График при m25 — на рис. 2.3. Применяется в математической стати- 

стике при сравнении дисперсий. 

2.2. Бета-распределение 2-го типа: Г(х)= B | (p,g)x? 1(1 +x) РТ, р>0, 

4>0, х>0; тх=р/(а-1) при 4>1; Б,=р(р+4-1(а-107?(4-2)" при 
4>2; Мо=(р-1)/(а+1) при р>1; В(р,4) — бета-функция. График при р>2 — 

на рис. 2.3. Применяется для моделирования реальных распределении. 
0—1 

2.3. Распределение Парето (степенное): f (x)= хо. x ‚ 0>0, х>жу, 

> 0; my = ох (и 1)! при &>1; D, =ах. (а-1)?(а-2)-! при &>2. График — 

на рис. 2.6. Применяется для моделирования распределения величины доходов 

населения выше уровня ху. 

$ 3. Распределения, отличные от нуля на конечном промежутке 

1. Равномерное распределение на [a,b]: f(x) =1/(b-a), хЕ[а,6], abeR, 

a<b; my =(at+b)/2; О, =(Ь-а)? 12. График - на рис. 3.1. Применяется для 

моделирования распределения ошибок округления, ошибок отсчета по приборам 

стрелочного типа. Равномерное распределение на отрезке [0,1] является стандарт- 

ным, Табулировано и по специальным программам может быть преобразовано в 

другие распределения. Оно же применяется в статистической практике для обра- 

зования выборок. 
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2. Треугольное распределение (Симпсона): 

f(x)= 2[1- Ja+b—-—2x|/(b —a)|/(b —а), xeE[a,b], a,beR, a<b; my =(a+b)/2; 

Dy =(6- a) [24; Mo=(a+5)/2. Является распределением суммы двух случай- 

ных величин, независимых, одинаково равномерно распределенных на промежут- 

ке [4/2; b/ 2]. Применяется при моделировании реальных распределений. 

AY KY YA 

] + _— 2 oe -—-—--—-—-- — | 

b—a | | р-а | | 
| | | Hts 1 \ : 

ОГ a bo Ol a № & Mo > 
Рис. 3.1. График Рис. 3.2. График Рис. 3.3. График 

плотности равномерно- плотности распределения AIOMHO om и бета- 
го распределения Симпсона Распр распределения 

]-20 типа 

3. Бета-распределение 1-го типа: /(х)= В! (p,q)x?! (1- xt! , p>0,q>0, 

0<х<1; my = p/(ptq); Dy =pa(ptq) (ptqgtl); Mo=(p-l)/(pt+q-2) 
при p21, а21, р+а>2. График при p>2 иа>2 - на рис. 3.3. Применяется 

при моделировании реальных распределений. При р=а=1 переходит в равно- 

мерное распределение на [0, 1]. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ П. СТАТИСТИЧЕСКИЕ ТАБЛИЦЫ 

Таблица Г. Значения нормированной функции Лапласа 
А 

D(x) =e" Пой 
V2n + 

x 0 | 2 3 4 5 6 7 8 9 
0.0 | 0.00000 | 00399 | 00798 | 01197 | 01595 | 01994 | 02392 | 02790 | 03188 | 03586 
0.1 | 03983 | 04380 | 04776 | 05172 | 05567 | 05962 | 06356 | 06749 | 07142 | 07535 
0.2| 07926 | 08317 | 08706 | 09095 | 09483 | 09871 | 10257 | 10642 | 11026 | 11409 
0.3| 11791 | 12172 | 12552 | 12930 | 13307 | 13683 | 14058 | 14431 | 14803 | 15173 
0.4] 15542 | 15910 | 16276 | 16640 | 17003 | 17364 | 17724 | 18082 | 18439 | 18793 
0.5 | 19146 | 19497 | 19847 | 20194 | 20540 | 20884 | 21226 | 21566 | 21904 | 22240 
0.6 | 22575 | 22907 | 23237 | 23565 | 23891 | 24215 | 24537 | 24857 | 25175 | 25490 
0.7 | 25804 | 26115 | 26424 | 26730 | 27035 | 27337 | 27637 | 27935 | 28230 | 28524 
0.8 | 28814 | 29103 | 29389 | 29673 | 29955 | 30234 | 30511 | 30785 | 31057 | 31327 
0.9 | 31594 | 31859 | 32121 | 32381 | 32639 | 32894 | 33147 | 33398 | 33646 | 33891 
10| 34134 | 34375 | 34614 | 34849 | 35083 | 35314 | 35543 | 35769 | 35993 | 36214 
1.1 | 36433 | 36650 | 36864 | 37076 | 37286 | 37493 | 37698 | 37900 | 38100 | 38298 
1.2 | 38493 | 38686 | 38877 | 39065 | 39251 | 39435 | 39617 | 39796 | 39973 | 40147 
1.3| 40320 | 40490 | 40658 | 40824 | 40988 | 41149 | 41308 | 41466 | 41621 | 41774 
1.4 | 41924 | 42073 | 42220 | 42364 | 42507 | 42647 | 42785 | 42922 | 43056 | 43189 
1.5 | 43319 | 43448 | 43574 | 43699 | 43822 | 43943 | 44062 | 44179 | 44295 | 44408 
16| 44520 | 44630 | 44738 | 44845 | 44950 | 45053 | 45154 | 45254 | 45352 | 45449 
1.7 | 45543 | 45637 | 45728 | 45818 | 45907 | 45994 | 46080 | 46164 | 46246 | 46327 
1.8 | 46407 | 46485 | 46562 | 46638 | 46712 | 46784 | 46856 | 46926 | 46995 | 47062 
1.9 | 47128 | 47193 | 47257 | 47320 | 47381 | 47441 | 47500 | 47558 | 47615 | 47670 
2.0| 47725 | 47778 | 47831 | 47882 | 47932 | 47982 | 48030 | 48077 | 48124 | 48169 
2.1 | 48214 | 48257 | 48300 | 48341 | 48382 | 48422 | 48461 | 48500 | 48537 | 48574 
2.2| 48610 | 48645 | 48679 | 48713 | 48745 | 48778 | 48809 | 48840 | 48870 | 48899 
2.3| 48928 | 48956 | 48983 | 49010 | 49036 | 49061 | 49086 | 49111 | 49134 | 49158 
24| 49180 | 49202 | 49224 | 49245 | 49266 | 49286 | 49305 | 49324 | 49343 | 49361 
2.5 | 49379 | 49396 | 49413 | 49430 | 49446 | 49461 | 49477 | 49492 | 49506 | 49520 
2.6 | 49534 | 49547 | 49560 | 49573 | 49585 | 49598 | 49609 | 49621 | 49632 | 49643 
27| 49653 | 49664 | 49674 | 49683 | 49693 | 49702 | 49711 | 49720 | 49728 | 49736 
2.8 | 49744 | 49752 | 49760 | 49767 | 49774 | 49781 | 49788 | 49795 | 49801 | 49807 
2.9 | 49813 | 49819 | 49825 | 49831 | 49836 | 49841 | 49846 | 49851 | 49856 | 49861 

| «x 3.0 3.5 4.0 5.0 | 
| Dy(x) | 0.49865 | 0.49977 | 0.499968 | 0.49999997 | 

Таблица II. Квантили и p нормального распределения N (0, 1) 

p 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 | 0.9995 
Ир 1.282 1.645 1.960 | 2.326 | 2.576 3.090 | 3.291 
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Таблица Ш. Квантили ¢ р(К) распределения Стьюдента 7(k) 

К — число степеней свободы распределения; р — порядок квантили. 

—(+2) 2 

f (x) =r (44) rE) ¢ ky? 14 | т 2 2 k 

КР 0.750 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999 

I 1.000 3.078 6.314 12.706 | 31.821 | 63.657 318 
2 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.3 

3 0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.2 
4 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173 
5 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 
6 0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 

7 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 
8 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 
9 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 
10 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 
1] 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 
12 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 
13 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 

14 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 
15 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 
16 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 
17 0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 
18 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 
19 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 
20 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 

21 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 
22 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 
23 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 

24 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.197 3.467 
25 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.187 3.450 
26 0.684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435 
27 0.684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421 

28 0.683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408 
29 0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396 
30 0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 

40 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307 
60 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232 
120 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.160 
со 0.674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 
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Таблица ТУ. Квантили x2 (К) распределения хи-квадрат y2(k) 

р — порядок квантили; k — число степеней свободы распределения 

IN? 0.90 0.95 0.99 IN? 0.90 0.95 0.99 

| 2.71 3.84 6.63 21 29.62 32.67 38.93 
2 4.61 5.99 9.21 22 30.81 33.92 40.29 
3 6.25 7.81 11.34 23 32.01 35.17 41.64 
4 7.78 9.49 13.28 24 33.20 36.42 42.98 
5 9.24 11.07 15.09 25 34.38 37.65 44.31 
6 10.64 12.59 16.81 26 35.56 38.89 45.64 
7 12.02 14.07 18.48 27 36.74 40.11 46.96 
8 13.36 15.51 20.09 28 37.92 41.34 48.28 
9 14.68 16.92 21.67 29 39.09 42.56 49.59 
10 50.99 18.31 23.21 30 40.26 43.77 50.89 
11 17.28 19.68 24.72 40 51.80 55.76 63.69 
12 18.55 21.03 26.22 50 63.17 67.50 76.15 
13 19.81 22.36 27.69 60 74.40 79.08 88.38 
14 21.06 23.68 29.14 70 85.53 90.53 | 100.42 
15 22.31 25.00 30.58 80 96.58 | 101.88 | 112.33 
16 23.54 26.30 32.00 90 107.56 | 113.14 | 124.12 
17 24.77 27.59 33.41 100 118.50 | 124.34 | 135.81 
18 25.99 28.87 34.81 
19 27.20 30.14 36.19 
20 28.41 31.14 37.57 

Плотность вероятности распределения хи-квадрат 4? (k): 

Лу? (®) = [чи r-( 
0 x < 0; 

х>0. 

Таблица У. Квантили Е р(А1» Ко) распределения Фишера F(k,,k>) 

К, > — числа степеней свободы; уровень значимости @ = 0,05. 

р ky 4 6 12 24 30 40 60 120 со 

2 19.2 19.3 19.4 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 

3 9.1 8.9 8.7 8.6 8.6 8.6 8.6 8.5 8.5 

4 6.4 6.2 5.9 5.8 5.7 5.7 5.7 5.7 5.6 

5 5.2 5.0 4.7 4.5 4.5 4.5 4.4 4.4 4.4 

6 4.5 4.3 4.0 3.8 3.8 3.8 3.7 3.7 3.7 

7 4.1 3.9 3.6 3.4 3.4 3.3 3.3 3.3 3.2 

8 3.8 3.6 3.3 3.1 3.1 3.0 3.0 3.0 2.9 

9 3.6 3.4 3.1 2.9 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7 

10 3.5 3.2 2.9 2.7 2.7 2.7 2.6 2.6 2.5 

I] 3.4 3.1 2.8 2.6 2.6 2.5 2.5 2.4 2.4 

12 3.3 3.0 2.7 2.5 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3 

13 3.2 2.9 2.6 2.4 2.4 2.3 2.3 2.3 2.2 

14 3.1 2.8 2.5 2.3 2.3 2.3 2.2 2.2 2.1 

15 3.1 2.8 2.5 2.3 2.2 2.2 2.2 2.1 2.1 



16 3.0 2.7 2.4 2.2 2.2 2.2 2.1 2.1 2.0 

17 3.0 2.7 2.4 2.2 2.1 2.1 2.1 2.0 2.0 

18 2.9 2.7 2.3 2.1 2.1 2.1 2.1 2.0 1.9 

19 2.9 2.6 2.3 2.1 2.1 2.0 2.0 1.9 1.9 

20 2.9 2.6 2.3 2.1 2.0 2.0 1.9 1.9 1.8 

22 2.8 2.5 2.2 2.0 2.0 1.9 1.9 1.8 1.8 

24 2.8 2.5 2.2 2.0 1.9 1.9 1.8 1.8 1.7 

26 2.7 2.5 2.1 1.9 1.9 1.9 1.8 1.7 1.7 

28 2.7 2.4 2.1 1.9 1.9 1.8 1.8 1.7 1.7 

30 2.7 2.4 2.1 1.9 1.8 1.8 1.7 1.7 1.6 

40 2.6 2.3 2.0 1.8 1.7 1.7 1.6 1.6 1.5 

60 2.5 2.3 1.9 1.7 1.6 1.6 1.5 1.5 1.4 

120 2.4 2.2 1.8 1.6 1.6 1.5 1.4 1.4 1.3 

со 2.4 2.1 1.8 1.5 1.5 1.4 1.3 1.2 1.0 

Плотность вероятности распределения Фишера F(k,,k>): 

Г 0, x < 0; 
_, —(k, +k, ) {2 

bP) 4 Ay) , x>0. 
ko Pores (г) 

ky, ky — натуральные числа. 

Таблица VI. Равномерно распределённые случайные числа 

98 52 01 77 67 14 90 56 86 07 22 1094 05 58 60 97 09 34 33 50 50 07 39 98 

11 8050 54 31 39 80 82 77 32 50 72 56 82 48 29 40 52 42,01 52 77 56 78 51 

83 45 29 96 34 06 28 89 80 83 13 74 67 00 78 18 47 54 06 10 68 71 17 78 17 

88 68 54 02 00 86 50 75 84 01 36 76 66 79 51 90 3647 64 93 29 6091 10 62 

99 59 46 73 48 8751 76 49 69 91 82 60 89 28 93 78 56 13 68 23 47 83 41 13 

65 48 11 76 74 17 46 85 09 50 58 04 77 69 74 73 03 95 71 86 40 21 81 65 44 

80 12 43 56 35 17 72 70 80 15 45 31 82 23 74 21 1157 82 53 14 38 55 37 63 

74 35 09 98 17 77 40 27 72 14 43 23 60 02 10 45 52 16 42 37 96 28 60 26 55 

69 91 62 68 03 

09 89 32 05 05 

66 25 22 91 48 

14 22 56 85 14 

36 93 63 72 03 

46 42 75 67 88 

76 62 11 39 90 

96 2977 88 22 

94 40 05 64 18 

54 38 21 45 98 

91 49 91 45 23 68 47 92 76 86 46 16 28 35 54 94 75 08 99 23 37 08 92 00 48 

80 33 69 45 98 26 94 03 68 58 70 29 73 41 35 53 14 03 33 40 42 05 08 23 41 

44 1048 1949 85 15 74 79 54 32 97 92 65 75 57 60 04 08 81 22 22 20 64 13 

12 55 07 37 42 11 10 00 20 40 12 86 07 4697 96 64 48 94 39 28 70 72 53 15 

63 60 64 93 29 16 50 53 44 84 40 21 95 25 63 43 65 17 70 82 07 20 73 17 90 

61 19 69 04 46 26 45 74 77 74 5192 43 37 29 65 39 45 95 93 42 58 26 05 27 

15 47 44 52 66 95 27 07 99 53 59 36 78 38 48 82 39 61 01 18 33 21 15 94 66 

94 55 72 85 73 67 89 75 43 87 54 62 24 44 31 91 19 04 25 92 92 92 74 59 73 

42 48 11 62 13 97 34 40 87 21 16 86 84 87 67 03 07 11 2059 25 70 14 66 70 

23 52 37 83 17 73 20 88 98 37 68 93 59 14 16 26 25 22 96 63 05 52 28 25 62 

04 49 35 24 94 75 24 63 38 24 45 86 25 10 25 61 96 27 93 35 65 33 71 24 72 

00 54 99 76 54 64 05 18 81 59 96 1196 38 96 54 69 28 2391 23 28 72 95 29 

35 963153 07 

59 80 80 83 91 

46 05 88 52 36 

32 1790 05 97 

69 23 46 14 06 

19 56 54 14 30 
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